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Vorrede. 


Die  Fertigstellung  von  Band  in  der  gesammelten  Werke  von 
M(')bius,  bei  der  mir  wieder  Herr  Dr.  Stande  in  ausgiebiger  Weise 
behtllflich  gewesen  ist,  gestaltete  sich  verhältnissmässig  einfach,  in- 
sofern  es  sich  in  der  Hauptsache  um  einen  Abdruck  von  Möbius' 
Lehrbuch  der  Statik  handelte.  Wir  haben  des  Weiteren  in  chrono- 
logischer Reihenfolge  sechs  Abhandlungen  verwandten  Inhaltes  ange- 
schlossen, denen  man  fttglich  noch  folgende  zwei  hinzurechnen  könnte, 
die  wegen  ihrer  geometrischen  Bedeutung  bereits  in  Band  I  (p.  489 
—  515,  bez.  p.  515 — 570  daselbst)  ihre  Stelle  gefunden  haben: 
Ueber  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse  ztüischen  Figuren  im 
Haume  (1833),  und  Ueber  die  Zusammensetzunff  unendlich  kleiner 
Drehungen  (1838).  Die  Grundsätze,  nach  denen  wir  den  Wiederab- 
druck gestalteten,  sind  durchweg  dieselben  geblieben  wie  bei  Band  II. 
Insbesondere  wurden  die  Figuren  wieder  in  den  laufenden  Text  gesetzt, 
und  man  wird  also  die  Kupfertafeln,  von  denen  auf  den  hier  wieder- 
abgedruckten Titelblättern  der  beiden  Theile  des  Lehrbuchs  der  Statik 
die  Rede  ist,  vergeblich  suchen.  Die  Jahreszahlen,  welche  wir  den 
einzelnen  Abhandlungen  zugesetzt  haben,  sind,  wie  hier  ausdrücklich 
bemerkt  sei,  keine  eigentlichen  Datirungen  der  Abhandlungen  selbst, 
sondern  beziehen  sich  auf  die  Zeitschriftenbände,  in  denen  die  betref- 
fenden Abhandlungen  erschienen  sind.  Die  Ausdrucksweise  von 
Möbius  wurde  überall  möglichst  beibehalten,  auch  wo  dieselbe  von 
der  heute  üblichen  abweicht;  beispielsweise  bezeichnet  Möbius,  wie 
dies  auch  schon  Herr  Baltzer  in  den  Bemerkungen  zu  Band  I  her- 


-    IV    - 

Yorhebt;  mit  Richtung  einer  Kraft  immer  die  wohlbestimmte  gerade 
Linie,  nach  welcher  die  Kraft  wirkt.  Wir  haben  auf  .solche  Ab- 
weichungen weiterhin  nicht  besonders  aufmerksam  gemacht,  da  es 
sich  immer  nur  um  ganz  einfache  Dinge  handelt,  in  denen  sich  jeder 
Leser,  nachdem  einmal  auf  dieselben  ausdrücklich  verwiesen  ist, 
mit  Leichtigkeit  zurecht  finden  dürfte. 


Leipzig,  im  Februar  1886. 


Felix  Klein. 
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Vorrede. 


Uie  erste  Veranlassung  zu  einer  anhaltenderen  Bescliäftigunp^ 
mit  der  Statik  und  damit  zur  Abfassung  der  vorliegenden  Schrift 
gab  mir  das  Studium  des  zwar  kleinen,  aber  gehaltreichen  und  ele- 
gant geschriebenen  Werkes  von  Poinsot  über  die  Statik*).  Ich 
lernte  daraus,  wie  die  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
zwischen  Kräften,  welche  auf  einen  frei  beweglichen  festen  Körper 
wirken,  einfacher,  als  auf  irgend  einem  anderen  der  bisher  bekann- 
ten Wege,  mit  Hülfe  der  Theorie  der  von  ihm  sogenannten  rauples 
(Paare  von  einander  gleichen  und  nach  parallelen  aber  entgegenge- 
setzten Richtungen  wirkenden  Kräften)  entwickelt  werden  können; 
und  die  dem  Ende  des  Werkes  beigefügte  Abhandlung  (Memoire  sur 
la  compositio7i  des  momens  et  des  aires),  worin  die  Theorie  dieser 
Kräftepaare  noch  weiter  verfolgt  wird,  und  mehrere  zum  Theil  neue 
Sätze,  die  Eigenschaften  der  Momente  von  Kräften  betreffend,  aus 
dieser  Theorie  höchst  einfach  hergeleitet  werden,  nahm  mein  ganzes 
Interesse  in  Anspruch. 

Da  ich  nun  bei  fortgesetzter  Beschäftigung  mit  diesen  Gegen- 
ständen mehrere  eigene  Untersuchungen  anstellte  und  Ansichten  ge- 
wann, nach  denen,  wie  es  mir  schien,  die  einzelnen  Lehren  der  Sta- 
tik theils  vervollständigt,  theils  auf  eine  etwas  systematischere  Weise, 
als  in  den  bisherigen  Lehrbüchern,  geordnet  werden  könnten,  so 
fühlte  ich  mich  bewogen,  meine  zum  Theil  schon  inCrclle's  mathe- 
matischem Journal  bekannt  gemachten  Untersuchungen  im  Zusam- 
menhange zu  veröffentlichen  und  damit  ein  für  sich  bestehendes 
Lehrbuch  der  reinen  Statik  abzufassen,  in  welchem  die  Lehren  die- 
ser Wissenschaft  möglichst  vollständig  und  in  systematischer  Folge 
auseinandergesetzt  sind. 

Die  Methode,  deren  ich  mich  in  diesem  Lehrbuche  bedient  habe, 
ist  ausschliesslich  weder  die  synthetische  noch  die  analytische.  Doch 
habe  ich  in  der  Regel  der  ersteren  den  Vorzug  gegeben,  wenn  eine 
einfache  geometrische  Construction  zur  Führung  eines  Beweises  oder 
zur  Lösung  einer  Aufgabe  hinreichend  war,  so  wie  ich  auch  nicht 
selten  die  schon  durch  Analysis  gefundenen  Sätze  durch  geometrische 
Betrachtungen    noch    zu    erläutern    gesucht    habe:    beides    aus    dem 

*,   El^mcns  de  Statique  ...  par  L.  Poinsot,  4emc  edit.,  Paris  1S24. 

1* 


4  Lehrbuch  der  Statik. 

Grunde,  weil  bei  Untersuchungen,  welche  räumliche  Gegenstände 
betreffen,  die  geometrische  Betrachtung  eine  Betrachtung  der  Sache 
an  sich  selbst  und  daher  die  natürlichste  ist,  während  bei  einer  ana- 
lytischen Behandlung,  so  elegant  diese  auch  sein  mag,  der  Gegen- 
stand sich  hinter  fremdartigen  Zeichen  verbirgt  und  damit  unserem 
Auge  mehr  oder  weniger  verloren  geht. 

Ueberhaupt  findet  zwischen  der  Statik  und  der  Geometrie  ein 
sehr  inniger  Zusammenhang  statt,  indem  nicht  allein  erstere  Wissen- 
schaft der  HüKe  der  letzteren  unumgänglich  bedarf,  sondern  weil 
auch  umgekehrt,  gleichsam  zum  Lohne  für  die  geleistete  HüKe,  die 
Statik  der  Geometrie  neue  Sätze  zuführt,  Sätze,  die  nicht  selten  vrie- 
derum  zum  Vortheile  der  Statik  verwendet  werden  können.  Der  Be- 
lege hierzu  wird  man  nicht  wenige  in  diesem  Buche  finden.  Zu- 
weilen haben  Statik  und  Geometrie  sogar  einen  gemeinschaftlichen 
Zweck  und  weichen  nur  in  Hinsicht  der  zu  diesem  Zwecke  führen- 
den Mittel  von  einander  ab.  Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  Untersuchung, 
in  wie  viel  Puncten  zwei  oder  mehrere  Körper  einander  berühren 
müssen,  wenn  ihre  gegenseitige  Lage  unveränderlich  sein  soll.  Denn 
diese  und  ähnliche  Untersuchungen  können  eben  sowohl  mit  Hülfe 
statischer  Principien,  als  rein  geometrisch  angestellt  werden.  Möge 
es  daher  dem  Leser  nicht  unangenehm  auffallen,  wenn  er  hier  in 
Fällen,  wo  eine  Reihe  geometrischer  Sätze  mir  entweder  an  sich 
merkwürdig  oder  wegen  ihres  Einflusses  auf  andere  Untersuchungen 
der  Beachtung  werth  schien,  von  dem  Gebiete  der  Statik  auf  das  der 
reinen  Geometrie  geführt  wird. 

Das  Werk  zerfällt  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  das  Gleich- 
gewicht an  einem  einzigen  Körper,  der  zweite  das  Gleichgewicht  an 
mehreren  mit  einander  verbundenen  Körpern  behandelt.  Jedem  der 
beiden  Theile  ist  eine  Anzeige  des  Inhalts  vorangesetzt,  woraus  die 
Aufeinanderfolge  der  behandelten  Gegenstände  zur  Genüge  erkannt 
werden  kann.  Es  dürfte  aber  nicht  überflüssig  sein,  hier  Einiges  über 
ihren  gegenseitigen  Zusammenhang  noch  vorauszuschicken,  wobei 
sich  zugleich  Gelegenheit  zu  einigen  Bemerkungen  finden  wird,  für 
welche  im  Buche  selbst  kein  passender  Ort  war. 

Die  ersten  Elemente  habe  ich  eben  so,  wie  Poinsot,  durch  die 
schon  erwähnte  Theorie  der  Kräftepaare  zu  vereinfachen  gesucht. 
Doch  bin  ich  hierin  einen  Schritt  weiter  gegangen.  Poinsot  näm- 
lich trägt  diese  Theorie  erst  dann  vor,  nachdem  er  parallele  Kräfte 
und  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte  zusammenzusetzen  gelehrt  hat. 
Dagegen  folgt  hier  die  Theorie  der  Paare  unmittelbar  auf  die  allge- 
meinsten Sätze  vom  Gleichgewichte,  und  dann  erst  die  Theorie  von 
der  Zusammensetzung  von  Kräften,  welche  nicht  Paare  bilden.  Denn 
nicht  nur  lässt  sich  die  letztere  Theorie,  nachdem  die  erstere  voraus- 


Vorrede.  5 

gegangen,  ungleich  einfacher,  als  ohnedem,  entwickeln,  sondern  es 
ist  auch,  wie  man  sich  überzeugen  wird,  die  erstere  Theorie  ganz 
unabhängig  von  der  letzteren  darstellbar. 

Bereits  in  einem  in  Cr  eile 's  mathematischem  Journal  befind- 
lichen Aufsatze*)  habe  ich  gezeigt,  wie  die  Theorie  der  Paare  selbst- 
ständig entwickelt  und  aus  ihr  ohne  weiteres  die  sechs  Bedingungs- 
gleichungen für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  die  nach  be- 
liebigen Richtungen  im  Räume  auf  einen  frei  beweglichen  Körper 
wirken,  hei^eleitet  werden  können,  woraus  sich  zuletzt  die  drei  Be- 
dingungsgleichungen für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften  in  einer 
Ebene,  als  für  einen  speciellen  Fall,  ergeben.  Wiewohl  nun  die 
grosse  Kürze  dieses  Weges  ihm  zur  Empfehlung  gereichen  möchte, 
so  dürfte  doch  der  unmittelbare  Fortgang  zu  dem  allgemeinsten  Falle 
Manchem  für  das  erste  Studium  zu  überraschend  scheinen,  und  ich 
habe  es  daher  im  Gegenwärtigen  vorgezogen,  die  auf  dieselbe  Weise 
behandelte  Theorie  des  Gleichgewichtes  in  einer  Ebene  vorauszu- 
schicken und  dadurch  den  Leser  zum  Verständniss  der  Theorie  des 
Gleichgewichtes  im  Räume  vorzubereiten. 

Die  im  6.  Kapitel  des  ersten  Theils  folgende  weitere  Ausführung 
der  Theorie  der  Momente  beschäftigt  sich  mit  der  Beantwortung  der 
zwei  Fragen:  erstens,  nach  welchen  Gesetzen  das  Moment  eines  Sy- 
stems von  Kräften  im  Räume,  welche  nicht  im  Gleichgewichte  sind, 
von  einer  Axe  zur  anderen,  auf  welche  das  Moment  bezogen  wird, 
veränderlich  ist;  und  zweitens,  unter  welchen  Bedingungen  und  auf 
welche  Weise  aus  den  Momenten  des  Systems  für  eine  Anzahl  von 
Axen  die  Momente  für  noch  andere  Axen  gefunden  werden  können. 
Die  Untersuchungen,  zu  welchen  die  erste  dieser  Fragen  veranlasst, 
sind  —  die  Darstellung  der  Momente  durch  Kugelsehnen,  den  darauf 
gegründeten  Beweis  für  das  Parallelogramm  der  Kräfte  und  die  Theorie 
der  Nullebenen  und  NuUpuncte  ausgenommen  —  schon  von  Poin- 
sot  und  Anderen  geführt  worden.  Die  zweite  Frage  habe  ich  in 
grösster  Allgemeinheit  zu  beantworten  gesucht  und  Resultate  erhalten, 
von  denen  bisher  nur  einige  specielle  Fälle  bekannt  waren. 

In  den  noch  übrigen  Kapiteln  des  ersten  Theils  wird  angenom- 
men, dass  ein  frei  beweglicher  Körper,  auf  welchen  Ejräfte  wirken, 
auf  irgend  eine  Weise  aus  seiner  Lage  verrückt  wird,  während  die 
Kräfte  auf  ihre  AngrifFspuncte  mit  unveränderlicher  Stärke  und  paral- 
lel mit  ihren  anfänglichen  Richtungen  zu  wirken  fortfahren,  und  es 
wird  nun  untersucht,  wie  durch  diese  Lageänderung  des  Körpers  die 
Wirkung  der  Kräfte  geändert  wird.    Der  einfachste  hierbei  mögliche 

*]  Entwickelung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  die 
auf  einen  freien  festen  Körper  wirken,  Cr  eile's  Journal,  Bd.  7,  p.  205—216.  (Im 
vorliegenden  Bande  weiter  unten  wieder  abgedruckt.) 
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Fall  ist  der,  wenn  die  Kräfte  parallele  Richtungen  haben  und  auf 
eine  einzelne  Kraft  zurückgeführt  werden  können.  Denn  alsdann 
bleiben  sie  auch  bei  jeder  Verrückung  des  Körpers  auf  eine  einzelne 
Kraft  reducirbar,  und  diese  Kraft  trifft  immer  auf  einen  Punct,  wel- 
cher gegen  die  Angriffspuncte  der  ersteren  Kräfte  eine  unveränder- 
liche Lage  hat  und  unter  dem  Namen  des  Mittelpunctes  paralleler 
Kräfte  bekannt  ist.  Aehnliche  Untersuchungen  habe  ich  hier  auch 
in  Bezug  auf  Systeme  nicht  paralleler  Kräfte  angestellt  und  glaube, 
dass  die  gewonnenen  Resultate  nicht  bloss  ihrer  Neuheit  willen*), 
sondern  auch  wegen  ihrer  verhältnissmässigen  Einfachheit  und  weil 
sie  zu  vielleicht  noch  fruchtreicheren  Forschungen  über  diesen  Gegen- 
stand Veranlassung  geben  können,  der  Beachtung  nicht  unwerth  sind. 

Genau  mit  diesen  Untersuchungen  hängt  die  Lehre  von  der 
Sicherheit  des  Gleichgewichtes  zusammen.  Denn  halten  sich  die  Kräfte 
anfänglich  das  Gleichgewicht,  so  wird  dasselbe  bei  einer  auch  noch 
so  geringen  Lage'änderung  des  Körpers  im  Allgemeinen  aufgehoben, 
und  jenachdem  die  Kräfte  den  Körper  in  die  anfängliche  Lage  zu- 
rückzubringen oder  noch  weiter  davon  zu  entfernen  suchen,  wird  das 
Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  genannt.  Ich  habe  daher  nicht 
angestanden,  auch  die  Lehre  von  der  Sicherheit,  so  weit  es  ohne  Ein- 
mischung der  Dynamik  geschehen  konnte,  hier  vorzutragen  und,  unter- 
stützt durch  die  vorhergehenden  Ergebnisse,  die  Function  zu  ent- 
wickeln, aus  deren  Vorzeichen  erkannt  wird,  ob  ein  gegebenes  Gleich- 
gewicht sicher  oder  unsicher  ist.  Die  Umständlichkeit,  mit  welcher 
ich  diesen  Gegenstand  behandelt  habe,  dürfte  dadurch,  dass  unge- 
achtet der  elementaren  Behandlung,  deren  er  fähig  ist,  sich  über  ihn 
in  den  bisherigen  Lehrbüchern  der  Statik  nur  weniges  oder  nichts 
vorfindet,  hinlänglich  gerechtfertigt  werden. 

Zwischen  dem  Zustande  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Sicher- 
heit und  den  Eigenschaften  des  grössten  oder  kleinsten  Werthes  einer 
veränderlichen  Grösse  findet  eine  grosse  Aehnlichkeit  statt.  Dies 
leitet  auf  die  Vermuthung,  dass  es  eine  Function  der  die  Kräfte  und 
deren  Angriffspuncte  bestimmenden  Grössen  gebe,  welche  beim  Gleich- 


*]  Neu  bis  auf  die  erst  kürzlich  von  Min  ding  über  denselben  Gegenstand, 
jedoch  auf  eine  von  der  meinigen  ganz  verschiedene  Weise  angestellten  und  mit 
cum  Theil  merkwürdigen  Ergebnissen  begleiteten  Untersuchungen:  Untersuchung 
betreffend  die  Frage  nach  einem  Mittelpuncte  nicht  paralleler  Kräfte,  Cr  eile 's 
Journal,  Bd.  14,  p.  289;  Ueber  den  Ort  sämmtlicher  Kesultanten  eines  der  Drehung 
unterworfenen  Systems  von  Kräften,  Bd.  15,  p.  27;  Einige  Sätze  über  die  Verände- 
rungen, welche  ein  System  von  Kräften  durch  Drehung  derselben  erleidet,  Bd.  15, 
p.  313.  Eine  Uebersicht  der  von  mir  gefundenen  und  in  gegenwärtiger  Schrift  dar- 
gelegten Kesultate  siehe  in  der  Abhandlung :  Ueber  den  Mittelpunct  nicht  paralleler 
Kräfte,  Grelle 's  Journal,  Bd.  16,  p.  1.  (Letztere  Abhandlung  ist  im  vorliegenden 
Bande  weiter  unten  wieder  abgedruckt.) 
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gewichte  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist.  Die  Entwickelung 
(lieser  Function,  deren  zweites  Differential  die  Merkmale  für  die 
Sicherheit  oder  Unsicherheit  abgibt,  ist  in  dem  letzten  Kapitel  des 
ersten  Theiles  enthalten.  Das  erste  Differential  derselben  Function 
muss  zu  Folge  der  Natur  der  Grössten  und  Kleinsten  Null  sein,  wel- 
clies  zu  dem  in  diesem  Kapitel  gleichfalls  behandelten  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  führt.  Die  Ilerleitung  einer  noch  an- 
deren Function,  die  beim  Gleichge\vichte  ebenfalls  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  ist,  und  die  für  den  Fall,  dass  die  Kräfte  durch  un- 
endlich kleine  Linien  ausgedrückt  werden,  bereits  von  Gauss  auf- 
gestellt worden*),  macht  den  Beschluss  des  ersten  Theils. 

Im  zweiten  Theile  wird  das  Gleichgewicht  an  mehreren  mit  ein- 
ander verbundenen  Körpern  betrachtet.  Hier  suchte  ich  zuerst  mit 
möglichster  Schärfe  und  Allgemeinheit  die  Bedingungen  eines  solchen 
Gleichgewichtes  zu  entwickeln.  Ich  glaubte  in  dieser  Hinsicht  etwas 
ausführlicher  sein  zu  müssen,  da  in  den  mir  wenigstens  bekannt  ge- 
wordenen Lehrbüchern  der  Statik  nur  einzelne  l^eispiele  vom  Gleich- 
gewichte an  verbundenen  Körpern,  oder  höchstens  eine  Angabe  der 
allgemeinen  Bedingungen  für  dasselbe,  kein  strenger  Beweis  dieser 
Bedingungen,  anzutreffen  sind.  Ohne  mich  über  den  Gang,  den  ich 
dabei  genommen,  hier  weiter  zu  verbreiten,  bemerke  ich  nur,  dass 
ich  hierher  auch  das  Gleichgewicht  an  einem  einzigen  an  seiner  Be- 
wegung zum  Theil  gehinderten  Körper  gerechnet  habe,  indem  ein 
solcher  Körper  als  ein  mit  einem  zweiten  ganz  unbeweglichen  in  Ver- 
bindung stehender  betrachtet  werden  kann.  —  Auf  das  Gleichgewicht 
an  mehreren  mit  einander  verbundenen  Körpern  musste  jetzt  auch 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ausgedehnt  werden,  da 
es  im  Vorigen  nur  für  einen  einzigen  frei  beweglichen  Körper  be- 
wiesen worden  war,  und  ich  hoffe,  dass  der  hier  gegebene  allgemeine 
Beweis  dieses  Princips  sowohl  hinsichtlich  seiner  Einfachheit,  als 
seiner  Strenge,  befriedigen  wird. 

Unter  den  mancherlei  Verbindungsarten  zweier  oder  mehrerer 
Körper  verdienen  diejenigen  eine  besondere  Berücksichtigung,  bei 
welchen  die  Körper  in  so  vielen  Puncten  verbunden  sind,  dass,  wenn 
auch  jeder  Körper  an  sich  frei  beweglich  ist,  doch  keine  gegenseitige 
Beweglichkeit  stattfindet,  und  dass  folglich,  wenn  einer  von  ihnen 
unbeweglich  gemacht  wird,  das  ganze  System  unbeweglich  wird.  Die 
Bedingungen  dieser  Unbeweglichkeit  werden  im  4.  Kapitel  statisch 
bestimmt;  es  werden  nämlich  die  Fälle  untersucht,  in  welchen,  was 
auch  für  Kräfte  an  den  Körpern  angebracht  werden,  doch  keine  Be- 
dingungen für  das  Gleichgewicht  hervorgehen. 

Wenn   aber  auch  die  Lage  von  Körpern   oder  der  Theile  einer 

•    Verp:!.  unten  das  Citat  zu  §.  185, 
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Figur  unveränderlich  ist,  so  lassen  sich  doch  immer  specielle  Be- 
dingungen für  das  Verhalten  der  Theile  zu  einander  ausfindig  machen, 
unter  denen  die  Unbeweglichkeit  in  eine  unendlich  kleine  Beweg- 
lichkeit übergeht.  Wie  diese  Bedingungen  statisch  gefunden  werden 
können,  und  wie  damit  zugleich  Maxima  und  Minima  der  Figur  be- 
stimmt werden,  dies  habe  ich  im  5.  Kapitel  gezeigt  und  die  dazu  an- 
gegebene Methode  durch  mehrere  Beispiele  erläutert.  Irre  ich  mich 
nicht,  so  ist  diese  Methode  noch  einer  grösseren  Ausbildung  fähig  und 
wegen  ihres  Nutzens  für  die  Geometrie  dieser  Ausbildung  nicht  unwerth. 

Die  einfachste  Art,  auf  welche  mehrere  Körper  mit  einander 
verbunden  sein  können,  besteht  darin,  dass  keiner  mit  mehr  als  zwei 
der  übrigen  verbunden  ist.  Ein  solches  System  wird  im  Allgemeinen 
eine  Kette  genannt,  und,  wenn  die  Körper  unendlich  klein  sind,  ein 
Faden.  Die  Lehre  vom  Gleichgewichte  an  Fäden  wird  im  6.,  7.  und 
8.  Kapitel  behandelt.  Nachdem  in  dem  6.  die  Theorie  des  Gleich- 
gewichtes an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  auseinandergesetzt 
worden,  wird  im  7.  auf  die,  wie  es  scheint,  noch  nicht  beachtete  voll- 
kommene Analogie  aufmerksam  gemacht,  die  zwischen  dem  Gleich- 
gewichte an  einem  solchen  Faden  und  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punctes  stattfindet,  und  wonach  jedes  Fadengleichgewicht  als  das 
Abbild  der  Bewegung  eines  Punctes,  und  umgekehrt,  angesehen  wer- 
den kann,  und  jedem  Satze  in  der  Theorie  des  einen  ein  Satz  in  der 
Theorie  des  anderen  entspricht.  Insbesondere  habe  ich  hiernach  das 
Princip  der  Flächen,  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  und  das  Prin- 
cip  der  kleinsten  Wirkung,  insofern  diese  Sätze  die  Bewegung  nur 
eines  Punctes  betreffen,  aus  der  Dynamik  auf  das  Fadengleichgewicht 
übergetragen  und  damit  drei  entsprechende  Sätze  erhalten,  von  denen 
der  dritte  neu  und  merkwürdig  zugleich  sein  dürfte. 

In  Betreff  des  8.  und  letzten  Kapitels,  welches  das  Gleichgewicht 
an  elastischen  Fäden  untersucht,  werde  noch  bemerkt,  dass  die  der 
Natur  der  Sache  sehr  angemessene  Eintheilung  elastischer  Fäden  in 
elastisch  dehnbare,  biegsame  und  drehbare  aus  einer  Abhandlung  von 
Binet  über  diesen  Gegenstand*)  entlehnt  worden,  und  dass,  obschon 
zwischen  dem  Gleichgewichte  an  einem  elastischen  Faden  und  der 
Bewegung  eines  Punctes  keine  Analogie  herrscht,  es  mir  doch  ge- 
lungen ist,  in  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  an  einem  elastisch  bieg- 
samen Faden  Sätze  aufzufinden,  welche  dem  zweiten  und  dritten  der 
eben  gedachten  drei  Sätze  rücksichtlich  des  Gleichgewichtes  an  einem 
vollkommen  biegsamen  Faden  und  damit  dem  Princip  der  lebendigen 
Kräfte  und  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  entsprechen. 

*)  Binet,  Memoire  sur  rezpression  analytique  de  l'^lasticit^  et  de  la  raideur 
des  courbea  &  double  courbure,  Journal  de  l'^cole  polytechnique,  tome  X,  p.  418. 


Inhalt  des  ersten  Theiles. 

Gesetze  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  welche  auf 
einen  einzigen  festen  Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel 
Allgemeine  Sätze  vom  Gleichgewichte. 

§.  1.  Begriffsbestimmung  von  Kraft,  Gleichgewicht  und  Statik.  —  §.  2. 
Im  Vorliegenden  sollen  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  nur  bei 
festen  Körpern  in  Untersuchung  gezogen  werden.  —  §.  3.  Bei  jeder  Kraft 
kommt  ihr  Angriffspunct,  ihre  Richtung  und  ihre  Intensität  oder  Stärke 
in  Betracht.  —  §.  4.  Grundsätze.  —  §.  5.  Unmittelbare  Folgerungen  aus 
denselben.  —  §.  6.  Begriff  gleichwirkender  Systeme  Ton  Kräften;  Eigen- 
schaften derselben.  —  §.  7.  Begriff  der  Resultante  eines  Systems  von  Kräf- 
ten ;  Eigenschaften  der  Resultante.  —  §.  8.  Die  Statik  lässt  sich  als  die 
Wissenschaft  der  Bedingungen  betrachten,  unter  welchen  zwei  Systeme 
von  Kräften  gleiche  Wirkung  haben;  hieraus  fliessende  Beziehung  der 
Statik  zur  Dynamik.  —  §§.  9.  10.  Von  der  Resultante  Ton  Kräften,  die 
auf  einen  und  denselben  Punct  wirken.  —  §.11.  Bestiomiung  des  Ver- 
hältnisses zwischen  den  Intensitäten  zweier  Kräfte.  —  §.12.  Wie  Kräfte 
durch  Zahlen  und  Linien  ausgedrückt  werden  können.  —  §.13.  Bestim- 
mung der  Resultante  von  Kräften,  welche  auf  einen  und  denselben  Punct 
nach  Richtungen  wirken,  die  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen.  —  §.14. 
Eine  Kraft  kann  ohne  Aenderung  ihrer  Wirkung  auf  jeden  Punct  ihrer 
Richtung  verlegt  werden.  Bedingung  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräf- 
ten, die  in  einer  und  derselben  Geraden  wirken. 

Zweites  Kapitel. 
Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren  in  einer  Ebene. 

§.15.  Gleichgewicht  zwischen  vier  einander  gleichen  Kräften,  deren 
Richtungen  einen  Rhombus  bilden.  —  §.16.  Erklärung  eines  Kräftepaares, 
seiner  Breite  und  seines  Sinnes.  —  §.  17.  Ein  Paar  kann  in  seiner  Ebene, 
ohne  Aenderung  seiner  Wirkung,  wohin  man  will,  verlegt  werden.  —  §.  18. 
Mit  einem  Paare  kann  eine  einfache  Kraft  nicht  im  Gleichgewichte  sein. 
—  §.19.  Zusammensetzung  mehrerer  Paare  in  einer  Ebene,  die  einander 
gleiche  Kräfte,  oder  einander  gleiche  Breiten  haben,  zu  einem  einzigen 
Paare.  —  §§.  20.  21.  Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einerlei  Sinn  haben, 
und  deren  Kräfte  sich  umgekehrt,  wie  ihre  Breiten  verhalten,  sind  gleich- 
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"wirkend.  —  §.  22.  Zusammensetzung  mehrerer  beliebiger  Paare  in  einer 
Ebene  zu  einem  mit  ihnen  gleichwirkenden.  —  §.23.  Erklärung  des  Mo- 
ments eines  Paares.  Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  welche  einander  gleiche 
Momente  haben,  sind  gleichwirkend,  und  umgekehrt.  Die  Bedingung  des 
Oleichgewichtes  zwischen  zwei  oder  mehreren  Paaren  in  einer  Ebene. 

Anwendung  der  Theorie  derPaare  auf  das  Oleichgewicht 
zwischen  drei  Kräften  in  einer  Ebene.  §§.  24.  25.  Bedingungen, 
unter  denen  zwischen  drei  einander  parallelen  Kräften  in  einer  Ebene 
Oleichgewicht  stattfindet.  —  §.  26.  Zusammensetzung  zweier  paralleler 
Kräfte;  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  mit  ihr  parallele.  —  §.  27.  Zu- 
sammensetzung zweier  nicht  paralleler  Kräfte  in  einer  Ebene;  das  Paral- 
lelogramm der  Kräfte.  —  §  28.    Das  Dreieck  der  Kräfte. 

Oleichgewicht  zwischen  vierKräften  in  einer  Ebene.  §.  29. 
Darstellung  der  Bedingungen  dieses  Oleichgewichtes  durch  zwei  Vierecke, 
von  denen  das  eine  die  Kichtungen,  das  andere  die  Intensitäten  der  Kräfte 
bestimmt. 

Drittes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  in  einer  Ebene  überhaupt. 

§.  30.  Erklärung  des  Moments  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  einen 
Punct.  —  §.  31.  Erklärung  des  Moments  eines  Systems  von  Kräften  in 
Beziehung  auf  einen  Punct.  Das  Moment  zweier  Kräfte,  welche  ein  Paar 
bilden,  ist  für  alle  Puncte  der  Ebene  des  Paares  von  gleicher  Orösse.  — 
§.  32.  Ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  ist  entweder  im  Oleichge- 
wichte, oder  auf  ein  Paar,  oder  auf  eine  einfache  Kraft  reducirbar.  — 
§.  33.  Die  Bedingungen,  unter  denen  diese  drei  Fälle  einzeln  stattfinden, 
durch  Relationen  zwischen  Momenten  des  Systems  ausgedrückt.  —  §.  34. 
Anwendung  hiervon  auf  das  Parallelogramm  der  Elräfte.  Wie  mit  der 
Bezeichnung  eines  Dreiecks  durch  drei  an  die  Ecken  gesetzte  Buchstaben 
zugleich  der  positive  oder  negative  Werth  des  Dreiecks  ausgedrückt  wer- 
den kann.  —  §.  35.  Ausdruck  des  Inhalts  eines  Dreiecks  durch  die  Coor- 
dinaten  seiner  Ecken.  —  §.  36.  Bestimmung  einer  in  einer  Ebene  wirken- 
den Kraft  durch  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  ihrer  Richtung  und 
durch  die  Projectionen  der  Kraft  auf  die  zwei  Coordinatenaxen.  —  §.  37. 
Analytischer  Ausdruck  für  das  Moment  eines  Systems  von  Kräften  in  einer 
Ebene,  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punct  der  Ebene.  —  §.  38.  Die  Be- 
dingungsgleichungen für  das  Oleichgewicht  des  Systems.  —  §.  39.  Die  Be- 
dingungsgleichungen, wenn  das  System  sich  auf  ein  Paar  reducirt;  AVerth 
des  Moments  des  resultirenden  Paares.  —  §.  40.  Im  Allgemeinen  reducirt 
sich  das  System  auf  eine  einfache  Kraft;  Bestimmung  der  Orösse  und 
Richtung  dieser  Kraft.  —  §§.  41.  42.  Untersuchung  der  speciellen  Fälle, 
wenn  die  Richtungen  der  Kräfte  des  Systems  sich  in  einem  Puncte  schnei- 
den, und  —  §.43.  wenn  sie  einander  parallel  sind. 

Oeometrische  Folgerungen.  §.  44.  Eigenschaften  der  Summe 
von  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  unveränderliche  Orundlinien  und 
eine  gemeinschaftliche  aber  veränderliche  Spitze  haben.  —  §.  45.  Lehn- 
sätze, die  Flächen  ebener  Vielecke  betreffend.  —  §.  46.  Oeometrischer  Be- 
weis des  Satzes  in  §.44.  —  §.  47.  Folgerungen  aus  diesem  Beweise  für  die 
Statik.  Erläuterungen  statischer  Sätze  durch  Oeometrie.  —  §.  48.  Aus 
den  Momenten  eines  Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  drei  Puncte  der 
Ebene  das  Moment  für  irgend  einen  vierten  Punct  der  Ebene  und   die 
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Resultante  des  Systems  zu  finden.  —  §.49.  Hieraus  fliessende  geometrische 
Kelationen. 

Viertes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren  im  Räume. 

§.  50.  Ein  Paar  kann  nicht  nur  in  seiner  Ebene,  sondern  auch  in  jeder 
damit  parallelen  Ebene,  wohin  man  will,  verlegt  werden.  —  §.51.  Zusam- 
mensetzung zweier  Paare,  welche  nicht  in  einer  Ebene  oder  in  zwei  pa- 
rallelen Ebenen  liegen,  zu  einem  dritten.  —  §.  52.  Wenn  drei  oder  mehrere 
Paare  im  Räume  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und  ihre  Ebenen  sich  in 
einem  Puncte  schneiden,  so  ist  die  algebraische  Summe  der  P}Tamiden, 
welche  die  durch  die  Paare  bestimmten  Parallelogramme  zu  Grundflächen 
und  irgend  einen  Punct  des  Raumes  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben, 
gleich  NulL  —  §.  53.  Die  Zusammensetzung  von  Paaren  im  Räume  lässt 
sich  auf  die  Zusammensetzung  einfacher  Kräfte  zurückführen,  die  sich  in 
einem  Puncte  treffen,  auf  den  Ebenen  der  Paare  normal  stehen  und  den 
Momenten  der  Paare  proportional  sind.  —  §.  54.  Zusammensetzung  von 
Paaren  im  Räume  durch  Projcction  derselben  auf  drei  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Ebenen.  —  §.  55.  Ein  System  von  Kräften,  welche  durch  die 
Seiten  eines  Polygons  dargestellt  werden,  ist  mit  einem  Paare  gleichwir- 
kend. Ein  System  von  Paaren,  welche  durch  die  Flächen  eines  Polyeders 
dargestellt  werden,  ist  im  Gleichgewichte.  Hauptebene  eines  Systems  von 
Paaren.  Eigenschaften  derselben.  —  §.  56.  Die  Eigenschaften  der  Haupt- 
ebene rein  geometrisch  ausgedrückt. 

Fünftes  KapiteL 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  im  Baume  überhaupt. 

§.  57.  Zwei  Kräfte ,  deren  Richtungen  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
sind  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  reducirbar.  Ein  System  von  Kräften  im 
Räume  ist  entweder  im  Gleichgewichte,  oder  lässt  sich  auf  ein  Paar,  oder 
auf  eine  einzelne,  oder  auf  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte 
zurückbringen.  —  §.58.  Beim  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  im  Räume 
ist  die  algebraische  Summe  der  Pyramiden,  welche  irgend  eine  Gerade  zur 
gemeinschaftlichen  Kante  und  die  Kräfte  zu  gegenüberliegenden  Kanten 
haben,  gleich  NuU.  —  §.  59.  Erklärung  des  Moments  einer  Kraft  und  des 
Moments  eines  Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  eine  Axe.  Ist  das  System 
im  Gleichgewichte,  so  ist  sein  Moment  in  Bezug  auf  jede  Axe  Null.  — 
§.60.  Beweis  des  umgekehrten  Satzes.  —  §.61.  Aus  den  Sätzen  der  §§. 
59.  60  lassen  sich  rückwärts  die  entsprechenden  Sätze  für  Systeme  von 
Kräften  in  einer  Ebene  und  in  einer  geraden  Linie  herleiten.  —  §.  62. 
Anah'tische  Bestimmung  einer  Kraft  im  Räume  durch  ihre  Projectionen 
auf  drei  coordinirte  Axen  und  durch  die  Coordinaten  eines  Punctes  ihrer 
Richtung.  —  §.  63.  Lehnsätze,  den  Inhalt  einer  Pyramide  und  dessen  Vor- 
zeichen betreffend.  —  §.  64.  Den  Inhalt  einer  Pyramide  durch  die  Coor- 
dinaten ihrer  Ecken  auszudrücken.  —  §.  65.  Analytischer  Ausdruck  des 
Moments  eines  Systems  von  Kräften  im  Räume.  —  §.  66.  Durch  Null- 
setzung dieses  Ausdrucks  ergeben  sich  unmittelbar  die  Bedingungsglei- 
chungen für  das  Gleichgewicht  des  Systems.  —  §.67.  Andere  Herleitung 
dieser  Gleichungen.  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes,  wenn 
die  Richtungen  der  Kräfte  sich  in  einem  Puncte  begegnen.  —  §.  68.  Ist 
ein  System  von  Kräften  im  Räume  im  Gleichgewichte,  so  ist  es  auch  die 
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Projection  des  Systems  auf  eine  beliebig  gelegte  Ebene  oder  gerade  Linie. 

—  §.69.  Analytische  Bestimmung  der  zwei  Kräfte,  auf  welche  sich  ein 
System  Ton  Kräften  im  Räume  im  Allgemeinen  reduciren  lässt.  Merk- 
würdige Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  beiden  Kräfte.  —  §.  70. 
Untersuchung  des  Falles,  wenn  die  zwei  Kräfte  ein  Paar  bilden.  —  §§.  71. 
72.  Entwickelung  der  Bedingungsgleichung,  bei  welcher  das  System  auf  eine 
einzige  Kraft  reducirbar  ist.    Merkwürdiger  von  Chasles  entdeckter  Satz. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  parallelen  Kräften  im  Räume. 
§.  73.  Ein  System  paralleler  Kräfte  reducirt  sich  entweder  auf  eine  ein- 
fache  Kraft,  oder  auf  ein  Paar,  oder  ist  im  Gleichgewichte.  Analytische 
Betrachtung  dieser  Fälle. 

Sechstes  Kapitel. 

Weitere  Ausführung  der  Theorie  der  Momente. 

§.  74.  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen. 

Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Azen  sich  in  einem 
Puncte  schneiden.  §.  75.  Jedes  dieser  Momente  ist  dem  Sinus  des 
Winkels  proportional,  der  von  der  Axe  mit  einer  dem  Puncte  zugehörigen 
Ebene  gebildet  wird;  oder,  was  dasselbe  ist:  —  §.76.  Durch  jeden  Punct 
lässt  sich  eine  Kugelfläche  beschreiben,  so,  dass  das  Moment  jeder  durch 
den  Punct  gehenden  Axe  dem  Ton  dieser  Kugelfläche  abgeschnittenen 
Theile  der  Axe  proportional  ist.  —  §.77.  Begriff  der  Linie  des  grössten 
Moments.  —  §.  78.  Eigenschaft  dieser  Linie.  —  §.  79.  Hieraus  folgende 
Zusammensetzung  Ton  Kugeln  und  Kreisen,  analog  der  Zusammensetzung 
von  Kräften.  —  §.  80.  Neuer  darauf  gegründeter  Beweis  für  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte. 

Von  den  Axen  der  grössten  Momente.  §.81.  Vorläufige  Be- 
trachtungen. —  §.  82.  Entwickelung  der  Gesetze,  nach  welchen  die  Linie 
des  grössten  Moments  Tom  einem  Puncte  des  Raumes  zum  anderen  yeränder- 
lich  ist.  Hauptlinie  eines  Systems.  —  §.  83.  Die  Gleichungen  für  die  Haupt- 
linie und  den  Werth  des  kleinsten  unter  den  grössten  Momenten  zu  finden. 

Von  den  Axen,  deren  Momente  Null  sind.  §.84.  AUe  durch 
einen  Punct  gehende  Axen,  für  welche  das  Moment  des  Systems  Null  ist, 
liegen  in  einer  Ebene:  Nullebene  des  Punctes;  und  alle  in  einer  Ebene 
liegende  Axen,  für  welche  das  Moment  Null  ist,  schneiden  sich  in  einem 
Puncte :  Nullpunct  der  Ebene.  Folgerung  dieses  Satzes  aus  §.  82.  —  §.  85. 
Einfacherer  Beweis  dieses  Satzes,  nachdem  vorher  durch  elementare  Be- 
trachtungen gezeigt  worden,  dass  in  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften 
jedem  Puncte  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein  in  ihr 
liegender  Punct  entspricht  etc.  —  §§.  86.  87.  Weitere  Entwickelung  der 
Gesetze  dieser  Reciprocität  zwischen  Puncten  und  Ebenen.  —  §.  88.  An- 
wendung der  vorhergehenden  Theorie  auf  um  und  in  einander  beschriebene 
Polyeder.  Ein  und  dasselbe  Polyeder  kann  zugleich  um  und  in  ein  ande- 
res beschrieben  sein. 

Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  beliebige 
Richtungen  haben.  §.  89.  Aus  den  Momenten  für  drei  Axen,  welche 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  das  Moment  für  jede  vierte  denselben 
Punct  treffende  Axe  zu  finden.    Lösung  dieser  Aufgabe  durch  Construction. 

—  §.90.  Lösung  durch  Rechnung  für  den  Fall,  wenn  die  drei  Axen,  für 
welche  die  Momente  gegeben  sind,  rechte  Winkel  mit  einander  machen.  — 
§§.91.  92.  Gleichung  zwischen  den  vier  Momenten  für  beliebige  Winkel 
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zwischen  den  Axen  derselben.  —  §.93.   Gleichung  zwischen  den  Momenten 
eines  Systems,  die  sich  auf  beliebige  Axen  beziehen ;  nur  müssen  die  Axen 
eine  solche  Lage  gegen  einander  haben,  dass  sich  Kräfte  angeben  lassen, 
welche,  nach  den  Richtungen  der  Axen  wirkend,  sich  das  Gleichgewicht 
halten.  —  §.  94.  Beispiele.  —  §.  95.  Verhalten  zwischen  den  Momenten  für 
Axen,  die  in  einer  Ebene  liegen,  und  für  Axen,  die  einander  parallel  sind. 
—  §.  96.  Verschiedene  Methoden,  aus  den  Momenten  dreier  in  einer  Ebene 
liegender  Axen  das  Moment  für  jede  vierte  Axe  der  Ebene  zu  finden.  — 
§.  97.  Je  nachdem  sich  für  die  Richtungen  gegebener  Axen  Kräfte,  die  im 
Gleichgewichte  mit  einander  sind,  angeben  lassen  oder  nicht,   findet  auch 
zwischen  den  Momenten  eines  Systems  in  Bezug  auf  diese  Axen  Abhängig- 
keit oder  keine  statt.    Gesetz  dieser  Abhängigkeit.  —  §.  98.  Entwickelung 
der  Aufgaben:   zu  3,  4,  5  gegebenen  Richtungen  resp.  eine  4.,   5.,   6.  zu 
finden,  welche  resp.  1,  2,  3  andere  gegebene  Gerade  schneidet,  dergestalt, 
dass  sich  Kräfte  angeben  lassen,  welche,  nach  diesen  4,  5,  6  Richtungen 
wirkend,  sich  das  Gleichgewicht  halten.    Zu  7  gegebenen  Richtungen  las- 
sen sich  im  Allgemeinen  immer  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte 
finden.  —  §.  99.  Bemerkungen  zu  diesen  Aufgaben.    Von  vier  sich  das 
Gleichgewicht  haltenden  Kräften  müssen  die  Richtungen,   wenn  sie  nicht 
in  einer  Ebene  enthalten  sind,  eine  hyperboloidische  Lage  gegen  einander 
haben.  —  §.  100.  Aus  dem  Vorigen  fliessende  Bedingungen  für  die  gegen- 
seitige Lage  von  2,  3,  4,  5,  6  Axen,  wenn  zwischen  den  auf  sie  bezogenen 
Momenten  eines  Systems  eine  Relation  stattfinden  solL  —  §.  101.  Zusätze. 
Ein  System  ist  im  Gleichgewichte,   wenn  seine  Momente  in  Bezug  auf 
sechs  von  einander  unabhängige  Axen  einzeln  Null  sind.  —  §§.  102.  103. 
Noch  ein  anderes  Verfahren,  die  Bedingungen  für  die  gegenseitige  Lage 
der  Richtungen  von  4,  5  oder  6  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollenden 
Kräften  und  die  Verhältnisse  zwischen  diesen  Kräften  zu  finden.    Erläute- 
rung dieses  Verfahrens  an  einem  Systeme  von  4  Kräften. 

Siebentes  Kapitel. 
Von  den  Mittelpuncten  der  Kräfte. 

§.  104.  Allgemeiner  Begriff  des  Mittelpunctes  von  Kräften. 

L  Von  dem  Mittelpuncte  paralleler  Kräfte.  §.  105.  Jedes 
System  paralleler  Kräfte,  welche  eine  einfache  Resultante  haben,  hat  einen 
Mittelpunct  Bestimmung  desselben  durch  Construction.  —  §.  106.  Lage 
des  Mittelpunctes  von  2,  3,  4  parallelen  Kräften  gegen  die  Angriffspuncte 
derselben.  —  §.  107.  Betrachtung  der  Fälle,  wenn  das  System  ein  Paar  zur 
Resultante  hat,  oder  im  Gleichgewichte  ist.  —  §.  108.  Analytische  Be- 
stimmung des  Mittelpimctes.  —  §.  109.  Folgerungen. 

Vom  Schwerpunkte.  §.  110.  Erklärung  von  Schwerpunct,  Schwer- 
kraft, Gewicht,  Masse,  Dichtigkeit.  —  §.  111.  Allgemeine  Ausdrücke  für 
die  Coordinaten  des  Schwerpunctes  eines  Körpers,  einer  Fläche  und  einer 
Linie.  —  §.  112.  Elementare  Bestunmung  des  Schwerpunctes  einer  geraden 
Linie,  eines  Parallelogramms,  eines  Parallelepipedums ,  eines  Dreiecks, 
eines  dreiseitigen  Prisma  und  einer  dreiseitigen  Pyramide  mit  Hülfe  des 
Archimedischen  Grundsatzes,  dass  ähnliche  Figuren  ähnlich  liegende 
Schwerpuncte  haben.  —  §.  113.  Bestimmung  des  Schwerpunctes  eines  ebe- 
nen Vierecks;  merkwürdige  Eigenschaften  desselben. 

n.  Von  dem  Mittelpuncte  nicht  paralleler  in 'einer  Ebene 
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wirkender  Kräfte.  §.  114.  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  bei  der 
Verrückung  des  Körpers  die  Ebene  der  Kräfte  nur  in  sich  selbst  gedreht 
oder  verschoben  wird.  —  §.  115.  Jedes  System  von  Kräften  in  einer  Ebene, 
welches  auf  eine  Kraft  reducirbar  ist,  hat  einen  Mittelpunct.  Bestimmung 
desselben  durch  Constraction.  —  §§.  116.  117.  Die  Ordnung,  in  welcher 
man  bei  dieser  Construction  die  Kräfte  nach  und  nach  in  Betracht  zieht, 
ist  willkürlich;  hieraus  entspringende  geometrische  Sätze,  an  ein  Viereck 
beschriebene  Kreise  betreffend.  —  §§.  118.  119.  Verallgemeinerung  dieser 
Sätze  durch  Betrachtung  eines  Systems  von  Puncten  und  eines  Systems 
ihnen  entsprechender  Kreise.  —  §§.  120.  121.  Noch  eine  Methode,  den 
Mittelpunct  durch  Construction  zu  finden ;  neue  daraus  abgeleitete  geome- 
trische Sätze.  —  §§.  122 — 125.  Analytische  Bestimmung  der  Art,  aufweiche 
sich  die  Wirkung  eines  in  einer  Ebene  enthaltenen  Systems  von  Kräften 
ändert,  wenn  die  Ebene  in  sich  selbst  gedreht  wird.  Werthe  der  Coordi- 
naten  des  Mittelpunctes. 

Achtes  Kapitel 

Von  den  Axen  des  Gleichgewichtes. 

§.  126.  Zweck  der  nächstfolgenden  Untersuchungen.  —  §.  127.  Die 
Bedingungsgleichungen,  bei  denen  zwischen  Kräften,  die,  auf  einen  Kör- 
per nach  beliebigen  Richtungen  wirkend,  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
auch  dann  noch  Gleichgewicht  besteht,  wenn  die  Lage  des  Körpers  ge- 
ändert wird,  und  die  Kräfte  auf  die  anfänglichen  Angriffspuncte  parallel 
mit  ihren  anfänglichen  Richtungen  zu  wirken  fortfahren.  —  §§.  128.  129. 
Geometrische  Bedeutimg  der  eingeführten  Hülfsgrössen.  —  §§.130.  131. 
Entwickelung  des  Begriffs  einer  Aze  des  Gleichgewichtes,  als  einer  Axe 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Körper  um  sie  gedreht  wird,  das  an- 
fängliche Gleichgewicht  fortdauert.  Bedingungsgleichung,  bei  welcher 
einem  Systeme  von  Kräften  eine  Gleichgewichtsaxe  zukommt.  —  §.  132. 
Einfacher  Ausdruck  der  Bedingungen,  unter  welchen  ein  System  eine 
Gleichgewichtsaxe  von  gegebener  Richtung  hat.  —  §.  133.  Geometrischer 
Beweis  dieser  Bedingungen.  —  §.134.  Gibt  es  bei  einem  Systeme  zwei 
Gleichgewichtsaxen ,  so  sind  es  auch  alle  diejenigen  Axen,  welche  mit 
ersteren  beiden  einer  und  derselben  Ebene  parallel  laufen.  Ist  ein  Körper 
in  vier  verschiedenen  Lagen  im  Gleichgewichte,  so  ist  er  es  im  Allgemei- 
nen auch  in  jeder  fünften. 

§.  135.  Wie  zu  einem  Systeme  von  Kräften,  das  im  Gleichgewichte 
ist,  aber  keine  Axe  des  Gleichgewichtes  besitzt,  zwei  neue  das  Gleichge- 
wicht nicht  störende  Kräfte  immer  hinzugefügt  werden  können,  so  dass 
das  System  eine  Gleichgewichtsaxe  von  gegebener  Richtung  erhält.  —  §.  130. 
Zusätze  und  geometrische  Erläuterungen. 

§.  137.  Wie  zu  einem  Systeme  von  Kräften,  welche  nicht  im  Gleich- 
gewichte sind,  zwei  Kräfte  hinzugefügt  werden  können,  dass  ein  auch  bei 
der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  fortdauerndes  Gleichgewicht  entsteht.  — 
§.  138.  Statt  die  Axe  als  gegeben  anzunehmen,  kann  man  die  Bedingung 
hinzusetzen,  dass  die  Angriffspuncte  der  zwei  hinzuzufügenden  Kräfte  in 
der  Axe  liegen  sollen.  Eine  also  bestimmte  Axe  heisse  eine  Hauptaxe  der 
Drehung.  Eigenschaft  derselben.  —  §.  139.  Jedes  System  von  Kräften,  das 
weder  im  Gleichgewichte,  noch  auf  ein  Paar  reducirbar  ist,  hat  im  Allge- 
meinen ent^'eder  zwei  Hauptaxen  der  Drehung,  oder  keine.  —  §§.  140.  141. 
Bestimmung  der  zwei  Hauptaxen  bei  einem  nur  aus  zwei  Kräften  bestehen- 
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den  Systeme.  —  §.  142.  Hiemach  können  auch  von  drei  oder  mehreren 
Kräften,  die  mit  einer  Ebene  parallel  sind,  die  zwei  Hauptaxen  gefunden 
werden.  Es  wird  hieraus  gefolgert,  dass  wenn  von  Kräften,  die  derselben 
Ebene  parallel  sind,  jede  nach  denselben  zw^ei  mit  der  Ebene  parallelen 
Richtungen  zerlegt  wird,  die  zwei  Mittelpimcte  der  mit  der  einen  und  mit 
der  anderen  Richtung  parallelen  Kräfte  immer  in  derselben  Geraden  liegen, 
wie  auch  die  zwei  Richtungen  angenommen  werden.  —  §.  143.  Beweis  die- 
ses Satzes  für  Kräfte,  welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  ohne  Anwen- 
dung der  Theorie  der  Hauptaxen.  —  §.  144.  Ausdehnung  des  Satzes  auf 
Kräfte,  die  nach  beliebigen  Richtungen  im  Räume  wirken.  —  §.  145.  Hier- 
aus entstehen  die  Begriffe  von  Centrallinie  und  Centralebene  eines  Systems ; 
—  §.  146.  Centrallinie  der  Centralebene,  Centralpunct  der  Centrallinie.  — 
§.  147.  Beziehungen,  die  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene 
zwischen  der  Centrallinie,  dem  Ccntralpuncte  und  den  beiden  Hauptaxen 
stattfinden.  —  §.  148.  Analoge  Beziehungen  bei  einem  Systeme  von  Kräf- 
ten im  Räume.  —  §§.  149.  150.  Merkwürdige  Beziehungen  in  dem  spcciel- 
len  Falle,  wenn  das  System  im  Räume  sich  auf  eine  einzige  Kraft  redu- 
ciren  lässt.  Ein  solches  System  hat  stets  zwei  Hauptaxen.  Es  gibt  nämlich 
in  der  Richtung  seiner  Resultante  zwei  Puncte  und  zwei  durch  sie  gehende 
Axen  von  der  Eigenschaft,  dass  das  durch  Befestigung  des  einen  oder 
anderen  Punctes  entstehende  Gleichgewicht  bei  Drehung  des  Körpers  um 
die  dem  Puncte  zugehörige  Axe  fortdauert. 

§.  151.  Ist  ein  System  nicht  anders,  als  auf  zwei  Kräfte  reducirbar,  so 
kann  für  jede  Richtung  eine  ihr  parallele  Axe  gefunden  werden,  von  der 
Beschaffenheit,  dass  durch  Befestigung  derselben  Gleichgewicht  entsteht 
und  bei  Drehung  des  Körpers  um  dieselbe  fortdauert.  —  §.  152.  Zusätze. 

§§.  153.  154.  Untersuchung  der  Bedingungen,  unter  welchen  einem 
Systeme,  das  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  hat,  Hauptaxen  der 
Drehung  zukommen. 

Neuntes  Kapitel. 

Von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes. 

§.  155.  Begriff  der  Sicherheit  und  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes.  — 
§§.  156.  157.  Das  Gleichgewicht  zwischen  nur  zwei  Kräften  ist  sicher  oder 
unsicher,  jenachdem  die  Kräfte  ihre  Angriffspuncte  von  einander  zu  ent- 
fernen oder  einander  zu  nähern  streben.  Dauerndes  Gleichgewicht.  — 
§§.  158.  159.  Bestimmung  der  Merkmale,  bei  welchen  das  Gleichgewicht 
zwischen  parallelen  Kräften  sicher,  dauernd,  oder  unsicher  ist.  —  §§.  160. 
161.  Dieselbe  Untersuchung  für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften  in 
einer  Ebene  und  in  Bezug  auf  eine  solche  Verrückung  des  Körpers,  bei 
welcher  die  Ebene  sich  parallel  bleibt. 

§.  162.  Dem  Gleichgewichte  eines  und  desselben  Systems  kann  nach 
der  Verschiedenheit  der  Verrückung  des  Körpers  Sicherheit  und  Unsicher- 
heit zugleich  zukommen.  —  §.  163.  Analytische  Bestimmung  der  Beschaf- 
fenheit des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  die  auf  einen  Körper  nach 
beliebigen  Richtungen  im  Räume  wirken,  bei  Drehung  des  Körpers  um 
eine  ihrer  Richtung  nach  gegebene  Axe.  —  §.  1 64.  Durch  Construction  ge- 
führter Beweis,  dass  das  Gleichgewicht  von  einerlei  Beschaffenheit  mit  dem 
Gleichgewichte  der  auf  eine  die  Drehungsaxe  normal  schneidende  Ebene 
projicirten  Kräfte  ist.  —  §.  165.  Vom  neutralen  Gleichgewichte.  —  §§.  166. 
167.  EntWickelung  der  Bedingungen,  unter  welchen  das  Gleichgewicht  für 
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alle  Axen  Ton  einerlei  Beschaffenheit  ist  —  §.  168.  Noch  einige  bemer- 
kenswerthe  Relationen  zwischen  den  hierbei  eingeführten  Hülfsgrössen.  — 
§.  169.  Im  allgemeinen  Falle  werden  von  allen  durch  einen  Punct  gehenden 
Axen  die  des  sicheren  Gleichgewichtes  von  denen  des  unsicheren  durch 
eine  Kegelfläche  des  zweiten  Grades  abgesondert;  für  diejenigen  Axen, 
welche  die  Kegelfläche  selbst  bilden,  ist  das  Gleichgewicht  neutral  — 
§§.  170.  171.  Untersuchung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes,  wenn  das 
System  der  Kräfte  Axen  des  Gleichgewichtes  hat. 

Zehntes  Kapitel 
Von  den  Maximis  und  Minimis  beim  Gleichgewichte. 

§.  172.  Analogie  zwischen  der  Sicherheit  und  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichtes und  der  Natur  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer  veränder- 
lichen Grösse.  —  §.  173.  Für  ein  System  von  zwei  Kräften  wird  eine  Func- 
tion der  Coordinaten  der  Angriffspuncte  der  Kräfte  entwickelt,  welche  beim 
Gleichgewichte  des  Systems  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  und  zwar 
ersteres  beim  sicheren,  letzteres  beim  unsicheren  Gleichgewichte.  —  §.  174. 
Entwickelung  der  analogen  Functionen  für  ein  System  von  mehreren  Kräf- 
ten in  einer  Ebene  und  —  §§.  175.  176.  für  ein  System  von  Kräften  im 
Räume  überhaupt 

DasPrincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten.  §.177.  Folge 
dieses  Princips  aus  der  Function,  welche  beim  Gleichgewichte  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  ist.  —  §.  178.  Elementarer  Beweis  des  Princips.  —  §.  179. 
Beweis  des  umgekehrten  Satzes,  dass,  wenn  die  Gleichung  zwischen  den 
virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  jeder  Verrückung  des  Körpers  erfüllt  wird, 
Gleichgewicht  herrscht.  —  §.  180.  Mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  können  alle  Aufgaben  der  Statik  in  Rechnung  gesetzt 
und  gelöst  werden.  Kurze  Andeutung  des  hierbei  von  Lagrange  beob- 
achteten Verfahrens.  ~  §.181.  Erläuterung  dieses  Verfahrens  durch  Ent- 
wickelung der  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  frei  be- 
weglichen Körpers.  —  §.  182.  Es  wird  hieraus  umgekehrt  die  Function  in 
§.163  abgeleitet,  welche  durch  ihren  positiven  oder  negativen  Werth  zu 
erkennen  gibt,  ob  das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Axen- 
drehung  sicher  oder  unsicher  ist  —  §.  183.  Aus  den  Formeln  in  §.  181  her- 
geleitete Theorie  der  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen.  Diese 
Zusammensetzung  geschieht  ganz  auf  dieselbe  Weise,  auf  welche  Kräfte 
zu  einer  Resultante  mit  einander  verbunden  werden.  Analogie  zwischen 
Ejräften  und  Drehungen  in  Bezug  auf  Paare  und  Momente. 

Das  Princip  der  kleinsten  Quadrate.  §.  184.  Wird  zu  dem 
beweglichen  Systeme  der  Angriffspuncte  von  Kräften  ein  zweites  System 
von  eben  so  viel  unbeweglichen  Puncten  hinzugefügt,  so  dass  die  Ent- 
fernungen der  letzteren  von  den  ersteren  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach 
die  Kräfte  ausdrücken,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Entfer- 
nungen beim  Gleichgewichte  ein  Maximum  oder  Minimum.  Der  umge- 
kehrte Satz.  —  §.  185.  Sind  die  gedachten  Entfernungen  unendlich  klein, 
so  ist  die  Sunune  ihrer  Quadrate  stets  ein  Minimum.  —  §.  186.  Diese 
Sunune  wächst  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  des  beweglichen 
Systems  um  die  Summe  der  Quadrate  der  beschriebenen  Wege.  —  §.  187. 
Anwendung  hiervon  auf  die  einfachsten  Fälle. 


Erster  Theil. 


Gesetze  des  Gleichgewichtes 
zwischen  Kräften,  welche  auf  einen  einzigen 

festen  Körper  wirken. 
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Erstes  Kapitel. 

Allgemeine  Sätze  vom  Gleichgewichte. 


§.  1.  Ein  ruhender  Körper  kann  nicht  von  selbst  sich  zu  be- 
wegen  anfangen.  Die  Ursache  der  Bewegung  eines  vorher  ruhenden 
Körpers  muss  daher  eine  äussere  sein.  Diese  äussere  Ursache  der 
Bewegung  nennt  man  Kraft. 

Nicht  immer  wird  durch  die  Wirkungen  von  Kräften  auf  einen 
oder  mehrere  in  Verbindung  mit  einander  stehende  Körper  Bewegung 
erzeugt.  Es  kann  auch  geschehen,  dass  die  Wirkungen  der  Kräfte 
sich  gegenseitig  aufheben.  Dieser  Zustand  der  Ruhe,  welcher  un- 
geachtet mehrfacher  Veranlassung  zur  Bewegung  stattfindet,  heisst 
Gleichgewicht,  und  die  Wissenschaft  der  Bedingungen,  unter 
welchen  die  auf  einen,  oder  mehrere  mit  einander  verbundene,  Körper 
wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  wird  die  Statik  genannt. 

§.  2.  Im  Vorliegenden  werden  wir  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes nur  bei  festen  Körpern,  d.  h.  bei  denen  in  Untersuchung 
ziehen,  bei  welchen  die  gegenseitigen  Entfernungen  ihrer  Theilchen 
durch  keine  Kraft  geändert  werden  können.  Allerdings  ist  dieser 
Begriff  von  Festigkeit  nur  ideal,  indem  es  keinen  Körper  in  der 
Natur  gibt,  dessen  Gestalt  durch  die  Einwirkung  von  Kräften  nicht 
in  etwas,  sei  es  auch  noch  so  unmerklich,  geändert  würde.  Die  Re- 
sultate, zu  denen  wir  unter  der  Annahme  solch  einer  idealen  Festig- 
keit durch  die  Theorie  gelangen,  werden  daher  durch  keine  Erfahrung 
vollkommen  bestätigt  werden.  Indessen  wird  von  diesen  Resultaten 
die  Erfahrung  um  so  weniger  abweichen,  je  weniger  die  dabei  an- 
gewendeten Körper  von  jener  idealen  Festigkeit  sich  entfernen. 

Uebrigens  werden  wir  in  diesem  ersten  Theile  der  Statik  das 
Gleichgewicht  nur  an   einem  einzigen,   mit  keinem  anderen  in  Be- 
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rühruBg  8tehenden  und  somit  frei  bewegUchen,  festen  Körper  be- 
trachten.  Ein  solcher  ist  daher  in  dem  Nächstfolgenden,  auch  wenn 
er  nicht  besonders  erwähnt  wird,  stets  als  vorausgesetzt  anzunehmen. 

§.  3.  Derjenige  Punct  eines  Körpers,  den  eine  auf  den  Körper 
wirkende  Ejraft  zunächst  in  Bewegung  zu  setzen  strebt,  heisst  der 
Angriffspunct  der  Kraft.  Die  Richtung  aber,  nach  welcher  sich 
dieser  Punct,  wäre  er  ohne  Verbindung  mit  dem  Körper,  durch  die 
Kraft  getrieben,  bewegen  würde,  nennt  man  die  Richtung  der 
Kraft. 

Ausser  dem  Angriffspuncte  und  der  Richtung  ist  bei  jeder  Ejraft 
noch  ihre  Intensität  oder  Stärke  zu  berücksichtigen,  eine  Grrösse, 
deren  Begriff  hier  noch  nicht  näher  bestimmt  werden  kann,  sondern 
erst  im  weiteren  Fortgange  dieses  Kapitels  durch  die  Principien  des 
Gleichgewichtes  selbst  seine  Bestimmung  erhalten  wird. 

§.  4.  I.  Grundsatz.  An  einem  frei  beweglichen  Puncte,  auf 
welchen  eine  Erafi  wirkte  kann  immer  eine  zweite,  der  ersteren  das 
Gleichgewicht  haltende  Kraft  angebracht  werden^  und  diese  zweite 
muss,  wenn  Gleichgewicht  stat^nden  soll,  eine  der  ersteren  entgegeti- 
gesetzte  Sichtung  haben. 

Nicht  je  zwei  auf  einen  frei  beweglichen  Punct  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wirkende  Kräfte  halten  einander  das  Gleich- 
gewicht. Geschieht  dieses  aber,  so  sollen  die  Kräfte  ihrer  Inten- 
sität nach  einander  gleich,  oder  schlechthin  einander  gleich 
genannt  werden. 

Wenn  von  drei  Kräften  die  erste  und  zweite,  an  einem  Puncte 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  angebracht,  mit  einander  im 
Gleichgewichte  sind,  und  wenn  dasselbe  auch  von  der  zweiten  und 
dritten  gilt,  so  gilt  es  auch  von  der  ersten  und  dritten ;  oder  kürzer : 

n.  Grundsatz.  Zwei  Eräfte^  deren  jede  einer  dritten  gleich  ist^ 
sind  einander  selbst  gleich. 

m.  Grundsatz.  Ist  von  ztoei  oder  mehreren  auf  einen  Körper 
wirkenden  Systemen  von  Kräften  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte,  so 
sind  es  auch  die  Kräfte  aller  Systeme  in  Vereinigung, 

rV.  Grundsatz.      Wenn   zwischen   mehreren   auf  einen   Körper 
wirkenden  Kräften  Gleichgewicht  stattfindet,  und  eine  Anzahl  derselben 
für  sich  im  Gleichgewichte  ist,  so  herrscht  auch  ztcischen  den  übrigen^ 
für  sich  genommen^    Gleichgewicht. 

§.  5.     Folgerungen,     a)  Hält   eine  Kraft  p  einem  Systeme  S 
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zweier  oder  mehrerer  Kräfte  das  Gleichgewicht,  so  ist  auch  jede  andere 
der  Ejraft  p  gleiche  Kraft  q,  wenn  sie  an  dem  Angriffspuncte  A  von 
p  und  nach  der  Richtung  von  p  angebracht  wird,  mit  ü9  im  Gleich- 
gewichte. Denn  sei  r  eine  zweite  der  Kraft  p,  also  nach  §.  4,  11 
auch  der  Kraft  q,  gleiche  Kraft.  Man  bringe  ;  in  ^  nach  der 
Richtung  von  p,  und  r  ebendaselbst  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung,  an.  Alsdann  ist  q  mit  r  im  Gleichgewichte,  und  es  wird 
folglich  das  Gleichgewicht  zwischen  p  und  S  dadurch  nicht  gestört 
(§.  4,  ni).  Bei  dem  nunmehrigen  Systeme  von  />,  j,  r,  S  sind  aber 
auch  p  lind  r  im  Gleichgewichte;  folglich  muss  auch  zwischen  q 
und  S  Gleichgewicht  stattfinden  (§.  4,  IV). 

h)  Halten  sich  mehrere  Kräfte  pj  q,  r,  ..,  das  Gleichgewicht,  so 
besteht  dasselbe  auch  zwischen  Kräften  p'j  y*,  r',  ...,  die  den  erste- 
ren  resp.  gleich  sind  und  auf  die  Angriffspuncte  der  ersteren  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirken.  Denn  lässt  man/?',  q\  r\  ... 
mit/>,  j,  r,  ...  zugleich  wirken,  so  ist;?'  mit/?,  j'  mit  j,  u.  s.  w. 
besonders  im  Gleichgewichte;  folglich  sind  es  auch/?,  y,  r,  ...  und 
V\  i'y  ^'y  '"  i^  Vereinigung  (§.  4,  HI).  Weil  aber/?,  j,  r,  ...  für 
sich  im  Gleichgewichte  sind,  so  herrscht  dasselbe  auch  zwischen  p\ 
q\  r',  ...  (§.4,  IV). 

In  dem  System  von  /?',  q\  r',  ...  kann  nach  a)  für  /?'  die  ihr 
gleiche  Kraft/?  nach  der  Richtung  von  /?',  und  eben  so  q  für  q'  nach 
der  Richtung  von  q\  u.  s.  w.  gesetzt  werden.  Hiemach  lässt  sich 
der  voranstehende  Satz  auch  also  ausdrücken: 

Dm  Gleichgetoicht  zwischen  mehreren  Kräften  toird  nicht  unter- 
brochen j  wenn  man  jede  Kraft  an  ihrem  Angriffspuncte  nach  einer ^ 
iJirer  anfänglichen  entgegengesetzten  Richtung  anbringt. 

c)  Bezeichne  P  ein  System  von  Kräften,  und  P'  ein  zweites,  in 
welchem  die  Angriffspuncte  und  Intensitäten  der  Kräfte  dieselben 
wie  im  ersten,  die  Richtungen  aber  die  entgegengesetzten  sind.  In 
derselben  gegenseitigen  Beziehung  stehen  die  Systeme  Q  und  Q\  S 
und  S\  Ist  nun  1)  P  mit  Q  und  2)  P  mit  S  im  Gleichgewichte, 
so  ist  es  auch  Q'  mit  S.  Denn  wegen  1)  ist  nach  b)  P'  mit  Q'  im 
Gleichgewichte,  folglich  sind  wegen  2)  nach  §.  4,  HI  P\  Q',  P,  S 
zusammen  im  Gleichgewichte.  Es  sind  aber  die  Systeme  P  und  P' 
für  sich  im  Gleichgewichte,  weil  sie  zusammen  aus  Paaren  von  ein- 
ander gleichen  Kräften  bestehen,  die  auf  einerlei  Punct  einander 
entgegen  wirken.  Mithin  müssen  nach  §.  4,  IV  auch  Q'  und  S  sich 
das  Gleichgewicht  halten. 

Da  endlich  nach  a)  statt  Q'  die  Kräfte  des  Systems  Q  selbst, 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  genommen,  gesetzt  werden  kön* 
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nen,    so   lässt   sich   der   eben    erwiesene  Satz   folgendergestalt  aus-» 
sprechen: 

Wenn  von  zwei  Systemen  von  Eräften  (Q  und  S)  Jedes  mit  einem 
dritten  (P)  im  Gleichgewichte  ist,  so  sind  sie  es  atich  unter  sich,  nach-' 
dem  die  Eräfte  des  einen  (Q)  an  ihren  Angriffspuncten  nach  entgegen^ 
gesetzten  Richtungen  angebracht  worden. 

§.  6.  Zwei  auf  einen  Körper  wirkende  Systeme  von  Kräften 
nenne  man  gleichwirkend,  wenn  das  eine,  nachdem  die  Rieh* 
tungen  seiner  Kräfte  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  worden, 
dem  anderen  das  Gleichgewicht  hält  So  sind,  mit  Anwendung  der 
vorigen  Bezeichnung,  die  Systeme  P'  und  Q,  oder  P'  und  Ä,  sowie 
P  und  S',  gleichwirkend,  wenn  P  mit  Q,  oder  P  mit  S  im  Gleich- 
gewichte ist;  und  eben  so  sind  Q  und  S  gleichwirkend,  wenn  Q' 
und  Sy  also  auch  Q  und  S'  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Mit  Hülfe  dieser  Benennung  lässt  sich  der  Satz  in  §.  5,  c  auf 
mehrfache  Weise  ausdrücken: 

1)  Zu^  Systeme  von  Kräften  (Q  und  S),  deren  jedes  mit  einem 
dritten  (P)  im  Oleichgewichte  ist,  sind  von  gleicher  Wirkung; 

und  umgekehrt: 

2)  Sind  zwei  Systeme  (P  und  S')  gleichuArketid^  so  ist  mit  jedem 
dritten  Systeme  (Q),  mit  welchem  das  eine  (P)  d<is  Gleichgewicht  hälty 
auch  das  andere  {S')  im  Gleichgeunchte ;  d,  i.:  Gleichwirkende  Systeme 
können  in  Bezug  auf  das  Gleichgewicht  für  einander  gesetzt  werden. 

3)  Zwei  Systeme  {Q  und  S),  deren  jedes  einem  dritten  (P')  gletch- 
wirkend  ist,  sind  es  auch  unter  sich. 

§.  7.  Eben  so,  wie  ganze  Systeme,  können  auch  einzelne  Kräfte 
unter  sich  und  mit  Systemen  einerlei  Wirkung  haben.  Sollen  zwei 
einzelne  Ejräfte  gleichwirkend  sein,  so  muss,  nach  der  vorhergehen- 
den Definition  gleichwirkender  Systeme,  die  eine,  in  entgegengesetzter 
Kichtung  genommen,  der  anderen  das  Gleichgewicht  halten.  Es 
müssen  folglich  beide,  wenn  sie  auf  einen  und  denselben  Punct  des 
Körpers  wirken,  einerlei  Kichtung  und  gleiche  Intensität  haben. 

Eine  einzelne  Kraft,  welche  mit  einem  Systeme  von  zwei  oder  meh- 
reren Kräften  gleichwirkend  ist,  heisst  die  Resultante  des  Systems. 

Hat  daher  ein  System  eine  Resultante ,  und  wird  diese  mit  ent^ 
gegengesetzter  Richtung  als  neue  Kraft  dem  Systeme  hinzugefügt,  so 
kommt  dadurch  d<is  System  ins  Gleichgeuncht.  Und  umgekehrt:  ist  ein 
System  im  Gleichgewichte,  so  ist  jede  Kraft  desselben,  nach  entgegen- 
gesetzter Richtung  genommen,  die  Resultante  der  jedesmal  übrigen. 
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Ist  die  Kraft  p  die  Resultante  des  Systems  S,  und  soll  auch  die 
Kraft  q  als  Resultante  von  S  gelten  können,  so  müssen  nach  §.  6,  3 
p  und  q  gleichwirkend  sein  und  folglich,  wenn  sie  auf  einerlei  Punct 
wirken,  einerlei  Richtung  und  gleiche  Intensität  haben. 

Einem  Systeme  von  Kräften  können  daher  nicht  zwei  Resultanten 
zukommen^  die,  auf  denselben  Punct  wirkend,  an  Intensität  oder  Rich- 
tung verschieden  wären.  Und  ebenso  müssen  zwei  Kräfte,  deren  Jede 
auf  denselben  Punct  wirkend  mit  demselben  Systeme  das  Oleichgeuncht 
hält,  gleiche  Intensität  und  einerlei  Richtung  haben. 

§.  8.  Aus  jedem  Systeme  von  mehr  als  zwei  Kräften,  welche 
im  Gleichgewichte  sind,  lassen  sich  immer  auf  mehrfache  Weise  zwei 
gleichwirkende  Systeme  bilden,  indem  man  zu  dem  einen  System 
einen  beliebigen  Theil  der  Kräfte  des  anfänglichen  Systems  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  nimmt,  und  das  andere  System  aus 
den  übrigen  Kräften  mit  nicht  veränderten  Richtungen  bestehen  lässt. 
Man  kann  daher  die  Statik  auch  (vergl.  §.1)  als  die  Wissenschaft 
betrachten,  welche  lehrt,  unter  welchen  Bedingungen  zwei  Systeme 
von  Kräften  gleiche  Wirkung  mit  einander  haben,  und  wie  ein  ge- 
gebenes System  in  ein  anderes  von  gleicher  Wirkung  verwandelt 
werden  kann,  —  auf  ähnliche  Art  wie  die  mathematische  Analysis  in 
Bezug  auf  Grössen  überhaupt  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  Aus- 
drücke mit  einander  vergleichen  und  umformen  lehrt. 

Sind  aber  zwei  Systeme  in  statischer  Rücksicht  von  einerlei 
Wirkung,  so  sind  sie  es  auch  in  dynamischer,  d.  h.  sie  bringen  einer- 
lei Bewegung  hervor,  wie  dies  ganz  leicht  mit  Zuziehung  des  Grund- 
satzes erhellt,  dass  die  Bewegung  eines  Körpers  durch  Hinzufiigung 
oder  Wegnahme  von  Kräften,  die  unter  sich  im  Gleichgewichte  sind, 
nicht  geändert  wird.  Die  Statik  ist  hiemach  die  nothwendige  Vor- 
bereitungswissenschaft zu  der  Bewegungslehre  oder  Dynamik, 
indem  sie  die  vorgegebenen  Kräfte  dergestalt  mit  einander  verbinden, 
oder  in  andere  verwandeln  lehrt,  dass  daraus  mittelst  der  Principien 
der  Dynamik  die  bewirkten  Bewegungen  am  einfachsten  hergeleitet 
werden  können. 

§.  9.     V.  Grundsatz.     Wenfi  Kräfte  in  beliebiger  Anzahl  einen 
gemeinschaftlichen  Angriffspunct   haben   und  nicht   im   Gleichgewichte 
sindj   so  kann  dieses  immer  durch  Hinzufügung  einer  neuen  auf  den* 
selben  Punct  toirkenden  Kraft  hergestellt  werden; 
oder: 

Ein  System  von  Kräften^  die  auf  einen  und  denselben  Punct  tcirken 
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und  nicht  im  Gleichgewichte  sifidj  hat  eine  auf  denselben  Punct  unr- 
kende  Resultante. 

Zusätze,  a)  Die  Richtung  und  Stärke  jener  das  Gleichgewicht 
haltenden  Kraft  oder  dieser  Resultante  ist  aus  den  Kräften  des 
Systems  nur  auf  eine  Weise  bestimmbar  (§.  7).  Fallen  daher  die 
Richtungen  sämmtlicher  Ejräfte  in  dieselbe  gerade  Linie,  so  ist  darin 
auch  die  Richtung  ihrer  Resultante  enthalten,  indem  sonst,  wenn 
die  Resultante  mit  dieser  Linie  einen  Winkel  bildete,  jede  andere 
Gerade,  welche  mit  der  Linie  denselben  Winkel  macht,  die  Richtung 
der  Resultante  sein  könnte. 

b)  Aus  gleichem  Grunde  ist  von  zwei  Kräften  p  und  j,  die  einer- 
lei Angriffspunct  A  haben  und  mit  einander  einen  Winkel  bilden, 
die   ihnen  das  Gleichgewicht  haltende  Kraft  r,   folglich  auch   ihre 

Resultante,  in  der  Ebene  des  Winkels  enthal- 
ten. Denn  seien  (vergl.  Fig.  1)  AP,  AQ,  Alt 
die  Richtungen  von  je>,  q,  r,  so  müssen,  auch 
wenn  diese  Linien  über  A  hinaus  nach  P',  Q', 
jB'  verlängert  werden,  die  Ejräfte  p,  y,  r  nach 
den  Richtungen  AP\  AQ\  AR'  im  Gleich- 
gewichte sein  (§.  5,  b).  Man  drehe  nun  das 
System  letzterer  drei  Richtungen  in  der  Ebene 
des  Winkels  P'A  Q'  um  A  herum,  bis  AP'  in 
^P  fällt,  so  fällt  AQ'  in  AQ,  AR!  aber  muss 
**'  '  in   -4jR  fallen,   indem,    wenn  AR  nicht  die 

Richtung  AR,  sondern  irgend  eine  andere 
AS  erhielte,  die  nach  AP  und  AQ  wirkenden  Kräfte  p  und  q  so- 
wohl durch  eine  nach  ^22  als  durch  eine  nach  AS  gerichtete  Kraft 
ins  Gleichgewicht  gebracht  werden  könnten,  welches  nicht  möglich 
ist  (§.  7).  Die  Richtung  AR  fällt  aber  nach  der  Drehung  ersicht- 
lich nur  dann,  und  dann  immer,  mit  AR  zusammen,  wenn  ^12  in 
der  Ebene  PAQ  enthalten  ist. 

c)  Sind  zwei  auf  einen  Punct  A  wirkende  Kräfte  p  und  q  ein- 
ander gleich,  so  wird  der  Winkel  ihrer  Richtungen  AP  und  AQ 
von  ihrer  Resultante  halbirt.  Denn  man  vertausche  die  Kräfte,  in- 
dem man  p  nach  AQ  und  q  nach  AP  wirken  lässt,  so  wird  die 
Resultante  nunmehr  mit  AQ  denselben  Winkel  machen,  den  sie  vor- 
her mit  AP  bildete.  Da  aber  p  und  q  einander  gleich  sein  sollen, 
so  ist  durch  diese  Yertauschung  das  System  der  beiden  Kräfte,  folg- 
lich auch  ihre  Resultante,  unverändert  geblieben.  Die  Resultante 
muss  daher  mit  AP  und  AQ  gleiche  Winkel  machen,  d.  i.  den 
Winkel  PAQ  halbiren. 
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§.  10.  VI.  Grundsatz.  Zjioischen  Kräften^  die  auf  einen  und 
denselben  Punct  fiach  einerlei  Richtung  wirken,  gibt  es  kein  Gleich- 
gewicht. 

Die  ihnen  das  Gleichgewicht  haltende  Kraft  hat  daher  die  ent- 
gegengesetzte Richtung^  und  ihre  Resultante  mit  ihnen  selbst  einer- 
lei Richtung. 

VII.  Grundsatz.  Wenn  die  Richtungen  zweier  auf  einen  Pu7wt 
toirkender  Kräfte  einen  Winkel  bilden^  so  fällt  die  Richtung  der  Kraft, 
welche  zum  Gleichgewichte  erforderlich  ist,  in  den  Scheitelwinkel,  also 
die  Richtung  der  Resultante  in  den  Winkel  selbst. 

§.  11.  Die  Intensität  einer  Kraft  nennt  man  das  Doppelte^ 
Dreifache  u.  s.  w.  der  Intensität  einer  anderen  Kraft,  oder  ge- 
radezu die  eine  Kraft  das  Doppelte,  Dreifache  u.  s.  w.  der  anderen, 
wenn  sie  von  zwei,  drei  u.  s.  w.  Kräften,  welche  einzeln  der  anderen 
gleich  sind  und  auf  einen  Punct  nach  einerlei  Richtung  wirken,  die 
Resultante  ist. 

Zwei  Kräfte  P  und  Q,  sagt  man  hiemach,  verhalten  sich  wie 
die  ganzen  Zahlen  p  und  9,  wenn  es  eine  dritte  Kraft  gibt,  von 
welcher  P  das  />-fache  und  Q  das  j-fache  ist;  oder  was  auf  dasselbe 
hinauskommt:  wenn  das  ^-fache  von  P  dem  /^-fachen  von  Q  gleich 
ist.  Weil  aber  Kräfte  auch  in  irrationalen  Verhältnissen  zu  einander 
stehen  können,  so  stellen  wir  noch  folgende  Definition  des  Verhält- 
nisses zwischen  Ejräften  auf,  die  der  bekannten  Euklidischen  Defini- 
tion des  Verhältnisses  zwischen  Grössen  überhaupt,  nachgebildet  ist: 

Zwei  Kräfte  P  und  Q  verhalteii  sich  tcie  die  Zahlen  p  und  q, 
wenn  von  beliebigen  Gleichvielfachen,  die  man  von  P  und  p,  und  be- 
liebigen Gleichvielfachen,  die  man  von  Q  und  q  nimmt,  das  Vielfache 
von  p  dem  Vielfachen  von  q  gleich,  oder  kleiner,  oder  grösser  als  das- 
selbe ist,  Je  nachdem  die  Vielfachen  von  P  und  Q,  wenn  man  beide 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  auf  einen  Punct  toirken  lässt,  sich 
entu^eder  das  Gleichgewicht  halten,  oder  man  in  der  Richtung  des  Viel- 
fachen von  Py  oder  des  Vielfachen  von  Q  eine  Kraft  hifizuzufügen 
nöthig  hat,  um  Gleichgewicht  hervorzubringen. 

Hiemach  kann  das  Verhältniss  zweier  Kräfte  P  und  Q  stets 
durch  Zahlen,  und  dieses  so  genau,  als  man  will,  bestimmt  werden. 
Sei  nämlich  P=Q-|-Z,  wo  Q-\-  Z  einstweilen  noch  nicht  die 
Summe,  sondern  die  Resultante  zweier  nach  einerlei  Richtung  wirken- 
der Kräfte  Q  und  Z  bezeichnen  soll,  so  dass  in  Folge  der  gesetzten 
Gleichung  auf  der  Seite  von  Q  noch  eine  Kjraft  Z  angebracht  wer- 
den muss,  um  der  Kraft  P  auf  der  anderen  Seite  das  Gleichgewicht 
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zu  halten.  Man  nehme  nun  von  P  irgend  ein  Vielfaches  nP,  und 
von  Qj  wenn  es  möglich  ist,  ein  Vielfaches  mQ,  welches  dem  nP 
gleich  ist,  und  es  werden  sich  die  Kräfte  P  und  Q  wie  die  Zahlen 
m  und  n  verhalten.  Gibt  es  aber  kein  dem  nP  gleiches  Vielfaches 
von  Qy  so  lässt  sich  doch  immer  von  Q  ein  solches  Vielfaches  mQ 
nehmen,  dass  mit  Anwendung  der  vorigen  Bezeichnungsart  \)  nP 
=  mQ+X  und  2)  nP+ Y  =  (m+\)Q  ist.  Verhalten  sich  nun 
P  und  Qy  wie  die  Zahlen  p  und  ;,  so  muss,  zufolge  der  Definition, 
wegen  l)  np^mq,  und  wegen  2)  np<^(m-\- l)q  sein.  Das  ge- 
suchte Verhältniss  p:g  iBt  daher  zwischen  den  zwei  Verhältnissen 
m :  n  und  m+l  :n  enthalten,  deren  Unterschied  desto  kleiner,  klei- 
ner als  jede  angebbare  Grösse,  wird,  je  grösser  man  n,  und  folglich 
auch  f7i,  nimmt. 

§.12.  So  wie  auf  diese  Weise  das  Verhältniss  je  zweier  Kräfte 
numerisch  bestimmt  werden  kann,  so  ist  auch  umgekehrt,  wenn  von 
zwei  Kräften  ihr  numerisches  Verhältniss  und  die  eine  gegeben  ist, 
auch  die  andere  gegeben.  Von  zwei  oder  mehreren  Ejräften  werden 
daher  alle  bestimmt  sein,  wenn  es  nur  eine  derselben  unmittelbar 
ist,  für  jede  andere  aber  ihr  Verhältniss  zu  jener  bestimmt  ist.  Man 
pflegt  hiemach  eine  gewisse  Kjraft  als  Einheit  anzunehmen  und  jede 
andere  Ejraft  durch  die  Zahl  auszudrücken,  die  sich  eben  so  zu  der 
numerischen  Einheit,  wie  letztere  Kraft  zu  der  als  Einheit  festge- 
setzten Kraft  verhält. 

Wenn  daher  in  dem  Folgenden  von  der  Summe  oder  dem  Unter- 
schiede zweier  Ejräfbe  die  Rede  sein  wird,  so  ist  darunter  nichts 
anderes,  als  die  Kraft  zu  verstehen,  deren  Zahl  der  Summe  oder  dem 
Unterschiede  der  den  ersteren  Kräften  zugehörigen  Zahlen  gleich  ist. 
Eben  so  wird  eine  Kraft  kleiner,  als  eine  andere,  genannt  werden, 
wenn  die  Zahl  der  ersteren  kleiner,  als  die  der  letzteren  ist,  oder, 
was  nach  obiger  Definition  des  Verhältnisses  dasselbe  aussagt:  wenn 
die  erstere  erst  in  Verbindung  mit  einer  anderen  nach  derselben 
Richtung  wirkenden  Kraft  mit  der  anderen  gleiche  Wirkung  erhält. 
Denn  die  gewöhnliche  Erklärung,  wonach  eine  Grösse  kleiner,  als 
eine  andere,  heisst,  wenn  sie  einem  Theile  der  anderen  gleich  ist, 
kann  auf  Kräfte  nicht  angewendet  werden,  da  Ejräfte,  als  intensive 
Grössen,  nicht,  gleich  den  extensiven,  aus  unterscheidbaren  Theilen 
zusammengesetzt  sind. 

Sehr  vortheilhaft  kann  man  in  der  Statik  die  Kräfte  auch  durch 
Linien  ausdrücken.  Ist  nämlich  A  der  Angrifispunct  einer  Kraft, 
so  trage  man  nach  der  Richtung  zu,  in  welcher  sie  wirkt,  eine  ihrer 
Intensität  proportionale  Linie  AB,  d.  i.  eine  Linie,  welche  in  dem- 
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selben  Yerhältniss  zu  der  als  Linieneinheit  angenommenen  Länge 
steht)  als  die  Kraft  zu  der  Einheit  der  Kräfte;  und  auf  diese  Weise 
wird  mit  der  Linie  AB  der  Angriffspunct,  die  Richtung  und  die 
Litensität  der  Kraft  zugleich  vorgestellt. 

§.  13.  Lehrsatz.  Die  Resultante  ztoeier  auf  einen  Punct  nach 
einerlei  Sichtung  iüirkender  Kräfte  P  und  Q  ist  der  Summe  derselben 
gleich. 

Beweis.  Verhalten  sich  P  und  Q  wie  zwei  ganze  Zahlen  p 
und  q,  gibt  es  also  eine  Kjraft  U^  von  welcher  P  das  /7-fache  und  Q 
das  j-fache  ist,  so  kann  man  statt  P,  p  Kräfte,  und  statt  Q,  q  Kräfte, 
deren  jede  gleich  U  ist  und  nach  derselben  Richtung  wie  P  oder  Q 
wirkt,  setzen.  Von  diesen  /?  +  ?  Kräften  mit  einerlei  Richtung  ist 
aber  die  Resultante  das  (p  +  j)-fache  von  ?7,  oder  die  Kjraft  p  +  q, 
wenn  P  und  Q  durch  die  ihnen  proportionalen  Zahlen  p  und  q  aus- 
gedrückt werden. 

Dasselbe  erhellt  auch  daraus,  dass,  wenn  sich  P:  Q  =p:q  ver- 
hält, das  j-fache  von  P,  oder  jP,  mitpQj  also  auch  pP  und  qP 
(nach  einerlei  Richtung  genommen)  mit  pP  und  pQ  (nach  einerlei 
Richtung  genommen) ,  d.  i.  das  (p  +  j) -fache  von  P  mit  dem  p- 
fachen  der  Resultante  von  P  und  Q  ins  Gleichgewicht  gebracht 
werden  kann,  und  dass  sich  daher  diese  Resultante  zu  der  Kraft  P 
^e  p  +  q  za  p  verhält. 

Lässt  sich  das  Yerhältniss  zwischen  P  und  Q  nicht  durch  ganze 
Zahlen  ausdrücken,  so  ist  der  Beweis  mit  Anwendung  der  Grenz- 
verhältnisse zu  führen,  oder  auf  ähnliche  Art,  wie  Euklides  in  seiner 
Lehre  von  den  Verhältnissen  zu  Werke  geht,  was  ich  aber,  um  Weit- 
Ulufigkeit  zu  vermeiden,  hier  unterlasse. 

Zusatz.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  ergibt  sich,  dass  auch  von 
drei  oder  mehreren  Kräften,  welche  auf  einen  Punct  nach  einerlei 
Richtung  wirken,  die  Resultante  ihrer  Summe  gleich  ist;  dass  von 
zwei  einander  nicht  gleichen  Kräften,  welche  auf  einen  Punct  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  die  Resultante  der  Unterschied 
der  beiden  Kräfte  ist  und  die  Richtung  der  grösseren  hat;  dass  von 
mehreren  an  einem  Puncte  angebrachten  Kräften,  welche  in  der- 
selben Linie  zum  Theil  nach  einerlei,  zum  Theil  nach  entgegenge- 
setzten Richtungen  wirken,  und  deren  je  zwei,  wenn  sie  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden,  die  Resultante  der  algebraischen  Summe  der  Kräfte  gleich 
ist,  und  nach  der  Richtung  derjenigen  Kräfte  wirkt,  mit  denen  sie 
einerlei  Zeichen  hat;  dass  endlich,  wenn  diese  algebraische  Summe 
sich  Null  findet,  Gleichgewicht  herrscht. 
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§.  14.  VUi.  Grundsatz.  Zwei  Kräfte,  welche  auf  zwei  Puncte 
eines  frei  beweglichen  festen  Körpers  wirken,  sind  nur  dann,  und  dann 
immer,  im  Gleichgetoichte ,  wenn  sie  gleiche  Intensitäten  und  einander 
gerade  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  so  dass  letztere  in  die,  die 
beiden  Puncte  verbindende  Gerade  seihst  fallen, 

Folgerungen,  a)  Sind  zwei  Kräfte  auf  die  besagte  Art  im 
Gleichgewichte,  und  wird  von  einer  derselben  die  Richtung  in  die 
entgegengesetzte  verwandelt,  so  hat  man  zwei  Kräfte,  die  gleiche 
Intensität  und  einerlei  Richtung  haben  und  nach  §.  6  gleichwirkend 
sind.  Die  Wirkung  einer  Ejraft  wird  daher  nicht  geändert,  wenn 
man  zu  ihrem  Angriffspuncte  einen  beliebigen  anderen  Punct  ihrer 
Richtung  wählt,  der  mit  dem  anfanglichen  fest  verbunden  ist;  oder, 
wie  man  sich  kurz  auszudrücken  pflegt: 

Eine  Kraft  kann  ohne  Aenderung  ihrer  Wirkung  auf  jeden  Punct 
ihrer  Richtung  verlegt  werden. 

b)  Es  wird  daher  auch  das  Gleichgewicht  eines  Systems  von 
Kräften  nicht  gestört  und  überhaupt  die  Wirkung  eines  Systems 
nicht  geändert  werden,  wenn  man  die  Intensität  und  Richtung  jeder 
Kraft  ungeändert  lässt,  für  den  Angriffspunct  aber  irgend  einen 
anderen  mit  dem  ersteren  fest  verbundenen  Punct  ihrer  Richtung 
nimmt;  mit  anderen  Worten:  die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen 
festen  Körper  ist  schon  genugsam  durch  die  Richtung  und  Intensität 
der  Ejraft  bestimmt,  indem  für  ihren  Angriff  jeder  Punct  des  innerhalb 
des  Körpers  fallenden  Theiles  ihrer  Richtung  genommen  werden  kann. 

c)  Der  Satz,  dass  auf  einen  Punct  wirkende  Kräfte  eine  auf  den- 
selben Punct  wirkende  Resultante  haben,  lässt  sich  hiemach  allge- 
meiner also  ausdrücken:  Zwei  oder  mehrere  Kräfte,  deren  Richtungen 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  haben  eine  durch  denselben  Punct 
gehende  Resultante. 

d)  Ebenso  gilt  Alles,  was  im  §.  13  von  Kräften  erwiesen  wurde, 
die  einerlei  Angriffspunct  und  in  dieselbe  Gerade  fallende  Richtungen 
haben,  auch  dann  schon,  wenn  bloss  die  letztere  Bedingung  erfüllt  ist. 
Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  je  zwei  Kräfte,  deren  Richtungen 
einander  entgegengesetzt  sind,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genom- 
men werden,  ist  von  zwei  oder  mehreren  Kräften,  von  denen  die 
Richtungen  (und  mithin  auch  die  Angriffspuncte)  in  dieselbe  Gerade 
fallen,  die  Resultante  gleich  der  Summe  der  Kräfte  und  die  Richtung 
der  Resultante  einerlei  mit  der  Richtung  derjenigen  Kräfte,  mit  denen 
sie  einerlei  Zeichen  hat;  ihr  Angriffspunct  aber  kann  unllkärlich  in  der 
Geraden  genommen  werden.  Ist  die  Summe  der  Kräfte  Null,  so  sind 
sie  im  Gleichgeunchte. 


§.  15. 
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Zweites  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren 

in  einer  Ebene. 


§.  15.  Seien  p  und  q  zwei  auf  einen  Punct  A  (vergl.  Fig.  2) 
nach  den  Richtungen  AP  und  AQ  wirkende  Kräfte ,  r  ihre  Resul- 
tante, deren  Richtung  AR  in  die  Ebene  FAQ,  fallt  (§.  9,  J).  Die 
Intensität  dieser  Resultante  und  die  Winkel  ihrer  Richtung  mit  den 
Richtungen  von  p  und  q  können  von  nichts  Anderem,  als  den  In- 
tensitäten und  dem  Winkel  der  Richtungen  von 
p  und  q  abhängig  sein.  Bringt  man  daher  an 
irgend  einem  anderen  Puncte  A  zwei  den  p 
und  q  resp.  gleiche  Kräfte  p'  und  ;'  nach  Rich- 
tungen AF'  und  AQ  an,  die  mit  AP  und 
AQ  parallel  sind,  so  wird  die  Resultante  r'  von 
p'  und  y'  der  r  gleich  sein  und  eine  mit  AB, 
parallele  Richtung  AR  haben.  Ist  dabei  A 
ein  Punct  der  AR  selbst,  wie  in  Fig.  2,  so 
fallen  die  Richtungen  AR  und  AR'  zusammen, 
und  die  beiden  Resultanten  r  und  r'  werden 
gleichwirkend  (§.  14,  a),  also  auch  p'  und  q[ 
gleichwirkend  mit  p  und  q.  Lassen  wir  folglich  die  Kräfte  p'  und 
j'  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen  P* A  und  QA  wirken, 
so  sind  sie  mit  p  und  q  zusammen  im  Gleichgewichte.  Zwei  Ejräfte, 
deren  Richtungen  sich  schneiden  (vergl.  §.  14,  i),  kommen  demnach 
ins  Gleichgewicht,  wenn  durch  einen  Punct  ihrer  Resultante  zwei 
ihnen  resp.  gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte  Kräfte  gelegt  wer- 
den; woraus  wir  weiter  schliessen: 

1)  Zwei  sich  schneidende  Kräfte  {/>,  q)  und  eine  dritte  {/>'),  der 
einen  [p)  von  ihnen  gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte  Kraft 
können  nicht  im  Gleichgewichte  sein,  indem  dieses  erst  dann  ent- 
steht, wenn  durch  den  Punct,  in  welchem  die  dritte  (/>')  die  Resul- 
tante (r)  der  beiden  ersteren  schneidet,  eine  vierte,  der  anderen  (y) 
jener  beiden  gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte  Kraft  (j')  ge- 
legt wird. 

Die  Richtungen  von  p,  q^  p\   q'  bilden  hierbei  ein  Parallelo- 


30  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheQ.  §.  16. 

gramm,  in  dessen  eine  Diagonale  die  Richtungen  der  Resultanten  r 
und  /  fallen.  Ist  nun  noch  p  =  q,  also  auch  =:p'  =  y',  so  halbirt 
jene  diagonale  Richtung  die  Winkel  von  q  mit  p  und  von  q'  mit  p' 
(§.  9,  c),  und  das  Parallelogramm  wird  ein  Rhombus,  welches  folgen- 
den Satz  gibt: 

2)  Sind  A,  B,  C,  D  (vergL  Fig.  3)  die  vier  auf  einander  folgen-- 
den  Ecken  eines  JRhambuij  eo  halten  eich  vier  einander  gleiche  nach 
AD,  AB,  OB,  CD  gerichtete  Kräfte  das  Gleichgewicht 

§.  16.  Um  die  Ergebnisse  des  §.15  einfacher  ausdrücken  und 
damit  bequemer  benutzen  zu  können,  nenne  man  zwei  einander 
gleiche  nach  parallelen,  aber  entgegengesetzten  Richtungen  wirkende 
Kräfte  ein  Kräftepaar  oder  schlechthin  ein  Paar.  Der  gegensei- 
tige Abstand  der  beiden  Richtungen,  oder  das  von  irgend  einem 
Puncte  der  einen  Richtung  auf  die  andere  gefällte  Perpendikel, 
heisse  die  Breite  des  Paares.  Zwei  Paare  nenne  man  einander 
gleich,  wenn  die  zwei  Ejräfte  und  die  Breite  des  einen  Paares  den 
zwei  Kräften  und  der  Breite  des  anderen  gleich  sind. 

Denkt  man  sich  auf  der  Ebene  des  Paares  zwischen  den  beiden 
Kräften  stehend,  und  erscheint  dann  die  eine  Kraft,  nach  welcher  man 
das  Auge  gewendet  hat,  von  der  Rechten  nach  der  Linken  (oder  von  der 
Linken  nach  der  Rechten)  gerichtet,  so  wird  nach  einer  halben  Drehung 
des  Auges  um  eine  auf  der  Ebene  normale  Axe  auch  die  andere 
Kraft  in  dieser  Richtung  erscheinen.  Man  sage  alsdann:  das  Kräfte- 
paar  habe  einen  Sinn  von  der  Rechten  nach  der  Linken  (oder  von 
der  Linken  nach  der  Rechten).  Auch  kann  man  den  einen  Sinn, 
etwa  den  von  rechts  nach  links,  den  positiven  und  den  anderen 
den  negativen  Sinn  nennen.  Hiemach  verstehe  man  auch  den 
Ausdruck:  zwei  Paare  in  einer  Ebene,  —  oder  auch  in  zwei  paral- 
lelen Ebenen,  —  haben  einerlei,  oder  sie  haben  entgegenge- 
setzten Sinn.  —  Der  so  erklärte  Sinn  eines  Paares  ist  übrigens  zu- 
gleich mit  demjenigen  einerlei,  nach  welchem  jede  der  beiden  Kräfte 
den  Körper,  worauf  sie  wirken,  zu  drehen  strebt,  wenn  dieser  an 
einer  auf  der  Ebene  der  Kräfte  normalen  und  zwischen  ihnen  hin- 
durch gehenden  Axe  befestigt  ist. 

§.17.  Von  den  vier  einander  gleichen  Kräften  in  dem  2.  Satze 
des  §.15  bilden  demnach  die  nach  AD  und  CB  (vergl.  Fig.  3)  ge- 
richteten ein  Paar,  und  die  nach  AB  und  CD  gerichteten  ein  zwei- 
tes von  entgegengesetztem  Sinne.  Beide  Paare  aber  sind  einander 
gleich,  da  die  vier  Kräfte  es  sind,  und  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Seiten  eines  Rhombus  eben   so  weit  von  einander  entfernt 
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sind,  als  die  beiden  anderen  Seiten.  Da  nun  auch  umgekehrt  die 
Richtungen  der  vier  Kräfte  sweier  einander  gleichen  Paare  in  einer 
Ebene,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wenn  sämmt- 
liche  vier  Richtungen  einander  parallel  sind,  einen 
Rhombus  bilden,  so  können  wir,  mit  einstweiliger  Be- 
seitigung dieses  Falles,  den  obigen  Satz  also  ausdrücken : 

Ztoei  Paare  in  einer  Ebene,  di0  einander  gleich  und 
von  entgegengesetztem  Sinne  sind,  halten  einander  das 
Gleichgewicht; 

folglich  auch  nach  §.  6,  wenn  man  die  Richtungen 
der  Ejräfte  des  einen  Paares  in  die  entgegengesetzten 
verwandelt: 

Zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einander  gleich  und  von  einerlei 
Sinne  sind,  haben  gleiche  Wirkung;  — 

oder,  was  dasselbe  aussagt: 

Ein  Paar  kann  in  seiner  Ebene,  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung, 
wohin  man  unll,  verlegt  werden. 

Was  noch  den  hierbei  beseitigten  Fall  anlangt,  wenn  die  Kräfte 
der  zwei  einander  gleichen  Paare  einander  parallele  Richtungen 
haben,  so  denke  man  sich  noch  ein  drittes  Paar  hinzu,  das  mit  jenen 
zweien  in  einer  Ebene  liegt,  jedem  derselben  gleich  ist,  mit  ihnen 
einerlei  Sinn  hat,  und  dessen  Kräfte  die  Kräfte  der  ersteren  unter 
einem  beliebigen  Winkel  schneiden.  Vermöge  des  vorhin  Erwiesenen 
ist  nun  dieses  dritte  Paar  mit  jedem  der  beiden  ersteren  gleichwir- 
kend ;  mithin  sind  auch  die  beiden  ersteren  selbst  von  gleicher  Wir- 
kung, und  der  aufgestellte  Satz  gilt  daher  ohne  Beschränkung. 

§.  18.     Aus  dem  1.  Satze  in  §.  15  folgern  wir: 

Zwischen  drei  Kräften  {p,  p',  q)  in  einer  Ebene,  von  denen  zwei 
{Pi  P)  ein  Paar  bilden,  kann  kein  Gleichgewicht  bestehen.  Wohl 
aber  kann  dieses  durch  Hinzufiigung  einer  vierten  Kraft  {q')  herge- 
stellt werden,  welche  mit  derjenigen  (q)  der  drei  Kräfte,  die  nicht 
zum  Paare  gehört,  ein  zweites  in  derselben  Ebene  gelegenes  Paar, 
mit  einem  dem  ersteren  entgegengesetzten  Sinne,  ausmacht;  oder  mit 
Berücksichtigung  von  §.  0: 

Sind  in  einer  Ebene  ein  Paar  und  eine  einzelne  Kraft  gegeben,  so 
lässt  sich  letztere  durch  eine  noch  andere  Kraft  in  der  Ebene  zu  einem 
Paare  ergänzen,  welches  mit  dem  gegebenen  Paare  einerlei  Wirkung 
hat.  Dieses  zweite  Paar  aber  muss  mit  dem  gegebenen,  we^m  es  ihm 
gleichwirkend  sein  soll,  eifwrlei  Sinn  haben, 

Dass,  wie  hier  hinzugesetzt  wurde,  zwei  sich  das  Gleichgewicht 
haltende  Paare    von    entgegengesetztem,    und    folglich    zwei   gleich- 
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wirkende  von  einerlei  Sinne  sein  müssen,  erhellt  leicht  mittelst  des 
Vn.  Grundsatzes  in  §.  10.  Ist  nämlich  AB  CD  (vergl.  Fig.  4)  das 
von  den  zwei  Paaren  />,  p'  und  j,  q'  gebildete  Parallelogramm;  und 
AB  die  Richtung  von  p,   so  ist  CD  die  Richtung  von  p']  und  die 

zwei  Paare  sind  von  einerlei  oder  entgegen- 
Jl  gesetztem  Sinne ,  jenachdem  DA  oder  AD 

die  Richtung  von  einer  der  beiden  Kräfte 
des  anderen  Paares,  etwa  von  q^  ist.  Sollen 
nun  die  Paare  im  Gleichgewichte  sein,  und 
wäre  q  nach  DA  oder  AE  gerichtet,  wo  JE 
einen  Punct  in  der  Verlängerung  von  DA 
über  A  bezeichnet,  so  würde  nach  jenem 
Grundsatze  die  durch  A  gehende  Resultante 
Fig  4.  von  p  und  q  innerhalb  des  Winkels  BAE 

liegen,  könnte  also  nicht  dem  innerhalb  des 
Winkels  BAD  fallenden  Durchschnitte  C  von  p*  und  q'  begegnen, 
wie  doch  zum  Gleichgewichte  erforderlich  ist  (§.  15).  Diese  Begeg- 
nung wird  aber  möglich,  sobald  -4Z>  die  Richtung  von  q  ist,  und 
mithin  die  Resultante  Yonp  und  q  innerhalb  des  Winkels  BAD  fallt. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  zufolge  des  1.  Satzes  in  §.  15,  von 
welchem  der  obige  nur  ein  anderer  Ausdruck  ist,  die  gegebene  ein- 
zelne Ejraft  q  die  Kräfte  />,  p'  des  gegebenen  Paares  jedenfalls 
schneiden  sollte.  Statt  dessen  ist  hier  bloss  gesetzt  worden,  dass  q 
mit  p  und  p'  in  einer  Ebene  liege,  indem  der  Fall,  wenn  q  mit  p 
und  p'  parallel  ist,  durch  Verlegung  des  Paares  /?,  p'  in  seiner  Ebene, 
so  dass  es  eine  gegen  q  geneigte  Lage  erhält,  auf  den  in  §.  15  vor- 
ausgesetzten Fall  zurückgeführt  wird. 

Zusatz.  Dass  mit  zwei  Ejräften  p,  p\  welche  ein  Paar  aus- 
machen, eine  dritte  in  der  Ebene  des  Paares  enthaltene  mit  p  und 
p*  nicht  parallele  Kraft  q  nicht  im  Gleichgewichte  sein  und  folglich 
auch  nicht  gleiche  Wirkung  haben  kann,  dies  erhellt  schon  daraus, 
dass  nach  dem  Satz  in  §.  17  jede  in  der  Ebene  von  /?,  p'  enthaltene 
mit  der  Richtung  von  q  parallele  Gerade  gegen  p  und  p*  vollkommen 
dieselbe  Lage,  wie  q^  hat,  und  dass  daher  eine  der  q  gleiche,  nach 
irgend  einer  dieser  Richtungen  wirkende  Bjraft  mit  p  und  p'  eben- 
falls im  Gleichgewichte  sein  müsste,  wenn  q  es  wäre.  Eine  solche 
Kraft  müsste  daher  mit  q  selbst  gleiche  Wirkung  haben,  welches 
nicht  möglich  ist  (§.  14). 

Auf  eben  die  Weise  zeigt  sich,  dass  auch  keine  nicht  in  der 
Ebene  eines  Paares  /?,  p'  wirkende  und  mit  dessen  Kräften  nicht 
parallele  Kraft  q  mit  ihm  im  Gleichgewichte  sein  kann.  Denn  jede 
mit   q  parallele   und  in  der  durch  q  mit  p  und  p'  parallel  gelegten 
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Ebene  enthaltene  Richtung  hat  gegen  p  und  p'  vollkommen  dieselbe 
Lage,  welche  q  hat. 

Ist  endlich  q  mit  p  und  p'  parallel,  so  kann  man  immer  noch 
eine  Richtung  angeben,  die  gegen  p  und  p  ganz  dieselbe  Lage  hat; 
welche  q  gegen  p  und  p'  hat. 

Es  ist  daher  in  jedem  Falle  das  Gleichgetoicht  oder  die  gleiche 
Wirkung  einer  einzigen  Kraft  mit  den  Kräften  eines  Paares  unmöglich. 

§.19.  Aus  dem  Satze  von  der  Verlegung  eines  Paares  (§.  17) 
lassen  sich  mehrere  £ur  das  Folgende  sehr  wichtige  Schlüsse  ziehen. 

a]  Indem  wir  Kräfte  ihrer  Intensität  und  Richtung  nach  durch 
gerade  Linien  darstellen  (§.  12),  seien  AB,  CD  und  EF,  GH  (vergl. 
Fig.  5)  zwei  Paare  in  einer  Ebene, 
die  einerlei  Sinn  haben,  und  deren 
Kräfte  sänmitlich  einander  gleich 
sind.  Auf  der  Seite  von  CD, 
welche  derjenigen,  auf  welcher 
^fliegt,  entgegengesetzt  ist,  ziehe 
man  KL  gleich  und  parallel  mit 
CD  und  in  demselben  Abstände 
von  CD,  welchen  GH  von  FE 
hat.     Alsdann   ist   das   Paar  EF, 

GH  gleichwirkend  mit  dem  Paare  DC,  KL,  und  folglich  die  Paare 
AB,  CD  und  EF,  GH  zusammen  gleichwirkend  mit  AB,  CD, 
DC,  KL,  d.  i.  mit  dem  Paare  AB,  KL. 

Statt  zweier  Paare  in  einer  Ebene  y  die  einerlei  Sinn  und  gleiche 
Kräfte  haben,  kann  man  daher  ein  einziges  Paar  mit  demselben  Sinne 
und  denselben  Kräften  setzen,  dessen  Breite  der  Summe  der  Breiten 
der  ersteren  Paare  gleich  ist. 

Es  erhellt  ohne  weitere  Erörterung,  dass  sich  auf  gleiche  Weise 
drei  und  mehrere  in  einer  Ebene  gelegene  Paare  von  einerlei  Sinne 
und  von  insgesammt  einander  gleichen  Kräften  zu  einem  Paare  ver- 
binden lassen,  dessen  Kräfte  und  Sinn  dieselben,  wie  bei  den  zu 
verbindenden  Paaren  sind,  und  dessen  Breite  der  Summe  der  Breiten 
dieser  Paare  gleich  ist. 

Sind  von  den  zu  verbindenden  Paaren  auch  die  Breiten  einander 
gleich,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 

Ein  Paar,  dessen  Kräfte  denen  eines  anderen  Paares  gleich  sind, 
und  dessen  Breite  irgend  ein  Vielfaches  der  Breite  des  anderen  ist, 
hat  gleiche  Wirkung  mit  eben  so  viel  in  seiner  Ebene  und  mit  ihm 
nach  einerlei  Sinn  wirkenden  Paaren,  deren  jedes  dem  anderen 
gleich  ist. 

Hdbias  Werke  HI.  3 
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b)  Auf  ähnliche  Art,  wie  Paare  mit  gleichen  Kräften,  lassen  sich 
auch  Paare,  die  einander  gleiche  Breiten  haben,  zusammensetzen. 
Seien  AB,  CD  und  EF,  GH  (vergl.  Fig.  6)  zwei  dergleichen,  die 
in  einer  Ebene  liegen  und  einerlei  Sinn  haben.    Man  mache  in  den 

Richtungen  von  AB  und  CD  resp.  BK 
und  DL  den  Kräften  des  anderen  Paa- 
res EF  und  GH  gleich,  so  sind  wegen 
der  noch  hinzukommenden  gleichen 
Breiten  die  Paare  BK,  DL  und  EF, 
GH  gleich  wirkend,  also  die  Paare  AB, 
CD  und  EF,  GH  zusammen  gleich- 
wirkend mit  AB,  BK,  CD,  DL,  d.  i. 
mit  AK,  CL  (§.  14,  d). 

Also  sind  zwei  Paare  in  einer  Ebene, 

die  einerlei  Sinn  und  gleiche  Breite  haben, 

ffleichwirkend  mit  einem  Paare,   welches 

denselben  Sinn  und  dieselbe  Breite,  vne  die  beiden  ersteren  Paare,  hat, 

und  dessen  Kräfte  der  Summe  der  Kräfte  der  ersteren  Paare  gleich  sind. 

Ebenso  sind  drei  und  mehrere  Paare,  die  in  einer  Ebene  liegen 
und  einerlei  Sinn  und  gleiche  Breiten  haben,  gleichwirkend  mit  einem 
einzigen  Paaare  von  demselben  Sinne  und  derselben  Breite,  dessen 
Kräfte  die  Summen  der  Kräfte  der  ersteren  Paare  sind. 

Wenn  daher  von  zwei  Paaren,  die  gleiche  Breiten  haben,  die 
Kräfte  des  einen  beliebige  Vielfache  der  Kräfte  des  anderen  sind,  so 
ist  das  erstere  gleichwirkend  mit  eben  so  viel  dem  anderen  gleichen 
Paaren,  die  in  der  Ebene  des  ersteren  liegen  und  mit  ihm  einerlei 
Sinn  haben. 

§.  20.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  Z>  (vergl.  Fig.  7)  die  vier  auf 
einander  folgenden  Ecken  eines  Parallelogramms ,   so  haben  die  durch 

AB,  CD  und  B  C,  DA  dargestellten  Paare 
D     X c  gleiche  Wirkung. 

\      \  \  Beweis.     In   dem  besonderen  Falle, 

\      \  \  wenn    das   Parallelogramm    ein  Rhombus 

\      \  \  ist,  folgt  der  Beweis  schon  aus  §.  15,  2. 

\      \  Y  Seien   femer    die  anliegenden  Seiten 

Ä^ — -^ \b       ab,  ad  überhaupt  in  einem  rationalen 

Fig. 7.  Verhältnisse  zu   einander,   und  m,  n  die 

ganzen  Zahlen,  durch  welche  dieses  Ver- 
hältniss  ausgedrückt  werden  kann.  Man  nehme  in  AB  von  A  nach 
B  zu  einen  Abschnitt  AM  gleich   dem  w-ten  Theile  von  AB,   und 
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ia  AD  von  A  nach  D  zu  einen  Abschnitt  AN  gleich  dem  ;i-ten 
Theile  von  AD,  so  ist  AM  =  AN^  und  wenn  man  durch  My  N 
Parallelen  mit^2>,  AB  zieht,  welche  DC,  BC  in  Kj  L,  sich  selbst 
aber  in  O  schneiden,  so  ist  AMON  ein  Rhombus.  Hiemach  ist  die 
Breite  des  Paares  AB^  CD  das  n-fache  der  Breite  des  Paares  AB, 
LNy  und  die  Kräfte  des  letzteren  sind  die  i»-fachen  von  AMj  ON, 
Nach  §.  19,  a  ist  folglich  das  Paar  ABy  CD  gleich  wirkend  mit  dem 
n-fachen  des  Paares  AB,  LN,  d.  i.  mit  n  Paaren,  deren  jedes  dem 
Paare  AB,  LN  gleich  ist  und  mit  ihm  einerlei  Sinn  hat.  Das  Paar 
AB^  LN  aber  ist  gleichwirkend  mit  dem  m-fachen  des  Paares  AM, 
ON  (§.  19,  h)\  folglich  ABy  CD  gleich  wirkend  mit  dem  n .  f7»-£Eu;hen 
von  AMy  ON.  Auf  gleiche  Art  zeigt  sich  durch  Vermittlung  des 
Paares  MK^  DAy  dass  das  Paar  BCy  DA  mit  dem  m .  n-fachen  des 
Paares  MO,  NA  gleiche  Wirkung  hat.  Da  aber  AMON  ein  Rhom- 
bus ist,  so  sind  die  Paare  AMy  ON  und  JlfO,  NA  selbst  von  glei- 
cher Wirkung,  folglich  auch  die  m .  n-fachen  derselben,  d.  i.  die  Paare 
ABy  CD  und  BCy  DA. 

Ist  endlich  das  Yerhältniss  AB:  AD  (vergl.  Fig.  8)  irrational, 
und  wäre  nicht  ABy   CD  gleichwirkend  mit  BCy   DAy  so  müsste 


Fig.  8. 

sich  AB  durch  eine  andere  Kjraft  zu  einem  Paare  ergänzen  lassen, 
das  mit  BC,  DA  gleiche  Wirkung  hätte  (§.  18).  Diese  andere  Kraft 
würde  daher  durch  eine  zwischen  den  Parallelen  BCy  AD  enthal- 
tene und  mit  CD  parallele  Linie  EF  dargestellt  werden  können, 
die,  weil  das  Paar  ABy  BF,  ebenso  wie  ABy  CD,  mit  BCy  DA 
einerlei  Sinn  haben  muss  (ebend.),  mit  CD  auf  einerlei  Seite  von 
AB  liegen  müsste.  Sei  nun  O  ein  zwischen  C  und  E  so  gelegener 
Punct,  dass  BG  zu,  AB  in  einem  rationalen  Verhältnisse  steht.  Man 
ziehe  durch  O  eine  Parallele  mit  CD,  welche  AD  in  H  schneide, 
so  sind  nach  dem  Vorigen  die  Paare  AB,  GH  und  BG,  HA  mit 
einander  gleichwirkend,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Paare  AB,  FF 
und  FEy  GH  zusammen  von  gleicher  Wirkung  mit  den  Paaren 
BCy  DA  und  CG,  HD  in  Vereinigung.     Nach  der  Voraussetzung 

3* 
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aber  soll  AB,  JEF  mit  BC,  DA  gleichwirkend  sein,  mithin  müsste 
es  auch  FE,  OH  mit  CG,  HD  sein,  welches  nicht  möglich  ist,  da 
letztere  zwei  Paare  von  entgegengesetztem  Sinne  sind. 

§.  21.  Lehrsatz.  Zwei  Paare  in  einer  Ebene ^  die  einerlei  Sinn 
haben,  und  deren  Kräfte  sich  umgekehrt  wie  ihre  Breiten  verhalten, 
sind  von  gleicher  Wirkung. 

Weil  ein  Paar  in  seiner  Ebene  beliebig  verlegt  werden  kann,  so 
lässt  sich  immer  annehmen,  dass  die  Ejräfte  des  einen  der  beiden 
Paare  die  des  anderen  schneiden,  und  dass  folglich  die  Richtungen 
der  vier  Kräfte  ein  Parallelogramm  AB  CD  (vei^l.  Fig.  8)  bilden. 
Seien  demnach  AB,  CD  die  Richtungen  der  Kräfte  des  einen  Paa- 
res, und,  weil  beide  Paare  einerlei  Sinn  haben  sollen,  BC,  DA  die 
Richtungen  der  Kräfte  des  anderen.  Aus  der  Geometrie  ist  aber 
bekannt,  dass  sich  zwei  aneinander  stossende  Seiten  AB,  BC  eines 
Parallelogramms  umgekehrt  wie  ihre  Abstände  von  den  gegenüber- 
liegenden Seiten,  also  umgekehrt  wie  die  Breiten  der  Paare  AB, 
CD  und  BC,  DA  verhalten.  Da  nun  in  demselben  Verhältnisse 
die  Kräfte  der  beiden  Paare  stehen  sollen,  und  da  wegen  der  wiU- 
kürlichen  Annahme  der  Länge,  durch  welche  die  Ejrafteinheit  aus- 
gedrückt wird,  die  Linien  AB,  CD  die  ELräfte  des  einen  Paares 
selbst  vorstellen  können,  so  sind  alsdann  die  Kräfte  des  anderen 
durch  BC,  DA  auszudrücken.  Dass  aber  die  Kräfte  AB,  CD  mit 
den  Kräften  BC,  DA  gleiche  Wirkung  haben,  ist  in  §.  20  darge- 
than  worden. 

Zusatz.  Wenn  in  den  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  Parallelo- 
grammen A  C  und  Gl  (vei^l.  Fig.  9)  eine 
Seite  AB  des  einen  und  eine  Seite  GH 
des  anderen  sich  umgekehrt  wie  ihre  Ab- 

B^ C  I       I        stände  von  den  gegenüberliegenden  Seiten 

verhalten,  so  sind  nach  dem  jetzt  Erwie- 
senen  die  Paare  AB,  CD  und  GH,  IK 
von  gleicher  Wirkung.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  sind  aber  die  Pa- 
rallelogramme AC  und  Gl  bekanntlich 
von  gleichem  Lihalte,  und  umgekehrt, 
und  wir  können  daher  den  jetzigen  Satz 
F>8-ö-  sehr     einfach     auch     folgendergestalt     in 

Worte  fassen: 
Sind  zwei  Paare  in  eifier  Ebene  von  einerlei  Sinne,  und  haben  die 
durch  sie    bestimmten   Parallelogramme   gleichen  Inhalt,    so   sind  die 
Paare  gleichunrkend. 


§.22. 
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§.  22.  Folgerungen.  Sind  AB,  CD  und  EF,  GH  (vergl. 
Fig.  10)  zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die  einerlei  Sinn  haben,  und 
constniirt  man  in  ihrer  Ebene  ein  Parallelogramm  IKLM,  dessen 
Fläche  der  Summe  der  Flächen  der  Parallelogramme  AC  und  EG 
gleich  ist,  so  wird  das  Paar  IK,  LM,  von  dem  ich  annehme,  dass 
es  mit  ersteren  Paaren  einerlei  Sinn  hat, 
mit  ihnen  auch  gleiche  Wirkung  haben. 
Denn  theilt  man  das  Parallelogramm  IL 
durch  eine  mit  IK  gezogene  Parallele  ON 
in  zwei  Parallelogramme  IN  und  OL,  so 
dass  IN=AC  und  folgUch  OL  =  EG 
ist,  so  sind  (§.  21)  die  Paare  AB,  CD 
und  EF,  GH  resp.  gleichwirkend  mit  den 
Paaren  IK,  NO  und  ON,  LM,  d.  i.  mit 
dem  Paare  IK,  LM. 

Man  sieht  nun  leicht,  dass  auf  gleiche 
Weise  auch  drei  und  mehrere  Paare  in 
einer  Ebene,  die  von  einerlei  Sinne  sind, 

sich  zu  einem  Paare  vereinigen  lassen.  Man  verzeichne  nämlich  in 
ihrer  Ebene  ein  Parallelogramm,  welches  der  Summe  der  Parallelo- 
gramme, die  von  den  zusammenzusetzenden  Paaren  gebildet  werden, 
gleich  ist,  und  es  wird  das  durch  dieses  Parallelogramm  bestimmte 
Paar,  so  genommen,  dass  es  mit  den  gegebenen  Paaren  einerlei  Sinn 
hat,  das  resultirende  sein. 

Sollen  zwei  Paare  IK,  2y3f  und  BA,  DC  von  entgegengesetz- 
tem Sinne  verbunden  werden,  so  construire  man  ein  Parallelogramm 
EFGH,  welches  dem  Unterschiede  der  Parallelogramme  IL  und 
AC  gleich  ist,  und  das  durch  EG  so  bestimmte  Paar  EF,  GH, 
dass  sein  Sinn  mit  dem  Sinne  desjenigen  IK,  LM  der  zwei  gegebe- 
nen Paare  übereinkommt,  dessen  Parallelogramm  das  grössere  ist, 
wird  gleiche  Wirkung  mit  den  zwei  gegebenen  haben.  Denn  schnei- 
det man  von  dem  grösseren  Parallelogramme  IL  durch  eine  Parallele 
ON  mit  IK  ein  Parallelogramm  IN  ab,  welches  dem  kleineren  AC 
gleich  ist,  so  ist  der  Rest  OL  =  EG  und  BA,  DC  gleichwirkend 
mit  KI,  ON',  folglich  IK,  LM  und  BA,  DC  zusammen  gleich- 
wirkend mit  ON,  LM,  d.  i.  mit  EF,  GH. 

Haben  zwei  Paare,  die  von  entgegengesetztem  Sinne  sind,  ein- 
ander gleiche  Parallelogramme,  ist  also  der  Unterschied  der  letzteren 
Null,  so  sind  die  Paare  im  Gleichgewichte,  wie  sogleich  aus  §.  21 
in  Verbindung  mit  §.  6  folgt.  Aber  auch  umgekehrt  können  wir 
behaupten:  Halten  sich  zwei  Paare  in  einer  Ebene  das  Gleichge- 
wicht,  so  sind  sie  von  entgegengesetztem  Sinne  (§.  18)  und  haben 
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einander  gleiche  Parallelogramme.  Denn  fände  zwischen  letzteren 
ein  Unterschied  statt,  so  wären  die  Paare  gleichwirkend  mit  einem 
einzigen  Paare,  dessen  Parallelogramm  diesem  Unterschiede  gleich 
wäre,  und  würden  mithin  nicht  im  Gleichgewichte  sein.  Sind  folg- 
lich, —  so  können  wir  nach  §.  6  noch  schliessen,  —  zwei  Paare  in 
einer  Ebene  gleichwirkend  mit  einander,  so  sind  sie  von  einerlei 
Sinne  und  haben  einander  gleiche  Parallelogramme. 

Endlich  können^  um  noch  den  allgemeinsten  Fall  zu  herückeichtigen^ 
drei  oder  mehrere  Paare  in  einer  Ebene  ^  die  nicht  von  einerlei  Sinne 
sind,  zu  einem  einzigen  Paare  zusammengesetzt  werden. 

Zu  dem  Ende  sondere  man  sie  in  zwei  Gruppen,  deren  jede  aus 
Paaren  von  einerlei  Sinne  besteht,  und  bestimme  von  jeder  dieser 
Gruppen  das  resultirende  Paar.  Die  Zusammensetzung  dieser  zwei 
Paare,  welche  von  entgegengesetztem  Sinne  sind,  gibt  alsdann  das 
resultirende  Paar  des  ganzen  Systems.  Falls  aber  die  zwei  Paare 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  ist  auch  das  ganze  System  im 
Gleichgewichte. 

Eben  so  wenig  ^  als  ein  einziges  Paar^  kann  daher  auch  ein  System 
von  Paaren  in  einer  Ebene  mit  einer  einzigen  Eraft  gleiche  Wirkung 
hohen. 

§%  23.  Das  Product  aus  der  einen  der  beiden  Kräfte  eines 
Paares  in  die  Breite  desselben,  —  dieses  Product  positiv  oder  nega» 
tiy  genommen,  nachdem  das  Paar  einen  positiven  oder  negativen 
Sinn  hat  (§.  16),  —  wird  das  Moment  des  Paares  genannt.  Das 
Moment  ist  daher  nichts  anderes,  als  der  arithmetisch  ausgedrückte 
Flächeninhalt  des  Parallelogramms,  welches  von  den  geometrisch  dar- 
gestellten Kräften  des  Paares  gebildet  wird,  und  wir  können  nach 
dem,  was  in  den  §§.  21  und  22  von  diesen  Parallelogrammen  er- 
wiesen worden,  sogleich  folgende  Sätze  aufstellen: 

jSwei  Paare  in  einer  Ebene,  welche  einander  (auch  hinsichtlich  der 
Zeichen)  gleiche  Momente  haben,  sind  gleichwirkend; 

und  umgekehrt: 

Sind  zwei  Paare  in  einer  Ebene  von  gleicher  Wirkung,  so  haben 
sie  gleiche  Momente, 

Zwei  oder  mehrere  Paare  in  einer  Ebene  haben  gleiche  Wirkung 
mit  einem  einzigen  Paare  in  derselben  Ebene,  dessen  Moment  der  {alge- 
braischen)  Summe  der  Momente  ersterer  Paare  gleich  ist.  Ist  aber  diese 
Summe  Null,  so  halten  sich  die  Paare  das  Gleichgetoichf ;  woraus  wir 
noch,  in  Verbindung  mit  dem  vorigen  Satze,  umgekehrt  schliessen: 

Sind  zwei  oder  mehrere  Paare  in  einer  Ebene  gleichvnrkend  mit 
einem  Paare  in  derselben  Ebene,   so  ist  die  Summe  der  Momente  der 
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ersteren  gleich   dem  MomefUe  des   letzteren.     Sind  aber  die  Paare  im 
Gleichgewichte,  so  ist  die  Summe  ihrer  Momente  Null. 

Die  Resultate,  zu  denen  die  Theorie  in  einer  Ebene  wirkender 
Kräftepaare  fuhrt,  sind  hiemach  ganz  denen  analog,  welche  hinsicht- 
lich einfacher  in  einer  Geraden  wirkender  Kräfte  gelten.  Ebenso, 
wie  eine  einfache  Kraft  in  der  Geraden,  worin  sie  wirkt,  nach  Be- 
lieben verlegt  werden  kann,  so  bleibt  auch  die  Wirkung  eines  Paares 
unverändert,  wenn  nur  seine  Ebene  und  sein  Moment  sich  nicht 
ändern;  und  ebenso,  wie  die  Summe  der  Intensitäten  von  Kräften, 
die  in  einer  Geraden  wirken,  der  Intensität  der  Resultante  gleich 
ist,  und  letztere  in  derselben  Geraden  wirkt,  so  ist  auch  die  Summe 
der  Momente  von  Paaren  in  einer  Ebene  dem  Momente  des  resulti- 
tirenden  Paares  gleich,  und  die  Ebene  desselben  einerlei  mit  der 
Ebene  der  ersteren.  Der  Geraden,  in  welcher  eine  einfache  Kraft 
Avirkt,  ihrer  Richtung  in  dieser  Geraden  und  ihrer  Intensität  ent- 
spricht demnach  bei  einem  Paare  die  Ebene,  worin  es  enthalten  ist, 
sein  Sinn  in  dieser  Ebene  und  sein  Moment. 

Das  Paar  ist  folglich  ganz  das  Analoge  für  die  Ebene  y  was  die 
einfache  Kraft  für  die  gerade  Linie  ist. 

Etwas  Analoges  für  den  Raum  von  drei  Dimensionen  existirt  nicht. 


Gleichgewicht  zwischen  drei  Kräften  in  einer  Ebene. 

§.  24.  So  speciell  auch  der  Gegenstand  scheint,  dessen  Theorie 
wir  so  eben  entwickelt  haben,  indem  nur  solche  Systeme  von  Kräften 
betrachtet  wurden,  bei  denen  zu  jeder  Kraft  eine  zweite  ihr  gleiche, 
parallele  und  entgegengesetzte  gehörte,  so  ist  doch  die  Theorie  die- 
ser Kräftepaare  der  Schlüssel  zu  allen  ferneren  Untersuchungen  über 
das  Gleichgewicht. 

Alle  statischen  Untersuchungen  können  in  ihren  Elementen 
auf  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  sich  entweder  parallel 
sind,' oder  sich  in  einem  Puncte  begegnen,  und  auf  die  umgekehrte 
Operation  der  Zerlegung  von  Kräften  zurückgebracht  werden. 
Es  wird  daher  schon  im  Voraus  der  Nutzen  der  Theorie  der  Paare 
erhellen,  wenn  wir  zeigen,  wie  mit  Hülfe  derselben  sich  ganz  einfach 
die  Regeln  ergeben,  nach  denen  von  zwei  Kräften,  die  entweder  mit 
einander  parallel  sind,  oder  sich  schneiden,  die  Resultante  gefunden 
werden  kann. 

Seien  AB^   CD  und  KL,  MN  zwei  Paare  in  einer  Ebene,  die 
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einander  das  Gleichgewicht  halten  und  daher  von  entgegengesetztem 
Sinne  sind.  Man  verlege  sie,  was  unbeschadet  des  Gleichgewichtes 
immer  geschehen  kann  (§.  17),  in  der  Ebene  so,  dass  die  Richtung 
einer  Kraft  CD  des  einen  Paares  mit  der  Richtung  einer  Kraft  KL 
der  anderen  Paares  in  eine  und  dieselbe  Linie  fällt,  und  dass  diese 
zwei  Richtungen  einerlei,  nicht  einander  entgegengesetzt,  sind  (vergl. 
Fig.  1 1),  —  obwohl  auch  die  letztere  Annahme  zu  demselben  Resul- 
tate,  wie  die  erstere,  führen  würde.  —  Somit  sind  die  anfänglichen 

vier  Kräfte  auf  drei  reducirt:  AB^  MN 
und  KL+  CD^   von  welchen  die  dritte 
^        der  Summe  der  zwei  ersten   gleich   ist, 
die   zwei    ersten    aber,    wie    man    leicht 
sieht,  auf  verschiedenen  Seiten  der  drit- 
ten liegen  und  eine  der  dritten  entgegen- 
^       gesetzte  Richtung  haben.  Nächstdem  aber 
verhalten  sich  AB  und  MN  umgekehrt 
wie  die  Breiten  der  beiden  Paare  (§.  21), 
Fig.  11.  d.  i.  die  beiden  ersten  Kräfte  umgekehrt 

wie  ihre  Abstände  von  der  dritten. 

Wenn  daher  von  drei  parallelen  Kräften  in  einer  Ebene  1)  die 
mittlere  eine  den  beiden  äusseren  entgegengesetzte  Richtung  hat  und  2) 
der  Summe  der  äusseren  gleich  ist,  und  wenn  sich  3)  die  äusseren  um- 
gekehrt tüie  ihre  Abstände  van  der  mittleren  verhalten,  so  herrscht 
Oleichgetvicht. 

Denn  man  wird  immer  nach  Anleitung  des  Vorigen  ein  solches 
System  in  zwei  einander  das  Gleichgewicht  haltende  Paare  zerlegen 
können. 

§.25.  Die  eben  gefundenen  drei  Bedingungen  für  das  Gleich- 
gewicht dreier  paralleler  Kräfte  in  einer  Ebene  lassen  sich  noch 
etwas  kürzer  und  damit  für  die  Anwendung  brauchbarer  darstellen. 

Zu  dem  Ende  werde  hier,  so  wie  auch  immer  in  dem  Folgen- 
den, bei  Bezeichnung  eines  Abschnitts  einer  Geraden  durch 
Nebeneinanderstellung  der  zwei  an  die  Enden  des  Abschnitts  gesetz- 
ten Buchstaben  die  durch  diese  Stellung  zugleich  angedeutete  Rich- 
tung berücksichtigt,  so  dass  je  zwei  Abschnitte  einer  und  derselben 
Geraden  mit  einerlei  oder  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden,  nachdem  die  durch  die  Bezeichnungen  der  Abschnitte  aus- 
gedrückten Richtungen  einerlei  oder  einander  entgegengesetzt  sind; 
dass  daher  immer 

AB  +  BA  =  0  , 
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und  dass,  wenn  Ay  B,  C  drei  in  einer  Geraden  befindliche  Puncte 
sind;  mag  C  zwischen  A  und  Bj  oder  ausserhalb  auf  der  Seite  von 
Aj  oder  der  Seite  von  B  liegen,  man  immer 

AB  +  BC+CA  =  0  , 
AB  +  BC  =  AB—CB  =  BC  —  BA  =  AC  , 

u.  s.  w.  hat. 

Dieses  vorausbemerkt,  nenne  man  die  beiden  äusseren  Kräfte  P 
und  Q,  die  mittlere  i2,  welche  man,  weil  sie  nach  der  ersten  Be- 
dingung die  entgegengesetzte  Richtung  von  P  und  Q  hat,  als  nega- 
tiv betrachte,  wenn  man  P,  Q  positiv  nimmt.  Alsdann  ist  zufolge 
der  zweiten  Bedingung: 

P+Q  =  —R,       oder      P+Q  +  B  =  0  . 

Man  ziehe  femer  in  der  Ebene  der  Kräfte  eine  ihnen  nicht  parallele 
Gerade,  welche  von  den  Richtungen  von  P,  Q,  B  resp.  in  F,  G, 
H  geschnitten  werde,  so  haben  die  Abschnitte  HF  und  GH  einerlei 
Zeichen  und  sind  den  Abständen  der  P  und  Q  von  R  proportional. 
Es  verhält  sich  daher  zufolge  der  dritten  Bedingung: 

P:Q  =  GH:  HF  , 

also  auch 

P,(P+Q  =  —B)=GH'.{Gn  +  HF=GF)  , 
also 

P.B=  GHiFG  . 

und  in  Verbindung  mit  der  ersten  Proportion: 

P:Q:B=  GH:HF:FG  , 

so  dass  jede  der  drei  Kräfte  dem  gegenseitigen  Abstände  der  beiden 
anderen  proportional  ist. 

Da  hierin  jede  Kraft  und  ihr  Durchschnitt  mit  der  geraden 
Linie  auf  gleiche  Art  vorkommen,  nämlich  P  und  F  ebenso  wie  Q 
und  G,  oder  wie  B  und  H^  so  ist  es  gleichviel,  welche  der  drei 
Kräfte  wir  als  die  mittlere  ansehen,  und  wir  können  unsem  Satz 
ganz  einfach  so  ausdrücken: 

Zwischen  drei  parallelen  Kräften  P,  Q,  B  in  einer  Ebene  herrscht 
Gleichffetcicht ,  wenn  sie  eine  gerade  Linie  in  -F,  G,  H  so  schneiden, 
dass 

P:Q:B=  GH.HF.FG  . 

In  der  That  folgt  daraus 

P+Q  +  B  =  0  , 

weil  immer 

GH  +  HF+FG  =  0  , 
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in  welcher  Ordnung  auch  jF,  Oj  H  in  der  Geraden  auf  einander 
folgen  mögen.  Es  muss  daher  eine  der  drei  Ejräfte  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  der  beiden  anderen  wirken,  und,  absolut 
genommen,  der  Summe  der  anderen  gleich  sein.  Sei,  wie  vorhin,  R 
diese  eine  Kraft,  so  haben,  vermöge  der  Proportion,  GH  und  HF 
einerlei  Richtung,  FG  die  entgegengesetzte.  Es  muss  folglich  H 
zwischen  F  und  G,  also  R  zwischen  P  und  Q  liegen.  —  Ebenso 
würde  man  P  zwischen  Q  und  R  liegend  und  der  Summe  von  Q 
und  Rf  absolut  genommen,  gleich  gefunden  haben,  wenn  man  P 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  von  Q  und  R  hätte  wirken 
lassen. 

§.  26.  Zusätze,  a)  Eine  der  Kraft  ü  gleiche  und  gerade  ent- 
gegengesetzte Kraft  R  =  —  R  =  P-}-  Q  ist  die  Resultante  von  P 
und  Q. 

Sotten  daher  ztoei  gegebene  parallele  Kräfte  P  und  Q  in  eine  zu- 
sammenffesetzt  werden^  so  ziehe  man  in  ihrer  Ebene  eine  gegen  ihre 
Richtungen  beliebig  geneigte  Gerade  und  nenne  jF,  G  die  Durch- 
schnitte derselben  mit  P,  Q.  Man  theile  nun  die  Gerade  FG  in 
H  so,  dass 

GH.HF^P.Q  , 

Nach  der  Regel  der  Zeichen  fällt  dieser  Punct  H  entweder  zwischen 
F  und  G,  oder  ausserhalb  und  zwar  auf  die  Seite  von  F  (wo  absolut 
GH>HF),  oder  auf  die  Seite  von  G  (wo  absolut  GH<HF),  je 
nachdem  P  und  Q  einerlei  Zeichen,  d.  i.  einerlei  Richtungen,  oder 
entgegengesetzte  haben  und  nachdem  alsdann  P  absolut  grösser  oder 
kleiner  als  Q  ist.  Eine  durch  H  mit  P  und  Q  parallel  gelegte  ELraft 
R!  =  P+Q,  die  daher  im  ersten  jener  drei  Fälle  die  gemeinschaft- 
liche Richtung  von  P  und  Q  hat  und  der  Summe  von  P  und  Q 
gleich  ist,  in  den  beiden  anderen  nach  der  Richtung  der  jedesmal 
grösseren,  P  oder  Q,  wirkt  und  der  Differenz  von  P  und  Q  gleich 
ist,  wird  die  verlangte  Resultante  sein. 

b)  Nur  in  dem  Falle  kann  der  Punct  H  nicht  angegeben,  also 
auch  die  Resultante  von  P  und  Q  nicht  construirt  werden,  wenn 
P  =  —  Q  ist,  d.  i.  wenn  die  zwei  zusammenzusetzenden  ELräfte  ein 
Paar  ausmachen  (vei^l.  §.  18,  Zus.).  Denn  alsdann  wird  iJ'  =  0,  und 
GH:  HF=  1  :  —  1 ,  also  GH :  FH=  1:1,  welcher  Proportion,  da 
F  und  G  nicht  zusammenfallen  sollen,  streng  genommen,  nicht  Ge- 
nüge geschehen  kann,  der  man  aber  um  so  näher  kommt,  je  weiter 
man  H  in  der  Linie  FG  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hinaus- 
rückt.    Denn  hierdurch  nähern  sich  die  Verhältnisse 


§.27. 


Zweites  Kapitel.    Von  KrSftepaaren  in  einer  Ebene. 


43 


GH.FH=P\  —  Q 

immer  mehr  der  Einheit,  und  R  wird  gegen  P  und  Q  immer  kleiner. 

In  der  Sprache  der  Analysis  ist  daher  die  Resultante  eines  Paares 
eine  Kraft  ton  der  Intensität  Null  in  unendlicher  Entfernung, 

c]  Soll  umgekehrt  eine  gegebene  Kraft  R  =  —  R  in  zwei  andere 
mit  ihr  parallele  und  in  derselben  Ebene  enthaltene  Kräfte  P  und  Q 
zerlegt  werden  y  so  schneide  eine  gerade  Linie  die  Richtung  von  R 
und  die  ebenfalls  als  gegeben  vorauszusetzenden  Bichtungslinien  von 
P  und  Q  in  den  Puncten  H,  Fj  G,  und  man  hat  nach  dem  Vori- 
gen die  Gleichungen: 


p=^.R=m-R' 


FG 


FG 


q  =  ?^.r  =  IMr 


FG 


FG 


wodurch  mit  gehöriger  Bücksicht  auf  die  Vorzeichen  der  Abschnitte 
FG  u.  s.  w.  die  Intensitäten  von  P  und  Q  und  ihre  Richtungen  in 
Bezug  auf  R  vollkommen  bestimmt  werden. 

§.  27.  Mittelst  der  Theorie  der  Kräftepaare  wollen  wir  jetzt 
noch  die  Resultante  zweier  sich  schneidenden  Kräfte  zu  bestimmen 
suchen.  Seien  diese  Kräfte  durch 
FA,  FB  (vergl.  Fig.  12)  dargestellt. 
Die  ihnen  das  Gleichgewicht  haltende 
Ejraft,  deren  Richtung  ebenfalls  durch 
F  geht  und  in  den  Scheitelwinkel  von 
AFB  fällt  (Grundsatz  V  und  VII) 
sei  FC. 

Man  ergänze  den  Winkel  AFB 
zu  einem  Parallelogramm  AFBD,  so 
ist  das  Paar  FA^  DB  gleichwirkend 
mit  dem  Paare  AD,  BF{§.  20).  Folg- 
lich sind  auch  die  Kräfte  FA,  FB 
gleichwirkend  mit   den  Ejräften  ADj 

BD,  folglich  die  durch  F  gehende  Resultante  der  beiden  ersteren 
Kräfte  gleichwirkend  mit  der  durch  D  gehenden  Resultante  der  bei- 
den letzteren;  mithin  ist  FD  die  gemeinschaftliche  Richtung  der 
beiden  Resultanten.  Da  nun  wegen  des  Gleichgewichtes  zwischen 
FA,  FB,  FC,  durch  CF  die  Resultante  von  FA,  FB  dargestellt 
wird,  80  müssen  FD  und  FC  in  dieselbe  Gerade  fallen.  Ebenso 
wird  bewiesen,  dass,  wenn  man  den  Winkel  AFC  zu  einem  Paral- 
lelogramm AFCE  vollendet,  die  FB  in  die  Verlängerung  von  EF 
fallen  muss. 

Hiemach  ist  AD  mit  FB  sowohl,   als  auch  mit  EF,   und  AB 


Fig.  12. 
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mit  FC  sowohl,  als  mit  DF,  parallel.  Folglich  ist  auch  AD  FE 
ein  Parallelogramm,  mithin  FD  =  EA  =  CF,  d.  i.  gleich  der  Re- 
sultante von  FA  und  FB ,  und  es  wird  daher  diese  Resultante  durch 
FD  nicht  allein  der  Richtung,  sondern  auch  der  Grösse  nach  aus- 
gedrückt. —  Dies  gibt  den  berühmten  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte : 

Schneiden  sich  die  Richtungen  zu>eier  Kräfte y  so  ist,  wenn  man 
vom  Schneidepuncte  aus  auf  die  Richtungen  den  Eräften  proportionale 
Linien  abträgt  und  diese  zwei  Linien  zu  einem  Parallelogramm  ergänzt, 
die  durch  den  Schneidepunct  der  Kräfte  gehende  Diagonale  des  Paral- 
lelogramms ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  die  Resultante  der  beiden 
Kräfte. 

§.  28.  Zusätze,  a)  Soll  eine  gegebene  Kraft  FD  in  zwei 
andere  durch  F  gehende  und  nach  gegebenen  Richtungen  FG,  FH 
wirkende  Kräfte  zerlegt  werden,  so  ziehe  man  durch  D  mit  FH, 
FG  Parallelen,  welche  FG,  FH  resp.  in  A,  B  schneiden,  und  FA, 
FB  werden  die  gesuchten  Kräfte  sein. 

b)  Die  Kräfte  FA,  FB,  FC  sind  resp.  den  Seiten  FA,  AD, 
DF  des  Dreiecks  DFA  gleich,  und  kommen  auch  ihren  Richtungen 
nach  mit  denselben  überein.  Sind  daher  drei  Kräfte  bloss  ihrer  In- 
tensität nach  gegeben,  und  will  man  sie  dergestalt  auf  einen  Punct 
F'  wirken  lassen,  dass  sie  einander  das  Gleichgewicht  halten,  so 
construire  man  aus  ihnen  ein  Dreieck  DFA,  und  es  werden  die 
durch  F'  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  gleich  und  parallel  gelegten 
Kräfte  F'A',  F'S ,  F'C  mit  einander  im  Gleichgewichte  sein.  — 
Kann  aus  den  drei  Kräften  kein  Dreieck  construirt  werden,  ist  also 
eine  ELraft  grösser,  als  die  Summe  der  beiden  anderen,  so  ist  auch 
zwischen  ihnen,  wenn  sie  auf  einen  Punct  wirken,  auf  keine  Weise 
Gleichgewicht  möglich. 

c)  In  dem  aus  den  drei  Kräften  gebildeten  Dreiecke  DFA  sind 
die  Winkel  ADF,  DFA,  FAD  resp.  den  Nebenwinkeln  gleich  von 
denen,  welche  die  auf  F  oder  F'  wirkenden  Kräfte  mit  einander 
machen,  d.  i.  den  Nebenwinkeln  von  BFC,  CFA,  AFB. 

Alle  zujischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  aus  der 
Trigonometrie  bekannten  Relationen  ßnden  daher  auch  beim  Gleichge- 
wichte dreier  auf  einen  Punct  wirkender  Kräfte  ztoischen  ihnen  selbst 
und  den  Supplementen  der  von  ihnen  mit  einander  gebildeten  Winkel 
statt.     Es  verhält  sich  daher  beim  Gleichgewichte: 

FA:FB:FC=smBFC:9mCFA:sinAFB  , 
d.  h.  jede  Kraft  ist  dem  Sinus  des  von  den  zwei  anderen  Kräften 
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gebildeten  Winkels  proportional,  —  auf  analoge  Art,  wie  bei  drei 
parallelen  Kräften  im  Gleichgewichte  jede  Kraft  mit  der  gegenseiti- 
gen Entfernung  der  beiden  anderen  im  Verhältnisse  war.  Diese 
Aehnlichkeit  der  Gesetze  für  beiderlei  Arten  von  Gleichgewicht 
rührt,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  daher,  dass  parallele  Kräfte  auch 
als  solche  angesehen  werden  können,  die  sich  in  unendlicher  Ent- 
fernung unter  unendlich  kleinen  Winkeln  schneiden,  und  dass  die 
Sinus  dieser  Winkel  den  gegenseitigen  Abständen  der  Parallelen 
proportional  zu  achten  sind.  Man  hätte  daher  das  Gleichgewicht 
zwischen  parallelen  Kräften  auch  unmittelbar  aus  dem  Gleichge- 
wichte zwischen  Kräften,  die  sich  in  einem  Puncto  treffen,  als  den 
Grenzfall  dieses  letzteren  ableiten  können. 


Gleichgewicht  zwischen  vier  Kräften  in  einer  Ebene. 

§.  29.  Die  eben  erhaltenen  Sätze  vom  Gleichgewichte  zwischen 
drei  Kräften  in  einer  Ebene  sind,  wie  sich  zeigen  lässt,  hinreichend, 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  für  irgend  ein  System  auf 
einen  freien  Körper  wirkender  Kräfte  zu  entwickeln.  Indessen  werde 
ich,  um  zu  diesen  allgemeinen  Bedingungen  zu  gelangen,  von  jenen 
Sätzen  keinen  unmittelbaren  Gebrauch  machen,  sondern,  von  der 
Theorie  der  Paare  ausgehend,  einen  mehr  analytischen  Weg  ein- 
schlagen, auf  dem  sich  zuletzt  jene  Sätze,  als  die  specicllsten  Fälle 
der  allgemeinen  Resultate,  wieder  finden  werden.  —  Mag  hier  nur 
noch  eine  einfache  Anwendung  des  Parallelogramms  der  Kräfte  auf 
ein  System  von  vier  Ejräften  in  einer  Ebene  eine  Stelle  finden. 

Von  vier  in  einer  Ebene  wirkenden  Kräften  sind  die  Richtungen 
gegeben;   man   soll  hieraus   unter   der    Voraussetzung  ^    dass   sich  die 
Kräfte  das   Oleichgewicht  hcdten,   die  Verhältnisse  ihrer  Intetisitäten 
Jlnden. 

Vier  in  einer  Ebene  enthaltene  Gerade  bestimmen  im  Allge- 
meinen drei  Vierecke,  bei  deren  einem  von  keiner  Seite  oder  der 
Verlängerung  derselben  die  gegenüberliegende  Seite  innerhalb  ihrer 
Endpuncte  geschnitten  wird.  Sei  AB  CD  (vergl.  Fig.  13,  folgende 
Seite)  dieses  eine  der  drei  Vierecke,  welche  von  den  Richtungen  der 
vier  Kräfte  gebildet  werden. 

Die  Ejräfte  in  den  Linien  AB,  BC,  CD^  DA  heissen  resp. />, 
j,  r,  s\  die  Resultante  von />  und  y,  welche  durch  B  geht,  heisse 
t,  und  die  durch  D  gehende  Resultante  von  r  und  s  nenne  man  u. 
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Weil  Pt  q,  r,  8,  folglich  auch  t  und  w,  einander  das  Gleichgewicht 
halten  sollen,  so  sind  t  und  u  einander  gleich  und  wirken  in  der 
Diagonale  BD  nach  entgegengesetzten  Richtungen.  Nimmt  man 
daher  AB,   nicht  BA,  als  die  Richtung  von  p,  so  muss,  damit  die 


Fig.  13. 

Resultante  t  innerhalb  des  Winkels  von  p  mit  q  fällt,  CB  die  Rich- 
tung von  q  sein.  DB  ist  dann  die  Richtung  von  /,  folglich  BD  die 
von  u,  und  CD,  AD  die  Richtungen  von  r,  s. 

Man  construire  nun  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  ab,  bc,  ac  mit 
AB,  CB,  DB,  als  den  Richtungen  yonp,  q,  t  parallel  sind,  so 
verhalten  sich  (§.  2S,  b) 

p  :q:t  =  abibcac  ; 

und  ebenso  ist,  wenn  man  über  ab  ein  zweites  Dreieck  beschreibt, 
dessen  Seiten  da  und  db  mit  AD  und  AC,  als  den  Richtungen, 
welche  s  und  die  Resultante  von  p  und  8  haben,  parallel  sind: 

p  :  8  =  ab  :  da  , 
folglich 

8  :  t  ^=  da:  ac  . 

Da  femer  8,  t,  r  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und  da,  ac 
mit  den  Richtungen  der  Ejräfte  8,  t  parallel,  ihnen  selbst  aber  er- 
wiesenermaassen  proportional  sind,  so  ist  cd  der  Kraft  r  parallel  und 
es  verhält  sich: 

8  :r  =  da.cd  , 

und  somit  sind  die  Verhältnisse  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte 
gefunden. 

Bemerkt  man  hierbei  noch,  dass  das  Viereck  ab  cd  zu  dem  Vier- 
eck AB  CD  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  letzteres  zu  ersterem, 
und  dass,  wenn  die  Richtung  von  p  gleichlaufend  mit  ab,  nicht  mit 
ba  ist,  die  Richtung  von  q  gleichlaufend  mit  bc,  nicht  mit  cb,  ge- 
nommen werden  muss  u.  s.  w.,  so  kann  man  das  erhaltene  Resultat 
folgendergestalt  ausdrücken : 

TVenn  van  ztcei  ebene?i  Viereckefi  AB  CD  und  ab  cd  die  Diago^ 
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nalen  des  einen  mit  den  ungleichnamigen  Diagonalen  des  anderen^  d.  i. 
AC  mit  bd  und  BD  mit  ac,  und  drei  Seiteti  DA^  AB,  BC  des 
einen  mit  deti  gleichnamigen  Seiten  da,  ab,  bc  des  anderen  parallel 
sind,  so  sind  auch  die  zwei  übrigen  Seiten  CD  und  cd  einander  par- 
allel; und  vier  Kräfte,  deren  Intensitäten  den  Seiten  des  einen  Vier- 
ecks  proportional  sind,  und  deren  Richtungen  in  die  entsprechenden 
Seiten  des  anderen  Vierecks  fallen  und  dabei  mit  den  im  ersten  Vier- 
ecke durch  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken  bestimmten  Sichtungen  der 
Seiten  übereinstimmen,  halten  einander  das  Gleichgewicht. 


Drittes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften  in  einer 

Ebene  überhaupt 


§.30.  Bei  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  eines  Sy- 
stems von  Kräften  in  einer  Ebene  verstehe  man  unter  dem  Mo- 
mente einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punct  der  Ebene  das 
Moment  des  Paares  (vei^l.  §.  23),  welches  von  der  Kraft  und  einer 
ihr  gleichen,  parallelen  und  entgegengesetzten  durch  den  Punct  ge- 
legten Kraft  gebildet  wird.  Der  geometrische  Ausdruck  des  Momen- 
tes der  Kraft  AB  in  Bezug  auf  den  Punct  M  ist  daher  das  Paral- 
lelogramm, zu  welchem  sich  das  Dreieck  MAB  ei^änzen  lässt,  oder 
das  Doppelte  dieses  Dreiecks.  Der  numerische  Werth  des  Moments 
aber  ist  das  Product  aus  der  Kraft  in  ihren  Abstand  von  dem  Puncte, 
und  dieses  Product  ist  nach  §.  23  und  §.16  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  die  Richtung  der  Kraft,  von  dem  Puncte  aus 
beobachtet,  von  der  Rechten  nach  der  Linken  z.  B.  oder  von  der 
Linken  nach  der  Rechten  geht,  oder,  was  dasselbe  ist:  je  nachdem, 
wenn  der  Punct  unbeweglich  wäre,  die  Ebene  um  ihn  nach  der  einen 
oder  anderen  Seite  zu  von  der  Kraft  gedreht  werden  würde. 

Das  Moment  einer  und  derselben  Ejraft  ist  demnach  ihrem  Ab- 
stände von  dem  Puncte,  worauf  sie  bezogen  wird,  proportional,  und 
kann  nur  für  solche  Puncte  von  gleicher  Grösse  sein,  die  in  einer 
mit  der  Kraft  gezogenen  Parallele  liegen.    Für  zwei  Puncte,  die  auf 
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entgegengesetzten  Seiten  der  Kraft  sich  befinden,  haben  die  Momente 
entgegengesetzte  Zeichen,  und  für  einen  in  der  Richtung  der  Kraft 
selbst  gelegenen  Punct  ist  das  Moment  gleich  Null.  Für  drei  Puncto 
endlich,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  kann  es  keine  Kraft 
geben,  die  in  Bezug  auf  dieselben  der  Grösse  und  dem  Zeichen  nach 
gleiche  Momente  hätte. 

§.31.  Was  wir  in  dem  zweiten  Kapitel  das  Moment  eines 
Paares  genannt  haben,  ist  nichts  anderes,  als  die  Summe  der  Mo- 
mente der  zwei  das  Paar  bildenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punct  der 
Ebene  des  Paares.  Denn  sind  AB,  CD 
(vergl.  Fig.  14)  die  zwei  Kräfte  eines  Paa- 
res, und  M  der  Punct  ihrer  Ebene,  auf 
welchen  sie  bezogen  werden  sollen,  so  ist, 
wenn  man  durch  M  eine  der  Kraft  AB 
gleiche,  parallele  und  entgegengesetzte 
^8'^^-  Kraft  FG  legt,   das  Moment  von  AB  in 

Bezug  auf  M,  gleich  dem  Momente  des 
Paares  AB^  FO,  und  das  Moment  von  CD  in  Bezug  auf  M  gleich 
dem  Momente  des  Paares  CZ>,  OF;  folglich  die  Summe  der  Mo- 
mente von  AB  und  CD  in  Bezug  auf  M  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  Paare  AB,  FG  und  CD,  OF,  gleich  dem  Momente 
des  Paares  AB,  CD,  da  die  Paare  AB,  FG  und  CD,  GJ' zusam- 
men gleichwirkend  mit  dem  Paare  AB,  CD  sind. 

Ein  Kräftepaar  besitzt  demnach  die  merkwürdige  Eigenschaft^ 
dass  die  Summe  der  Momente  seiner  Kräfte  ganz  unabhängig  von  dem 
Puncte  ist,  tcorauf  die  Momente  bezogen  werden. 

Es  ist  diese  Summe  dem  Momente  der  einen  Kraft  selbst  gleich 
wenn  man   dasselbe  auf  einen  in  der  Richtung   der  anderen  Kraft 
liegenden  Punct  bezieht. 

So  wie  übrigens  diese  constante  Summe  der  Momente  von  den 
Kräften  eines  Paares  in  dem  Vorigen  das  Moment  des  Paares  selbst 
genannt  wurde,  so  soll  auch  in  der  Folge  die  Summe  der  Momente 
von  den  Kräften  eines  beliebigen  Systems  in  Bezug  auf  einen  ge- 
wissen Punct  der  Ebene,  worin  das  System  enthalten  ist,  das  Mo- 
ment des  Systems  in  Beziehung  auf  diesen  Punct  heissen. 

§.32.  Dieses  vorausgeschickt,  seien  AB,  CD,  EF,  ...  (vergl. 
Fig.  15)  mehrere  in  einer  Ebene  nach  beliebigen  Richtungen  wir- 
kende Kräfte.  Durch  einen  willkürlich  in  der  Ebene  genommenen 
Punct  M  lege  man  A'B\    CD',  EF\   ...  resp.  den  Kräften  AB, 


§.33.  Drittes  Kapitel    Von  Kräften  in  einer  Ebene  überhaupt  49 

CDy  EFj  ...  gleich,  parallel  und  nach  entgegengesetzten  Richtungen. 

Alsdann  ist  das  System  der  Kräfte  AB,  CD,  EF,  ...,   welches  der 

Kürze  willen  S  genannt  werde,  gleich^virkend  mit  dem  Systeme  der 

Paare    AB,    A'B'\    CD,    C'Z)';    EF, 

E'F;   ...,  welches   W  heisse,    in  Ver-  T 

bindung  mit   dem  Systeme   der    durch        ^\ 

den  Punct  M  gehenden   Kräfte   B'A\  ^'  ^  — jj 

UC\  F'E',  ...,  welches  man  K nenne,  \   /  / 

indem  sich  in  den  beiden  letzteren  Sy-      ^- — -ML^,,, 

stemen  die  ELräfte  A'B',    CD',   ...  mit 

B'A',  UC,  ...  aufheben,  und  bloss  die  j'       ,  ^ 

Kräfte  ^£,  CD,  ...  des  ersten  Systems  Fig. is. 

übrig    bleiben.     —     Hinsichtlich      des 

Gleichgewichtes  können  nun  dabei  folgende  vier  Fälle  eintreten: 

1)  Jedes  der  beiden  Systeme  V  und  W  ist  fiir  sich  im  Gleich- 
gewichte, mithin  auch  S, 

2)  V  ist  für  sich  im  Gleichgewichte,  nicht  aber  W,  S  ist  dann 
gleichwirkend  mit  W,  und  hat  daher  ein  Paar  zur  Resultante  (§.  23). 

3)  W  ist  allein  im  Gleichgewichte.  Alsdann  ist  S  gleichwir- 
kend mit  V,  hat  also  zur  Resultante  eine  einfache  Kraft  (§.  9,  V). 

4)  Weder  V  noch  W  ist  im  Gleichgewichte.  Die  einfache  Kraft, 
welche  dann  V,  und  das  Paar,  welches  W  zur  Resultante  hat,  las- 
sen sich  aber  wieder  zu  einer  einfachen  Kraft  (§.  18)  zusammen- 
setzen, welche  die  Resultante  des  mit  V  und  W  gleich  wirkenden 
S  ist. 

Wir  ersehen  hieratcs,    dass   ein  System  S  von  Kräften  in  eifier 
Ebene  entweder  im  Gleichgeioichte  ist,  oder  ei?i  Paar,  oder  eine  ein- 
fache Kraft  zur  Resultante  hat.     Zugleich  aber  sind  wir  damit   in 
den  Stand  gesetzt,    die  Bedingungen  anzugeben,    unter   denen  diese 
drei  Fälle  einzeln  stattfinden. 

§.  33.  Soll  zuerst  in  dem  Systeme  S  Gleichgewicht  herrschen, 
so  ist  dieses  nicht  anders  möglich,  als  wenn  von  den  Systemen  V 
und  W  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ist.  Sind  aber  die  Paare 
AB,  A'B';  CD,  CD';  ...,  aus  denen  TF besteht,  im  Gleichgewichte, 
so  ist  die  Summe  der  Momente  dieser  Paare  Null  (§.  23).  Da  nun 
das  Moment  des  Paares  AB,  AB*  einerlei  mit  dem  Momente  der 
einfachen  Kraft  AB  in  Bezug  auf  den  in  AB'  liegenden  Punct  M 
ist  (§.  31),  und  dasselbe  auch  rücksichtlich  der  übrigen  Paare  gilt, 
so  ist  die  Summe  der  Momente  von  AB,  CD,  EF,  oder  kürzer, 
das  Moment  des  Systems  S  (§.  31),  in  Bezug  auf  M,  Null;  also: 

Möbius  Werke  m.  4 
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A.  Ist  ein  System  von  Kräften^  die  in  einer  Ebene  mich  beliebi- 
gen Richtungen  wirken,  im  Gleichgetüichte ,  so  ist  das  Moment  des 
Systems  für  jeden  Punct  der  Ebene  Null. 

Aus  zwei  mit  einander  gleichwirkenden  Systemen  von  Kräften 
lässt  sich  immer  ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliches 
System  bilden,  wenn  man  die  Ejräfte  des  einen  der  beiden  Systeme 
mit  entgegengesetzten  Richtungen  den  Kräften  des  anderen  hinzu- 
fügt. Da  nun  zwei  einander  gleiche  und  gerade  entgegengesetzte 
Kräfte  in  Bezug  auf  denselben  Punct  offenbar  auch  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Momente  haben,  so  können  wir  den  vorigen  Satz  auch 
folgenderweise  ausdrücken: 

Zwei  gleichwirkende  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene  haben 
in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Punct  der  Ebene  gleiche  Momente. 
—  Das  Moment  eines  Systems,  welches  ein  Kräftepaar,  oder  eine 
einfache  Kraft  zur  Resultante  hat,  ist  daher  dem  Momente  des  Paa- 
res, oder  der  einfachen  Kraft  gleich;  also  mit  Berücksichtigung  der 
Eigenschaften  dieser  letzteren  Momente  (§§.  30.  31): 

B.  Hat  ein  in  einer  Ebene  enthaltenes  System  ein  Kräftepaar  zur 
Resultante  j  so  ist  das  Moment  des  Systems  für  keinen  Punct  der  Ebene 
Null,  für  alle  aber  von  einer  und  derselben  Grösse. 

C.  Reducirt  sich  das  System  auf  eine  einzige  Kraft,  so  sind  seine 
Momente  nur  für  diejenigen  Puncte  der  Ebene  Null,  welche  in  der 
Resultante  selbst  liegen,  und  überhaupt  sind  die  Momente,  welche  das 
System  für  irgend  drei,  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Puncte  hat, 
nicht  alle  drei  einander  gleich. 

Da  es  ausser  diesen  drei  Fällen  A,  B  und  C  keinen  anderen 
noch  gibt,  so  ist  es  gestattet,  auch  umgekehrt  zu  schliessen: 

A*.    Hat  man  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene,   und  sind 

für  drei  Puncte  der  Ebene,   welche  nicht  in  einer  Geraden  liegen,    die 

Momente  des  Systems  einzeln  Null,   so  ist  das  System  im   Gleichge- 

unchte,  und  sein  Moment  auch  für  jeden  vierten  Punct  der  Ebene  Null. 

B*.  Sind  für  gedachte  drei  Puticte  die  Momente  nicht  Null,  je- 
doch von  gleicher  Grösse,  so  reducirt  sich  das  System  auf  ein  Kräfte- 
paar,  und  sein  Moment  ist  für  jeden  vierten  Punct  der  Ebene  von  der- 
selben Grösse, 

C*.  Wird  keine  dieser  beiden  Bedingungen^  effüllt,  so  liat  das 
System  eine  einfache  Kraft  zur  Resultatite, 

§.  34.  Um  von  dem  Vorigen  eine  einfache  und  zugleich  für 
das  Folgende  nutzbare  Anwendung  zu  machen,  wollen  wir  bei  dem 
Parallelogramm  OACB  (vergl.  Fig.  16,  a)  das  Moment  der  drei  durch 
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OA,  OBy  CO  dargestellten  Kräfte  in  Bezug  auf  die  drei  Puncte  O, 
A,  B  betrachten. 

Weil  0  ein  Punct  in  der  Richtung  jeder  der  drei  Kräfte  ist,  so 
ist  in  Bezug  auf  ihn  das  Moment  jeder 
derselben    gleich    Null,    also    auch    die 
Summe  dieser  Momente  oder  das  Moment 
der  drei  Kräfte  gleich  Null. 

In  Bezug  auf  A  sind  die  Momente 
von  OB  und  CO  einander  entgegenge- 
setzt,  und  ihrem  absoluten  Werthe  nach 
einander  gleich,  weil  es  die  Dreiecke 
AOB  und  ACO  sind,  deren  Doppelte 
diese  Momente  ausdrücken.  Es  ist  mit- 
hin die  Summe  derselben  gleich  Null,  G 
und  da  in  Bezug  auf  A  das  Moment  von 
OA  gleich  Null  ist,  so  ist  für  A  das 
Moment  aller  drei  Kräfte  gleichfalls  gleich  Null. 

Ebenso  wird  bewiesen,  dass  auch  in  Bezug  auf  den  Punct  B 
das  Moment  dieser  Kräfte  gleich  Null  ist. 

Da  also  fiir  jeden  der  drei  Puncte  O,  A^  B  das  Moment  der 
drei  Kräfte  Null  ist,  und  diese  Puncte  nicht  in  einer  Geraden  lie- 
gen, so  sind  die  Ejräfte  im  Gleichgewichte,  und  ihr  Moment  auch  für 
jeden  vierten  Punct  ihrer  Ebene  Null,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt: 
OC  ist  die  Resultante  von  OA  und  OB  (§.  27)  und  für  jeden  Punct 
H  in  der  Ebene  dieser  Kräfte  ist  die  Summe  der  Dreiecke  HOA 
und  HOB  dem  Dreiecke  HOC  gleich;  d.  h. 

Von  drei  Dreiecken  in  ei7ier  Ebene,  welche  eine  gemeinschaftliche 
Ecke  H  UTul  zu  gegenüberstehenden  Seiten  ztoei  anstossende  Seiten  OA 
und  OBj  und  die  durch  die  denselben  gemeinschaftliche  Ecke  gehende 
Diagonale  OC  eines  Parallelogramms  hohen,  ist  die  Summe  der  beiden 
ersten  Dreiecke  HOA  und  HOB  dem  dritten  HOC  gleich. 

Nur  hat  man  in  dieser  Formel,  wenn  sie  allgemeine  Gültigkeit 
haben  soll,  stets  die  Vorzeichen  der  Dreiecke  gehörig  mit  zu 
berücksichtigen,  und,  nach  der  in  §.  30  für  die  Momente  gegebenen 
Regel,  jedes  Dreieck  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  jenachdem, 
von  der  in  seinem  Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Ecke  H  aus,  die  Rich- 
tung von  der  zweiten  nach  der  dritten  nach  rechts  z.  B.  oder  nach 
links  gehend  erscheint.  So  haben  in  Fig.  16,  a  die  drei  Dreiecke 
HOA,  HOB,  HOC  einerlei  Zeichen;  dagegen  liegt  in  Fig.  16,  b 
(folgende  Seite)  der  Punct  H  so,  dass  dem  Dreiecke  HOB  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  der  beiden  übrigen  zukommt. 
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Auch  in  dem  Folgenden  hat  man,  wenn  Dreiecksflächen  durch 
Nebeneinanderstellung  der  die  Ecken  bezeichnenden  Buchstaben  aus- 
gedrückt werden,  auf  die  Ordnung  der  Buchstaben  immer  mit  Rück- 
sicht  zu  nehmen   und  hiemach  das  Vor- 
/  zeichen  der  Fläche  zu  beurtheilen.     Man 

7  lasse  nämlich,   was  mit  der  vorigen   Be- 

^rr 3^7^      Stimmung  auf  dasselbe  hinauskommt,   um 

J      '^  X--""^^^^^^^^^  /         ^^^  ™  Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Punct 

f     /f\^  ^^^®  ^^^  ^°^  ausgehende  Gerade  sich  der- 

'  /y<^^.        I  gestalt  drehen,  dass  ihr  Endpunct  von  dem 

l-y^-  \    /  zweiten  nach  dem  dritten  Puncte  des  Aus- 

Q  "f ]j — m        drucks  fortgeht,  sie  selbst  also  die  Fläche 

Fig.  10, 6.  des   Dreiecks   beschreibt;    und  jenachdem 

der  Sinn  dieser  Drehung  mit  dem  voraus 
festgesetzten  positiven  Sinne  der  Drehung  in  der  Ebene  überein- 
stimmt oder  nicht,  lege  man  der  Fläche  einen  positiven  oder 
negativen  Werth  bei. 

Wie  man  leicht  sieht,  haben  hiernach  von  den  sechs  möglichen 
Ausdrücken 

ABC,     BOA,     GAB,     ACB ,     BAC ,     CBA 

für  eine  Dreicksfläche,  deren  Ecken  A^  B,  C  sind,  die  drei  ersteren 
einerlei  Zeichen,  die  drei  letzteren  aber  das  entgegengesetzte  der 
ersteren. 

§.  35.  Zusätze,  a)  Der  geometrische  Satz  des  §.  34  kann  noch 
folgendergestalt  ausgedrückt  werden:  Legt  man  durch  eine  Ecke  O 
eines  Dreiecks  OCH  in  seiner  Ebene  zwei  sich  unter  einem  belie- 
bigen Winkel  schneidende  Axen  m  und  />,  und  projicirt  auf  sie 
durch  Parallelen  mit  ihnen  eine  der  beiden  anderen  Ecken,  C,  so 
ist,  wenn  A  und  B  diese  Projectionen  von  C  auf  m  und  n  sind,  das 
Dreieck  OCH  gleich  der  Summe  der  beiden  Dreiecke  OAH  und 
OBH,  die  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  des  ersteren 
für  die  Ecke  C  successive  ihre  Projectionen  setzt. 

4)  Auf  gleiche  Weise  hat  man,  wenn  F  und  G  die  Projectionen 
von  H  auf  dieselben  Axen  m  und  n  sind: 

OAH=  OAF+OAG  , 
OBH=  OBF+OBG  . 

Weil  aber  0,-4,  J^  sowohl,  als  0,  J5,  G,  in  gerader  Linie  lie- 
gen, so  ist  jedes  der  Dreiecke  OAF  und  OBG  Null,  und  daher 

OAH=  OAG  ,  OBH=  OBF  , 
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folglich 

OCH=  OAH+OBH=  OAG+OBF=  OAG—OFB  . 

c)  Werden  m,  n  zu  zwei  Coordinatenaxen  genommen,  so  sind 
OAy  OB  die  Coordinaten  von  C,  und  OjF,  OG  die  Coordinaten 
von  H,  Mittelst  der  letzterhaltenen  Formel  lässt  sich  dann  leicht 
der  Inhalt  eines  Dreiecks  OCH,  dessen  eine  Ecke  der  Änfangspunct 
der  Coordinaten  ist,  durch  die  Coordinaten  der  beiden  anderen  Ecken 
ausdrücken.  Bezeichnet  nämlich  in  dem  Ausdrucke  OAG  eines 
Dreiecks  der  zuerst  gesetzte  Buchstabe  0  den  Änfangspunct  der  Co- 
ordinaten, der  zweite  A  einen  Punct  in  der  Axe  m,  der  dritte  G 
einen  Punct  in  der  Axe  n,  und  ist  a  der  Winkel,  um  welchen  nach 
dem  vorher  festgesetzten  positiven  Sinne  der  Drehung  der  positive 
Theil  von  m  gedreht  werden  muss,  bis  er  mit  dem  positiven  Theile 
von  n  zusammenfällt,  so  ist  immer  nicht  allein  rücksichtlich  des  ab- 
soluten Werthes,  sondern  auch  mit  Hinsicht  auf  das  Zeichen,  der 
Inhalt  des  Dreiecks  OAG  dargestellt  durch 

OAG  =  ^.  OA.  OG  .sin a  . 

Denn  liegen  A  und  G  von  0  nach  den  positiven  Seiten  der 
Axen  m  und  n  zu,  und  ist  a  <^  180^,  so  sind  sämmtliche  Factoren 
des  den  Werth  von  OAG  ausdrückenden  Products  positiv,  und  man 
überzeugt  sich  durch  unmittelbare  Anschauung,  dass  dann  nach  der 
zu  Ende  des  §.  34  gegebenen  Regel  auch  die  Dreiecksfläche  OAG 
einen  positiven  Werth  hat.  Eben  so  leicht  gewahrt  man,  dass,  wenn 
entweder  A  von  der  positiven  auf  die  negative  Seite  von  m  rückt 
und  damit  OA  negativ  wird,  oder  wenn  0  G  negativ  wird,  oder  wenn 
sin  a  es  wird,  jedesmal  auch  die  Fläche  OAG  ihr  Zeichen  ändert, 
und  dass  somit  letztere  Formel  allgemeine  Gültigkeit  hat. 

Bezeichnet  man  daher  die  Coordinaten  von  C  mit  a,  b  und  die 
von  H  mit  f,  ff,  so  ist  in  jedem  Falle 

OA  G  =  ^aff  sin  a  ,         ebenso         OFB  =  i/*4  sin  a  , 

und  ergibt  sich  nach  der  Formel  in  b)  ah  Ausdruck  des  Inhaltes  des 
Dreiecks  OCH  durch  die  Coordinaten  seiner  Ecken: 

OCH=  ^(aff  —fb)  sin  a  . 

§.  36.  Um  jetzt,  den  in  §.  33  erhaltenen  Resultaten  gemäss, 
irgend  ein  vorgelegtes  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  leicht  be- 
urtheilen  und,  falls  es  eine  Resultante  hat,  dieselbe  berechnen  zu 
können,  wollen  wir  alle  Puncte  der  Ebene  auf  zwei  Axen  von  Co- 
ordinaten X  und  y  beziehen.  Der  Winkel  der  Axe  der  y  mit  der 
der  z  sei  gleich  a  (von  dessen  Bestimmung  dasselbe  gelte,  was  in 
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§.  35  von  der  Bestimmung  des  Winkels  der  Axe  n  mit  m  gesagt 
worden). 

Indem  wir  nun,  wie  in  dem  Vorhergehenden,  eine  in  der  Ebene 
wirkende  Kraft  C  ihrer  Intensität  und  Richtung  nach  durch  eine 
gerade  Linie  AB  ausdrücken,  seien  die  Coordinaten  des  Punctes  A 
mit  X,  y;  die  des  Punctes  B  mit  a:+  X>  y  +  ^  bezeichnet.  Hier- 
nach sind  X  und  Y  die  Projectionen  der  Linie  AB  auf  die  Axen 
der  X  und  der  y,  und  stellen  damit  zugleich  Kräfte  vor,  zu  denen 
sich  die  Kjraft  P  ebenso,  wie  die  Linie  AB  za  ihren  Projectionen 
verhält. 

Durch  X,  y,  X,  Y  ist  daher  die  Kraft  vollkommen  bestimmt: 
durch  Xj  y  ein  Punct  ihrer  Richtung,  und  durch  X,  Y  ihre  Inten- 
sität und  die  Winkel  ihrer  Richtung  mit  den  Coordinatenaxen,  — 
die  Winkel  schon  durch  das  Verhältniss  X :  Y.  Ist  nämlich  q>  der 
Winkel,  den  die  Kraft  AB  =  P  mit  der  Axe  der  x  macht,  d.  h.  der 
Winkel,  um  welchen  diese  Axe  nach  dem  vorher  als  positiv  bestimm- 
ten Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  sie  mit  P  parallel  wird,  und 
ihre  positive  Richtung  mit  der  Richtung  von  P  selbst,  nicht  mit  der 
entgegengesetzten,  übereinkommt,  so  folgt  aus  der  Betrachtung  des 
Dreiecks,  welches  von  AB  und  von  den  durch  A  und  B  mit  den 
Axen  der  x  und  y  gellten  Parallelen  gebildet  wird: 

P    ^  X         _     Y 

sin  a        sin  (a  —  (p)       sin  g)  ' 

wodurch  sich  X  und  Y  aus  P  und  ^,  und  umgekehrt  P  und  g)  aus 
X  und  Yj  finden  lassen. 

In  der  analytischen  Geometrie  ist  es  gewöhnlich,  einen  Punct, 
dessen  Coordinaten  x  und  y  sind,  durch  {x,  y)  auszudrücken.  Auch 
hier  werde  ich  von  dieser  Abkürzung  Gebrauch  machen,  und  zu- 
gleich auf  analoge  Weise  eine  Kraft,  deren  Projectionen  auf 
die  Axen  der  x  und  y  resp.  X  und  Ysind,  mit  (X,  Y)  bezeichnen. 

Eine  andere  Kraft  (X',  Y')  ist  hiernach  mit  (X,  Y)  parallel, 
wenn  X' :  X  =  Y' :  Y,  und  jenachdem  der  Exponent  dieser  Ver- 
hältnisse positiv  oder  negativ  ist,  haben  die  beiden  Kräfte  einerlei 
oder  entgegengesetzte  Richtungen.  Die  Kräfte  (X,  Y)  und  ( —  X, 
—  Y)  bilden  daher  im  Allgemeinen  ein  Paar,  halten  aber  einander 
das  Gleichgewicht,  wenn  die  parallelen  Richtungen  beider  zusammen- 
fallen. (X,  0)  ist  der  Ausdruck  einer  mit  der  Axe  der  x  parallel 
wirkenden  Kraft  X,  sowie  (0,  Y)  die  Kraft  Y  in  einer  mit  der  Axe 
der  y  parallelen  Lage  vorstellt;  u.  s.  w. 

§.37.  Bezeichnet  0  den  Anfangspunct  der  Coordinaten,  so  ist, 
wie  man   aus  der  analytischen  Geometrie  weiss,   und  wie   auch  in 
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§.  35  durch  statische  Betrachtungen  erwiesen  worden,  der  doppelte 
Inhalt  der  Dreiecksfläche  OAB,  von  deren  Ecken  A  und  B  die 
Coordinaten  resp.  x,  y  und  z+  X,  y  +  Y  sind, 

10AB=(x\y+  Y]  —  y[x+X])sina  =  (xY—yX)%\na  . 

Dies  ist  also  zugleich  das  Moment  der  durch  den  Pufict  (a:,  y) 
gehenden  Kraft  (X,  Y)  in  Bezug  auf  den  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten. 

Wird  das  Moment  nicht  in  Bezug  auf  den  Anfangspunct,  son- 
dern für  irgend  einen  anderen  Punct  H  der  Ebene,  dessen  Coordi- 
naten y,  g  sind,  verlangt,  so  kommt,  weil  für  diesen  als  Anfangs- 
punct die  vorigen  Coordinaten  x,  y  in  x — f,  y  —  g  übergehen: 

[(X  -/)  Y-{t,-g)  X]  sin  a  . 

Hat  man  daher  ein  System  von  Kräften  (X,  Y),  (X',  Y'), 
(X",  Y"),  ...  in  einer  Ebene,  welche  resp.  durch  die  Puncte  (a:,  y), 
(^'>  y')>  {^\  j/')i  •••  gehen,  so  erhält  man  das  Moment  des  ganzen 
Systems  in  Bezug  auf  den  Punct  H  oder  (/,  y),  wenn  man  nach 
letzterer  Formel  das  Moment  jeder  Kraft  einzeln  entwickelt  und  alle 
diese  Momente  in  eine  Summe  bringt. 

Dies  gibt,  wenn  das  Moment  des  Systems  in  Beziehung  auf  H  mit 
(H)  bezeichnet  y  und  die  von  den  Coordinaten  dieses  Punctes  unabhän- 
gigen Summen 

X  +  X'   +  X"    -f. =A 

Y^  Y  +r'    + =  B 

a?r— yX  +  ar'r  — y'X'-h...  =N 
gesetzt  werden: 

(H)  =  {gA—fB  +  N)Bina  . 

Mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  für  das  Moment  eines  Systems  von 
Kräften  in  einer  Ebene  lassen  sich  nun  alle  hierher  gehörigen  Auf- 
gaben ohne  Schwierigkeit  lösen. 

§.  38.  Soll  erstlich  das  System  im  Gleichgewichte  sein,  so  muss 
für  jede  Lage  des  Punctes  H  in  der  Ebene,  also  für  alle  Werthe, 
die  f  und  g  annehmen  können,  das  Moment  (H)  =  0  sein  (§.  33,  A). 
Dieses  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn: 

A  =  0  ,         B  =  0  ,         N=0  ; 

und  umgekehrt  wird,  wenn  diese  Gleichungen  erfüllt  werden,  für 
jeden  Ort  von  H,  [H)  =  0,  und  findet  somit  Gleichgewicht  statt 
(§.  33,  A*). 

Daher  sind  diese  drei  Gleichungen  die  7iothwendigen  und  hinreichen-- 
den  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht, 
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Die  zwei  ersten  drücken  aus,  dass  die  Summe  der  Projectionen 
der  Kräfte  auf  die  Axe  der  x^  und  die  Summe  der  Projectionen  auf 
die  Axe  der  y,  jede  für  sich,  gleich  Null  ist.  Die  dritte  Gleichung 
gibt  zu  erkennen,  dass  das  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  den 
Anfaugspunct  der  Coordinaten  gleich  Null  ist.  Denn  versetzt  man 
H  in  den  Anfaugspunct,  so  werden  f  und  g  gleich  Null  und  damit 
(fi')  =  iVsina. 

Uebrigens  würde  man  zu  diesen  drei  Bedingungsgleichungen 
schon  gekommen  sein,  wenn  man  nur  für  drei  Puncte  (f^  g),  {f  ^  y'), 
[f'\  g\  wobei  nicht  die  Relation 

fW  -  f)  +f  (9"  -  9)  +n9  -  y')  =  0 

obwaltet,  das  Moment  gleich  Null  gesetzt  hätte;  —  übereinstimmend 
damit,  dass,  wenn  das  Moment  für  drei  Puncte  der  Ebene,  die  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  gleich  Null  ist,  es  damit  auch  für  alle 
übrigen  Puncte  der  Ebene  verschwindet. 

§.  39.  Soll  zweitens  sich  das  System  auf  ein  Paar  reduciren, 
so  muss  (II)  für  jede  Lage  des  Punctes  H  von  constanter  Grösse, 
also  unabhängig  von  /  und  g  sein  (§.  33,  B).  Dies  führt  zu  den 
zwei  Gleichungen  ^  =  0,  JB  =  0,  wodurch  (H)  den  constanten 
Werth  N  sin  a  erhält,  welcher  nicht  Null  sein  darf.  Sind  umgekehrt 
A  und  B  gleich  Null,  so  ist  [H)  für  alle  Werthe  von  y  und  g  von 
derselben  Grösse,  und  das  System,  wenn  es  nicht  im  Gleichgewichte 
ist,  hat  ein  Paar  zur  Resultante  (§.  33,  B*),  dessen  Moment  seinem 
Sinne  und  seiner  Grösse  nach  durch  iV  sin  a  gegeben  ist. 

Die  Bedingungen,  dass  die  Summen  der  Projectionen  der  Kräfte 
auf  die  Axen  der  x  und  y  einzeln  gleich  Null  sind,  sind  demnach 
hinreichend  und  nothwendig,  um  uns  zu  vergewissem,  dass  das 
System,  wofern  es  nicht  im  Gleichgewichte  ist,  sich  auf  ein  Kräfte- 
paar reducirt.  Man  bemerke  hierbei  noch,  dass,  wenn  die  Kräfte 
durch  Parallelen  mit  der  Axe  der  y  (der  x)  auf  die  Axe  der  x  (der 
y)  projicirt  werden,  und  die  Summe  der  Projectionen  Null  ist,  sie 
dieses  bleibt,  wenn  man  statt  der  Axe  der  x  (der  y)  irgend  eine 
andere  Gerade  der  Ebene  zur  Projectionslinie  wählt.  Da  also  die 
Lage  der  Geraden,  auf  welche  projicirt  wird,  hierbei  nicht  in  Rück- 
sicht kommt,  so  können  wir,  diese  Gerade  ganz  unerwähnt  lassend, 
das  eben  erhaltene  Resultat  folgendergestalt  ausdrücken: 

Werden  die  Kräfte  zu  zweien  Malen,  Jedes  Mal  dui'ch  Parallelen 
mit  einer  anderen  Richtung  in  de7'  Ebe7ie,  projicirt,  und  ist  beids  Male 
die  Summe  der  Projectionen  Null,  so  halten  sich  die  Kräfte  das  Gleich- 
gemchtf   oder  sie  redudren  sich  auf  ein  Paur,  und  die  Summe  der 
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Projectionen  ist  auch  für  Jede  dritte  Richtung  der  projidrenden  Pa- 
rallelen Null. 

Denken  wir  uns  die  Projectionen  als  in  der  Axe  selbst,  worauf 
projicirt  >vird,  wirkende  Kräfte,  so  können  ^vir  statt  des  Ausdrucks: 
die  Summe  der  Projectionen  sei  Null,  nach  §.  14,  rf  auch  sagen:  die 
Projectionen  der  Kräfte  seien  im  Gleichgewichte  mit  einander. 

§.  40.  Werden  die  Bedingungen  ^  =  0,  S  =  0  nicht  erfüllt, 
so  hat  das  System  eine  einfache  Resultante.  Sie  sei  (X,,  YJ,  und 
(x, ,  y,)  ein  beliebiger  Punct  ihrer  Richtung.  Da  die  Resultante,  in 
gerade  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  mit  dem  Systeme  das 
Gleichgewicht  hält,  so  hat  man,  um  sie  zu  bestimmen,  nur  die  Be- 
dingungen für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  des  Systems 
und  einer  durch  den  Punct  [x^ ,  y J  gehenden  Kraft  ( —  X^ ,  —  FJ 
niederzuschreiben.     Diese  Gleichungen  sind  (§.  38): 

Hieraus  folgt: 

X,  =  A,         Y,  =  B^       x,B-y,A  =  N. 

Nach  den  zwei  ersten  dieser  drei  Gleichungen  sind  die  Projec- 
tionen der  Resultante  auf  die  Axen  der  x  und  y  resp.  den  Summen 
der  Projectionen  der  gegebenen  Kräfte  auf  dieselben  Axen  gleich, 
oder  mit  anderen  Worten  (vergl.  §.  39) : 

Werden  die  Kräfte  und  ihre  Resultante  auf  eine  und  dieselbe 
Linie  der  Ebene  projicirt^  so  ist  die  Projection  der  Resultante  die  Re- 
sultante der  Projectiofien  der  Kräfte, 

Hiermit  ist  die  Resultante  ihrer  Grösse  und  den  Winkeln  nach, 
die  sie  mit  den  Axen  bildet,  bestimmt. 

Die  dritte  Gleichung  gibt  je  zwei  zusammengehörige  Werthe  der 
Coordinaten  eines  Punctes  in  der  Richtung  der  Resultante  und  ist 
daher  die  Gleichung  dieser  Linie,  deren  Lage  somit  vollkommen 
bestimmt  ist.  Auch  erkennt  man  aus  den  Coefficienten  von  x^  und 
y  t ,  dass  diese  Linie,  wie  gehörig,  mit  den  Axen  der  x  und  y  dieselben 
Winkel  macht,  welche  sich  aus  den  Werthen  von  X|  und  Y^  für 
die  Richtung  der  Resultante  ei^eben.  Findet  sich  JV=0,  so  geht 
die  Resultante  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten. 

Zusatz.  Auf  eben  die  Art,  wie  wir  jetzt  von  einem  Systeme, 
welches  eine  einfache  Resultante  hatte,  dieselbe  fanden,  lässt  sich 
auch  der  Fall  in  §.  39,  wo  A  und  B  gleich  Null,  behandeln,  indem 
man  durch  ELinzufiigung  zweier  Kräfte  das  Gleichgewicht  herzustellen 
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sucht.  Denn  man  sieht  sogleich,  dass  durch  den  Zusatz  einer  ein- 
zigen Kraft  die  Summen  der  Projectionen  nicht  mehr  gleich  Null 
bleiben  können,  wie  doch  zum  Gleichgewichte  erforderlich  ist.  Seien 
daher  ( — X^y  — YJ,  ( — X,,  — Yj)  die  zwei  neuen  Kräfte  und 
(^u  yi)>  (^«»  y«)  Pallete  ihrer  Richtungen,  so  hat  man,  wenn  diese 
Kräfte  mit  dem  System  im  Gleichgewichte  sein  sollen: 

-X,-X,  +  ^  =  0  ,        -Y,-Y,  +  B  =  0  , 

folglich,  weil  A  und  B  gleich  Null  sind: 

X^  =  —  X|   ,  Yj  =  —  ^i  » 

d.  h.  die  zwei  neuen  Kräfte  bilden  ein  Paar  (§.  36).  Die  dritte  Glei- 
chung aber  drückt  bloss  aus,  dass  das  Moment  dieses  Paares  dem 
Momente  des  gegebenen  Systems  gleich  ist,  ohne  etwas  weiteres  über 
die  Grösse  der  Kräfte  und  ihre  Richtungen  kund  zu  geben,  —  über- 
einstimmend mit  dem  in  §.  39  erhaltenen  Resultat  und  mit  der 
Eigenschaft  der  Paare,  dass  sie  in  ihrer  Ebene,  wohin  man  will,  ver- 
legt werden  können. 

§.41.  Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  noch  die  zwei 
speciellen  Fälle,  wenn  sich  alle  Kräfte  des  Systems  in  einem  Puncte 
schneiden,  und  wenn  sie  alle  mit  einander  parallel  sind. 

Den  ersteren  Fall  anlangend,  nehme  man  der  Einfachheit  willen 
den  gemeinschaftlichen  Schneidepunct  der  Richtungen  zum  Änfangs- 
puncte  der  Coordinaten.  Hierdurch  wird  das  Moment  einer  jeden 
Kraft  in  Bezug  auf  den  Anfangspunct,  als  einen  Punct  ihrer  Rich- 
tung, gleich  Null  (§.  30).  Es  ist  daher  auch  N,  oder  die  Summe 
aller  Momente  in  Bezug  auf  den  Anfangspunct,  gleich  Null,  und  es 
bleiben  für  das  Gleichgewicht  eines  solchen  Systems  nur 

^  ==  0       und      B  =  0 

als  Bedingungsgleichungen  übrig.  Werden  sie  nicht  erfüllt,  so  hat 
das  System  eine  durch  den  Anfangspunct  gehende  Resultante  (X^ , 

r,),  wo 

d.  h. :  Wenn  sich  alle  Kräfte  des  Systems  in  einem  Puncte  schneiden, 
so  hat  das  System  eine  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  der  Kräfte 
treffende  Resultante  (-4,  B). 

§.  42.  Zusätze,  a)  Die  zwei  Gleichungen  -4  =  0,  JB  =  0  er- 
gaben sich  in  §§.38  und  39  als  die  Bedingungen,  unter  denen  das 
Moment  irgend  eines  Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene  für  jeden 
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Punct  der  Ebene  entweder  Null  oder  überhaupt  constant  war.  Dem 
jetzt  Gefundenen  gemäss  können  wir  diese  Bedingungen  für  die 
Unveränderlichkeit  des  Moments  auch  so  ausdrücken: 

Die  Kräfte  müssen^  wenn  sie  parallel  mit  sich  fortgeführt  werden^ 
so  das8  ihre  Richtungen  sich  in  einem  Puncte  schneiden^  einander  das 
Gleichgewicht  halten. 

Dasselbe  fliesst  auch  aus  §.  32,  wo,  wenn  das  System  S  im 
Gleichgewichte  sein  oder  sich  auf  ein  Paar  reduciren  soll,  das  System 
Vj  d.  h.  die  parallel  mit  den  Kräften  des  Systems  S  durch  einen 
und  denselben  Punct  gelegten  Kräfte,  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

b)  Besteht  das  System  nur  aus  zwei  sich  schneidenden  Kräften, 
so  nehme  man  die  Richtung  der  einen  Kraft  zur  Axe  der  x,  die 
Richtung  der  anderen  zur  Axe  der  y,  und  bezeichne  daher  die  Kräfte 
mit  (X,  0),  (0,   y).     Hieraus  folgt 

A  =  X  ,        B=  r , 

und  die  Resultante  ist  (X,  Y),  Von  zwei  sich  schneidenden  Kräften 
wird  folglich  die  Resultante  ebenso  gefunden,  wie  aus  den  zwei  Pro- 
jectionen  einer  Linie  sie  selbst  hergeleitet  wird,  also  dadurch,  dass 
man  aus  den  zwei  Kräften  ein  Parallelogramm,  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  (§.  27),  construirt,  von  welchem  dann  die  durch 
den  Schneidepunct  der  Kräfte  gehende  Diagonale  die  Resultante 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  vorstellt. 

c)  Die  Projectionen  einer  Kraft  auf  die  beiden  Axen  sind  daher 
nichts  anderes,  als  die  zwei  Kräfte,  welche  man  erhält,  indem  man 
erstere  Kraft  in  irgend  einem  Puncte  ihrer  Richtung  in  zwei  andere, 
parallel  mit  den  beiden  Axen  zerlegt.  In  dieser  Bedeutung  die  Pro- 
jectionen genommen,  wird  umgekehrt  die  Richtigkeit  des  obigen 
Verfahrens,  um  von  mehreren  auf  einen  Punct  wirkenden  Kräften 
die  Resultante  zu  finden,  noch  einleuchtender.     Es  sind  nämlich 

X,  =  X  +  X'  + . . .     und     r,  =  Y+  y  +  . . . 

die  in  den  Axen  der  x  und  y  wirkenden  Resultanten  der  zwei  Sy- 
steme, die  durch  Zerlegung  jeder  Kraft  des  gegebenen  Systems  nach 
diesen  zwei  Axen  hervorgehen.  Die  Resultante  von  X^  und  Y^y 
oder  die  Kraft  (X^,  FJ,  muss  folglich  die  Resultante  des  ganzen 
Systems  sein. 

§.  43.  Der  zweite  specielle  Fall,  dem  ^vir  noch  Aufmerksam- 
keit widmen  wollen,  ist  der,  wenn  alle  Kräfte  des  Systems  einander 
parallel  sind.  Werde  dann,  um  möglichst  einfache  Formeln  zu  er- 
halten, die  Axe  der  x  mit  den  Kräften  parallel  gelegt,  so  sind,  wel- 
ches auch  die  Richtung  der  Axe  der  y  sein  mag,    F,    Y\    F',   ... 
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gleich  Null.  X,  X',  X",  ...  drücken  dann  die  Kräfte  des  Systems 
selbst  aus,  und  es  werden: 

B  =  0  ,         iV=— yX  — y'X'  — y"X"  — ... 

Die  drei  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  (§.  38)  reduciren  sich 
hiermit  auf  die  zwei: 

A  =  0  ,         N=0  , 

d.  h.  Wenn  alle  Kräfte  des  Systems  einander  parallel  sind  und  Gleich-- 
gewicht  stattfinden  soll,  so  müssen  die  Summe  der  Kräfte  und  die 
Summe  ihrer  Momente  vi  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punct  der  Ebene 
beiderseits  gleich  Null  sein. 

Ist  bloss  A  =  Q^  so  hat  das  System  ein  Paar  zur  Resultante, 
dessen  Moment  gleich  N  sin  a . 

Wenn  A  nicht  gleich  Null  ist,  so  reducirt  sich  das  System  auf 
eine  einfache  Kraft.  Sei  diese,  wie  in  §.  40,  (X^,  YJ,  und  (ar^,  yj 
ein  Punct  ihrer  Richtung,  so  ist  nach  den  dortigen  Formeln: 

X,  =  ^,         r,  =  0,         —y,A  =  N, 

Die  Resultante  ist  demnach  (A,  0),  d.  h.  mit  der  Äxe  der  z  pa- 
rallel, also  parallel  mit  den  Kräften  des  Systems,  und  der  Summe 
derselben  gleich.  Der  Abstand  y^  der  Resultante  von  einem  belie- 
bigen Puncte  der  Ebene  ergibt  sich  aus  den  Kräften  X,  X',  ...  und 
ihren  Abständen  y,  y',  ...  von  demselben  Puncte  mittelst  der  dritten 
Gleichung  und  ist: 

_       N_yX  +  y'X'+y"X'  +  ... 
^'  A~    X+     X'+     X'-f-...  * 

Wird  dieser  Punct  in  der  Resultante  selbst  genommen,  sind  also 
V)  y\  l/\  •••  die  Abstände  der  Kräfte  von  ihrer  Resultante,  so  ist 
y^  =  0  und 

yX  +  y'X'-i-y"X"H-...  =  0  . 

Bei  bloss  z^vei  Kräften  hat  man 

yX  +  y'X'  =  (i  , 
folglich 

y  :  y'  =  X' :  —  X  ; 

d.  h.  die  Abstände  z^veier  parallelen  Kräfte  von  ihrer  Resultante, 
die  in  diesem  speciellen  Falle  ebenso,  wie  in  dem  allgemeinen,  mit 
den  Kräften  parallel  geht  und  ihrer  Summe  gleich  ist,  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  Kräfte,  und  die  Kräfte  liegen,  wenn  sie  einerlei 
Richtung  haben,  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Resultante  (vergl. 
§.  26). 
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Geometrische  Folgerungen. 

§.  44.  Das  Moment  eines  Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene 
ist  entweder  für  alle  Puncte  der  Ebene  von  constanter  Grösse 
(§.  39),  —  Null  mit  eingeschlossen,  wo  Gleichgewicht  stattfindet  — 
oder  es  ist  von  einem  Puncte  zum  anderen  veränderlich,  und  alsdann 
lässt  sich  aus  den  Kräften  des  Systems  eine  neue  Kraft,  die  Resul- 
tante, finden  von  der  Beschaffenheit,  dass  für  jeden  Punct  der  Ebene 
das  Moment  des  Systems  dem  Momente  dieser  neuen  Kraft  gleich  ist. 

Da  nun  das  Moment  einer  Kraft  AB  in  Bezug  auf  den  Punct 
31  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  MAB  gleich  ist  (§.  37),  so 
lässt  sich  der  voranstehende  Satz  von  den  Momenten  auf  folgende 
Axt  rein  geometrisch  darstellen: 

Hat  man  ein  System  gerader  Linien  AB,  CD,  ...in  einer  Bbe?ie, 
80  ist  die  algebraische  (§.  34)  Summe  der  Dreiecke  MAB,  MCD,  . . . , 
welche  diese  Liniefi  zu  Grundlinien  und  einen  und  denselben  Punct  M 
der  Ebene  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  entweder  für  jeden  Ort 
dieses  Punctes  von  einerlei  Grösse,  oder  von  eifiem  Orte  zum  anderen 
veränderlich.  Im  letzteren  Falle  aber  lässt  sich  in  der  Ebene  noch 
eine  Linie  von  solcher  Lage  und  Grösse  angeben,  dass  für  jeden  Punct 
der  Ebene  jene  Summe  von  Dreiecken  dem  Dreiecke  gleich  ist,  welches 
denselben  Punct  zur  Spitze  und  diese  letztere  Linie  zur  Basis  hat. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Geometrie  selbst  zu 
beweisen  suchen,  indem  dieses  zu  mehrerer  Veranschaulichung  eini- 
ger der  vorigen  Sätze  dienen,  und  zur  Entwickelung  einiger  neuen 
das  Gleichgewicht  betreffenden  Beziehungen  Gelegenheit  geben  wird. 
Um  aber  den  Beweis  in  möglichster  Allgemeinheit  fuhren  zu  können, 
ist  es  nöthig,  folgende  Sätze  vorauszuschicken. 

§.  45.  Lehnsätze.  1)  Sind  A,  B,  C  drei  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte,  D  ein  vierter  ausserhalb  der  Geraden,  so  ist,  ebenso 
wie  in  §.  25 

AC=AB  +  BC=AB—CB  , 

u.  s.  w.  war,  auch  mit  Vorsetzung  von  D,  das  Dreieck 

DAC  =  DAB  +  DBC  =  DAB  —  DGB  =  Vi.  9.  w. 

und  es  verhalten  sich: 

AB  :  BC:  CA=  DAB  :  DBC:  DCA  . 

Nur  müssen  dabei  nach  der  in  §.  34  gegebenen  Regel  stets  die  Vor- 
zeichen der  Dreiecke  gehörig  berücksichtigt  werden. 
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2)  Ist  3/  ein  beliebiger  Punct  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC, 
so  ist  immer 

MAB  +  MBC+MCA  =  ABC  . 

Beweis.  Von  den  drei  Geraden,  welche  M  mit  den  Ecken  des 
Dreiecks  verbinden,  wird  wenigstens  eine,  es  sei  AMj  die  der  Ecke 
A  gegenüberliegende  Seite  BC  schneiden.  Geschehe  dieses  in  Z, 
so  ist  nach  1) 

ABC=ABZ  +  AZC  ]       .,   ^    ^    ^ 

\  weil  B,  C,  Z 
MBZ  =  MBC+MOZ  J  ^»  ^>  -^ 


BZA  =BZM+BMA 

CAZ  =  CAM+  CMZ 


\  weü  A,  M,  Z 


in  einer  Geraden  liegen.  Addirt  man  diese  vier  Gleichungen  und 
bemerkt,  dass  nach  §.  34 

ABZ  =  BZA  , 

u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung,  die  daher  rich- 
tig ist,  mag  M  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  liegen, 
wenn  nur  die  Vorzeichen  der  Dreiecke  gehörig  beachtet  werden. 

3)  Ebenso,  wie  naoh  dem  jetzt  Erwiesenen,  die  algebraische 
Summe  der  drei  Dreiecke,  welche  die  Seiten  eines  Dreiecks  zu 
Grundlinien  und  einen  Punct  M  in  der  Ebene  des  letzteren  zur  ge- 
meinschaftlichen Spitze  haben,  dem  letzteren  Dreiecke  selbst  gleich, 
und  daher  von  der  Lage  von  M  unabhängig  ist,  so  ist  auch  bei 
jedem  ebenen  Vielecke  von  mehreren  Seiten  die  algebraische  Sunmie 
der  über  den  Seiten  sich  erhebenden  und  in  einer  gemeinschaftlichen 
Spitze  M  zusammenstossenden  Dreiecke  für  jeden  Ort  von  M  in  der 
Vielecksebene  von  gleicher  Grösse. 

Denn  sind  A^  B,  Cj  D  die  vier  auf  einander  folgenden  Ecken 
eines  Vierecks,  so  ist  diese  Summe 

MAB  +  MBC  +  MCD  +  MDA 
=  MAB  +  MBC  +  MCA  +  MAC  +  MCD  +  MDA  , 

weil 

MCA  +  MAO=0  . 

Letztererer  Ausdruck  der  Summe  zieht  sich  aber  nach  §.45,  2  zu- 
sammen in 

ABC+ACD 

und  ist  daher  von  M  unabhängig. 

Sind  femer  -4,  B,  C,  D,  E  die  fünf  auf  einander  folgenden 
Ecken  eines  ebenen  Fünfecks,   so  ist  die  Summe  der  fünf  Dreiecke 
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MAB  +  MBC  +  MCD  +  MDE+  MEA 
=  MAB  +  MB  C  +  MCD  +  MDA  +  MAD  +  MDE  +  MEA 
=  ABC  +ACD  +  ADE  , 

also  gleichfalls  von  M  unabhängig;  und  auf  dieselbe  Art  lässt  sich 
die  Unabhängigkeit  der  Summe  MAB  +  ...  von  M  auch  bei  jedem 
mehrseitigen  Vielecke  darthun. 

Ist  nun  das  Vieleck  ein  gewöhnliches,  d.  h.  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  keine  zwei  seiner  Seiten  sich  innerhalb  ihrer  Grenzpuncte 
schneiden,  so  erhellt  ohne  Weiteres,  dass  die  Summe 

ABC+ACD  +  ... 

den  Flächeninhalt  des  Vielecks  ausdrückt.  Der  Analogie  nach  wird 
daher  auch  in  dem  Falle,  wenn  der  Perimeter  des  Vielecks,  bevor 
er  in  sich  zurückkehrt,  sich  selbst  ein  oder  mehrere  Male  schneidet, 
dieselbe  von  M  unabhängige,  von  jeder  Seite  aber  auf  gleiche  Weise 
abhängige  Summe  MAB  +  MBC  +  ,,.  der  Inhalt  des  Vielecks 
genannt  werden  müssen. 

Liegen  z.  B.  die  vier  Ecken  A,  Bj  C,  D  eines  Vierecks  so,  dass 
von  den  vier  Seiten  AB^  BCy  CD,  DA  die 
erst«    und    dritte    sich   innerhalb    ihrer   End- 
puncte    in   G   (vergl.   Fig.    17)    schneiden,    so 
haben  die  zwei  Dreiecke  der  Summe 

ABC+ACD 

entgegengesetzte  Zeichen   und  die  Summe  ist 
dem  Unterschiede  der  Dreiecke 

Fig.  17. 

GBC—GAD 

gleich.  Als  der  Inhalt  eines  solchen  Vierecks  ist  daher  dieser  Unter- 
schied anzusehen,  so  dass,  wenn  DB  mit  AC  parallel  läuft,  und 
mithin  GBO  und  GAD  einander  gleich  sind,  der  Inhalt  gleich 
Null  ist. 

Von  der  Summe  der  Dreiecke 

MAB  +  MBC+... 

kann  man  sich  eine  sehr  anschauliche  Vorstellung  machen,  wenn 
man  sich,  ^vie  in  §.  34,  jedes  dieser  Dreiecke  durch  die  Bewegung 
einer  geraden  Linie  um  3/,  als  um  den  einen  ihrer  Endpuncte,  ent- 
standen denkt,  während  der  andere  Endpunct  die  gegenüberstehende 
Seite  ABj  oder  BCy  ...  durchläuft. 

Die  Summe  der  Dreiecke  MA  B ,  MB  C,  . . . ,  oder  die  Fläche 
des  Vielecks^  lässt  sich  daher  als  die  Fläche  betrachten^  welche  erzeugt 
unrd,  indem  eine  Gerade,  toelche  von  einem  tvillMrlich  in  der  Viel- 
ecksebene  zu  bestimmenden  Pu7wte  M  ausgeht j  mit  ihrem  anderen  End^ 
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Fig.  IS. 


puncte  deti  Perimeter  des  Vielecks  beschreibt;  nur  dass  dabei  Theile 
der  Fläche^  bei  welchen  die  Bewegung  um  M  nach  entgegengesetztem 
Sinne  geht^  als  sich  gegenseitig  aufhebend  genommen  werden  müssen, 

Uebrigens  werden  wir,  wie  gewöhnlich,  die  Fläche  eines  Viel- 
ecks durch  Nebeneinanderstellung  der  Ecken  in  der  Ordnung,  nach 
welcher  sie  im  Perimeter  auf  einander  folgen,  ausdrücken,  so  dass 
hiernach  von  dem  Vierecke  AB  CD  z.  B.  das  Viereck  BCDA  weder 
der  Grösse  noch  dem  Zeichen  nach  verschieden  ist,  dagegen  ^JD  CS 
ein  Viereck  ausdrückt,  das  mit  dem  ersteren  zwar  einerlei  absolute 
Grösse,  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat,  ACBD  aber  ein  von 
AB  CD  ganz  verschiedenes  Viereck  darstellt. 

4)  Wird  in  dem  Ausdrucke  ABC  eines 
Dreiecks  statt  eines  der  drei  Puncte,  z.  B. 
statt  B  j  ein  anderer  E  gesetzt,  der  mit  dem 
ersteren  in  einer  der  gegenüberstehenden 
Seite  CA  parallelen  Geraden  liegt,  so  ist 
das  neue  Dreieck  AEC  dem  ersteren  ABC 
sowohl  der  absoluten  Grösse,  als  auch  dem 
Zeichen  nach,  gleich. 
5)  Ist  AB  CD  (vergl.  Fig.  18)  ein  Parallelogramm,  und  M  ein 
beliebiger  Punct  in  dessen  Ebene,  so  ist 

MAB  +  MCD  =  MBC -^  MDA  =  \ABCD  , 

Beweis.  Man  ziehe  durch  M  mit  AB  eine  Parallele,  welche 
DA  in  L  treffe,  so  ist,  nach  §.  45,  4, 

MAB  =  LAB      und      MCD  =  LCD  =  LBD  , 

folglich: 

MAB  +  MCD  =  LAB  +  LBD 

=  BDL  +  BLA  =  BDA  (§.45,  1) 

=iABCD ; 

und  ebenso  wird  gezeigt,  dass  auch 

MBC+MDA  =  \ABCD  . 

Dieser  Satz  ist,  statisch  betrachtet, 
offenbar  kein  anderer,  als  der  schon  in 
§.  31  bewiesene,  dass  die  Summe  der 
Momente  der  zwei  Kräfte  eines  Paares 
für  jeden  Punct  in  der  Ebene  des  Paa- 
res von  gleicher  Grösse  ist. 

Fig.  10.  §.  46.     Wir  lassen  jetzt  den   Be- 

weis  des   Satzes   in   §.  44   folgen.     Sei 
A^B^j   B^C^,    C^D^   (vergl.  Fig.  19)    ein   System    gerader  Linien   in 
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einer  Ebene,  und  die  Summe  der  Dreiecke  zu  untersuchen ^  welche 
diese  Linien  zu  Grundlinien  und  irgend  einen  Punct  M  der  Ebene 
zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben.  —  Durch  einen  beliebigen 
Punct  A  der  Ebene  ziehe  man  die  Linie  AB  gleich  und  parallel 
mit  A^B^\  durch  B  die  Linie  BC  gleich  und  parallel  mit  B^C^\ 
durch  C  die  Linie  CD  gleich  und  parallel  mit  C^D^,  Alsdann  ist 
{§.  45,  5),  wo  auch  der  Punct  M  genommen  wird: 

MA,B^  +  MBA  =  AA,B^  , 
oder 


und  ebenso 


MA,B^  =  MAB  +  AA,B^ 


MB,C^  =  MBC  +  BB,C^    , 

MC,D^  =  MCD  +  CC, D^   . 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  setzt  die  zu  untersuchende 
Summe  der  Dreiecke 

MA^B^  +  MB,C^'+-MC^D^  =  S  , 
die  Summe 

AA^B^  +  BB^C^  +CC,D^  =  z/, 

und  bemerkt,  dass  nach  §.  45,  3 

MAB  +  MBC+  MCD  +  MDA  =  ABCD, 

so  kommt: 

(a)  S  =  ABCD  +  J  —  MDA  . 

Tritt  demnach  bei  der  eben  gemachten  Construction  der  specielle 
Fall  ein,  dass  der  letzte  Punct  D  der  gebrochenen  Linie  AB  CD 
mit  dem  ersten  A  zusammenfällt,  so  wird 

MDA  =  0  , 

das  Vieleck  AB  CD  geht  in   eines  mit    einer  um    eins   geringeren 
Seitenzahl  ABC  über,  und  man  erhält: 

S=ABC+J  , 

d.  h.  die  Summe  S  ist  für  jeden  Ort  von  M  von  constanter  Grösse. 
Fällt  aber  D  mit  A  nicht  zusammen,  so  sei  D^  A^  eine  der  Linie 
DA  gleiche  und  parallele  Linie  und  man  hat 

MD,A^  =  MDA  +  DD,A^  , 

und,  wenn  man  den  hieraus  fliessenden  Werth  von  MDA  in  {a)  sub- 
stituirt: 

S=ABCD  +  J  +  DD^A^  —  MD^A^  , 

Bestimmt  man  nun  den  noch  willkürlichen  Abstand  der  Linien 
D^A^  und  DA  so,  dass  das  Dreieck 

DA^D,  =  ABCD  +  J  , 

Mob  ins  Werke  III.  5 
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so  wird 

Man  hat  somit  eine  Linie  A^  D^  gefunden,  welche  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  für  jeden  Ort  der  gemeinschaftlichen  Spitze  M  die  Summe 
der  Dreiecke  über  den  gegebenen  Linien  A^ B^ .  B^C^,  C^ D^  dem 
Dreiecke  über  A^D^  gleich  ist. 

§.  47.  Zusätze,  a)  Aus  der  Gleichung  S  ^  MA^D^  folgt, 
dass,  wenn  M  in  A^D^  selbst  liegt,  S  gleich  Null  ist,  dass  für  alle 
Puncte  My  welche  mit  A^D^  in  einer  Parallele  li^en,  S  gleiche 
Werthe  hat,  und  dass  überhaupt  der  Werth  von  S  dem  Abstände 
des  3f  von  A^D^  proportional  ist. 

b)  Werden  durch  A^B^,  ^kG^i  f^i^t  Kräfte  vorgestellt,  so  ist 
A^D^  die  Resultante  derselben.  Die  Resultante  eines  Systems  von 
Kräften  kann  daher  ihrer  Grösse  und  den  Winkeln  nach,  welche 
sie  mit  den  Kräften  bildet,  auch  geftinden  werden,  wenn  man  die 
den  Kräften  proportionalen  Linien,  in  beliebiger  Folge  genommen, 
parallel  mit  sich  so  fortbewegt,  dass  der  Anfangspunct  jeder  folgen- 
den mit  dem  Endpuncte  der  nächstvorhergehenden  zusammenfallt, 
und  somit  eine  zusammenhängende  gebrochene  Linie  entsteht.  Die 
vom  Anfangspuncte  dieser  gebrochenen  Linie  bis  zu  ihrem  Endpuncte 
geführte  Gerade  ist  dann  der  Resultante  gleich  und  parallel.  Fallen 
aber  der  Anfangs-  und  Endpunct  der  gebrochenen  Linie  zusammen, 
so  dass  die  Kräfte  nach  ihrer  parallelen  Fortbewegung  ein  geschlos- 
senes Vieleck  bilden,  so  hat  das  System  keine  einfache  Resultante, 
sondern  reducirt  sich  entweder  auf  ein  Paar,  oder  ist  im  Gleichge- 
wichte. 

c)  Kräfte  in  einer  Ebene,  die  durch  die  Seiten  eines  geschlossenen 
Vielecks  ABC  ...  dargestellt  toerden,  sind  daher  immer  gleichwirkend 
mit  einem  Paare  oder  im  Gleichgevnchte.  Das  Moment  des  Paares  ist 
gleich  2MAB  +  2MB C-{-  . . . ,  also  dem  doppelten  Inhalte  des  Vielecks 
gleich,  und  tcenn  dieser  Inhalt  sich  gleich  Null  ßndet,  so  herrscht 
Gleichgeicicht.  Sind  daher  z.  B.  ABC  ...  und  FGH  ...  zwei  in 
einer  Ebene  beliebig  gelegene  Vielecke  von  gleichem  Inhalte,  so  sind 
die  zwei  Systeme  von  Kräften  AB,  BC  .,.  und  FG,  GH  ...  von 
gleicher  Wirkung. 

d)  Ist  AB  CD  ein  ebenes  Vieleck  und  sind  A',  B',  C,  />'  die 
Projectionen  seiner  Ecken  auf  eine  in  einer  Ebene  enthaltene  Ge- 
rade, —  gleichviel,  unter  welchem  Winkel  die  mit  einander  paralle- 
len projicirenden  Linien  die  Gerade  schneiden,  —  so  ist  die  Summe 
der  Projectionen  der  Seiten  gleich  dem  Ausdrucke 
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A'B'  +  B'C'  +  CD'  +  UA'  , 

also  immer  gleich  Niill;  und  ebenso  ist  die  Summe  der  Projectionen 
der  Theile  einer  gebrochenen  Linie  AB  CD,  also 

A'B'  +  B'C  +  CD'  =  A'D'  , 

d.  i.  gleich  der  Projection  der  vom  Anfange  bis  zum  Ende  der  ge- 
brochenen Linie  gezogenen  Geraden.  Da  nun  bei  paralleler  Fort- 
bewegung einer  Linie  die  Projection  derselben  ihrer  Grösse  nach  sich 
nicht  ändert,  so  ist,  wenn  die  Summe  der  Dreiecke  in  §.  46  für  alle 
Puncte  der  Ebene  unverändert  bleibt,  die  Summe  der  Projectionen 
der  Linien  des  Systems  auf  jede  Gerade  in  der  Ebene  gleich  Null. 
Hat  aber  das  System  eine  Resultante,  so  ist  die  Summe  der  Projec- 
tionen der  Projection  der  Resultante  gleich. 

Ist,  umgekehrt,  für  eine  gewisse  Richtung  der  projicirenden 
Linien  die  Summe  der  Projectionen  gleich  Null,  so  schliessen  wir, 
dass,  wenn  die  Linien  des  Systems  durch  parallele  Fortbewegung  zu 
einer  gebrochenen  Linie  vereinigt  werden,  der  Anfangs-  und  End- 
punct  dieser  gebrochenen  in  einer  mit  den  projicirenden  Linien  pa- 
rallelen Linie  liegen.  Ist  daher  die  Summe  der  Projectionen  für 
zwei  verschiedene  Richtungen  der  projicirenden  Linien  jedesmal 
gleich  Null,  so  fallen  Anfang  und  Ende  der  gebrochenen  Linie  zu- 
sammen, und  es  entsteht  ein  geschlossenes  Vieleck,  weil  sonst  die 
Linie  durch  den  Anfangs-  und  Endpunct  mit  den  zwei  verschiedenen 
Richtungen  der  projicirenden  Linien  zugleich  parallel  sein  müsste. 
Die  Bedingung,  unter  welcher  die  Summe  der  Dreiecke  von  einem 
Puncte  der  Ebene  zum  anderen  constant  ist,  kann  daher  auch  da- 
durch ausgedrückt  werden,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der 
Linien  des  Systems  für  zwei  verschiedene  Richtungen  der  projiciren- 
den Linien,  und  damit  auch  für  alle  anderen  Richtungen,  gleich 
Null  ist  (vergl.  §§.  39  und  40). 

e)  Wenn  alle  Linien  des  Systems  sich  in  einem  Puncte  0  schnei- 
den, so  ist  die  Summe  der  Dreiecke  für  diesen  Punct  gleich  Null, 
also  auch  für  jeden  anderen  Punct  gleich  Null,  wenn  die  Summe 
nicht  veränderlich  ist.  Ist  sie  aber  veränderlich,  so  hat  das  System 
eine  durch  O  gehende  Resultante,  weil  eine  veränderliche  Summe 
nur  für  Puncte  der  Resultante  gleich  Null  ist.  Nimmt  man  daher  bei 
der  Construction  der  gebrochenen  Linie  den  Punct  0  zum  Anfangs- 
puncte,  so  ist  die  von  0  bis  zum  Endpuncte  der  gebrochenen  ge- 
zogene Linie  die  Resultante  selbst,  nicht  bloss  mit  ihr  parallel.  Die 
Anwendung  hiervon  auf  ein  System  von  nur  zwei  sich  schneidenden 
Linien  führt  unmittelbar  zu  dem  geometrischen  Satze  in  §.  34,  me 
ohne  weiteres  klar  ist. 

5* 
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f)  Sind  sämmtliche  Linien  des  Systems  mit  einander  parallel^ 
so  geht  die  vorhin  gebrochene  Linie  in  eine  einzige,  mit  den  Linien 
des  Systems  parallele  Gerade  über.  Die  Resultante,  wenn  eine  solche 
stattfindet,  ist  daher  ebenfalls  den  Linien  des  Systems  parallel  und 
der  algebraischen  Summe  derselben  gleich. 

§.  48.  Aufgabe.  Von  einem  System  in  einer  Ebene  enthaltener 
Kräfte  {Linien)   sind  für  drei  Puncte  Aj   B,    C  (vergl.  Fig.  20)  der 

Ebene j  welche  nicht  in  einer  Geraden 
liegen^  die  Momente  des  Systems  (die 
Summen  der  Dreiecke)  gleich  (-4),  (B), 
(C)  gegeben.  Die  Resultante^  satoie 
das  Moment  {M)  für  irgend  einen 
viertefi  Punct  M  der  Ebene  zu  finden. 

Auflösung.     1)  Die  Momente 

(A) ,  (B) ,  (C)  sind  den  Abständen  der 

Puncte  Ay  Bf  C  von  der  Resultante 

proportional  (§.  47,  a).    Es  verhalten 

Fig.  20.  sich  aber,  wenn  die  Gerade  BC  von 

der  Resultante  in  D  geschnitten 
wird,  die  Abstände  der  Puncte  B  und  C  von  der  Resultante  wie 
BD  und  CD,  Man  theile  daher  BC  in  D  so,  dass  auch  hinsicht- 
lich der  Vorzeichen 

BD:CD=  (B) :  (C)  , 

und  auf  gleiche  Weise  CA  in  E  so,  dass 

CE:AE=  (C) :  {A)  , 

so  sind  D  und  E  zwei  Puncte  der  Resultante,  und  die  Resultante 
ist  somit  ihrer  Lage  nach  gefunden.  Auch  muss,  wenn  man  noch 
AB  in  F  nach  dem  Verhältnisse 

AF:BF=(A):(B) 

theilt,  F  in  der  Resultante,  also  in  DE,  liegen.  Nimmt  man  hier- 
auf in  DE  einen  Abschnitt  GH  von  der  Länge,  dass  das  Dreieck 

AGH={{A),      [oder      BGH={(B),      oder      CGH={(C)], 

80  ist  GH  die  Gröse  der  Resultante. 

2)  Für  den  Punct  M  ist  das  Moment  [M)  =  2MGH.  Ohne 
aber  zuvor  die  Resultante  GH  bestimmt  zu  haben,  kann  man  aus 
der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Puncte  A,  5,  C,  M  und  aus  den 
Momenten  für  die  drei  ersten  das  Moment  für  den  vierten  auch  un- 
mittelbar finden.  —  Werde  BC  von  ^3f  in  iV  geschnitten,  und  sei 
(N)  das  Moment  für  den  Punct  N,  so  verhält  sich,  wie  vorhin: 

BD:CD:ND=  (B) :  (C) :  {N)  , 


_- ■_  —  ^  ^- 
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Man  hat  aber  die  identische  Gleichung: 

0  =  BD[CD  —  ND)  +  CD(ND  —  BD)  +  ND(BD  —  CD) 
=  BD .  CN+  CD.NB  +  ND.BC  . 

Substituirt  man  darin  für  BD^  CD,  ND  die  ihnen  proportionalen 
(5),  (C),  (iV),  80  kommt: 

CN.  (B)  +  NB.{C)  +  BC.{N)  =  0  , 

die  Relation  zwischen    den   Momenten   für    drei    in    einer   Geraden 
liegende  Puncte.     Sie  geht   hervor,    wenn    man    in    der  Gleichung 
zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  dieser  Puncte  jeden  Abstand 
mit  dem  Momente  für  den  jedesmal  übrigen  Punct  multiplicirt. 
Auf  gleiche  Weise  hat  man  in  der  Geraden  AMN: 

MN,{A)  +  NA.{M)  +  AM.(N)  =  0  . 

Es  verhält  sich  aber 

CN:  NB  =  MCN:  MNB  =  ACN:  ANB  (§.  45,  1), 

folglich 

=  CNM—CNA.BMN—BAN 

=  CAM:  BMA  =  MCA  :  MAB  , 
und  ebenso 

MN:NA  =  MBC:ACB  . 

Hiermit  werden  die  vorigen  zwei  Gleichungen: 

MCA  .  {B)  +  MAB  .  (C)  —  (MCA  +  MAB)(N)  =  0  , 

MBC,{A)  +  ACB  .{M)—{MBC  +  ACB){N)  =0  . 

Addirt  man  dieselben,  so  kommt,  weil  dabei  der  Coefficient  von 
[N)  sich  auf  Null  reducirt  (§.  45,  2) : 

MBC.(A)  +  MCA.{B)  +  MAB.(C)  =  ABC.{M)  , 

welches  daher  die  gesuchte  Relation  zwischen  den  Momenten  für 
irgend  vier  Puncte  der  Ebene  ist.  Sie  entsteht,  wie  man  sieht,  un- 
mittelbar aus  der  Gleichung  (§.  45,  2)  zwischen  den  vier  Dreiecken, 
die  sich  aus  den  vier  Puncten  bilden  lassen,  indem  man  zu  jedem 
dieser  Dreiecke  das  Moment  des  jedesmal  fehlenden  Punctes  als 
Factor  hinzufügt. 

§.  49.  Zusätze,  a)  Aus  dem  ersten  Theile  dieser  Auflösung 
fliesst  der  bekannte  Satz: 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen^  nach  denen  die  drei  Sei- 
ten eines  Dreiecks  ABC  van  einer  vierten  Geraden  DBF  geschnitten 
werden : 

(BD  :  CD)  (CE  :  AE)  (AF:  BF)  , 

ist  der  Einheit  gleich. 
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b)  Setzt  man  in  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  statt  {A)j  {B), 
...  die  Werthe  dieser  Momente:  2AOHy  2BOH,  ...,  so  kommt: 

MBC.AGH+MCA.BGH+MAB.  CGH=ABC,MGH, 

eine  Gleichung,    die   immer   stattfinden    muss,    wie   auch  die  sechs 
Puncte  Ay  By  C,  Gj  H,  M  in  der  Ebene  liegen  mögen. 
Lässt  man  M  mit  H  zusammenfallen,  so  ergibt  sich : 

HBC.AGH  +  HCA.BGH+HAB.CGH=0  , 

eine  Gleichung  zwischen  sechs  Dreiecken,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Spitze  Hj  und  die  vier  Seiten  und  zwei  Diagonalen  eines  Vier- 
ecks AB  CG  zu  Grundlinien  haben. 


Viertes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräftepaaren 

im  Banme. 


§.  50.     Lehrsatz.     Ztoei  einander  gleiche  Paare ^    die   in   zu>ei 
parallelen  Ebenen  liegen  und  einerlei  Sinn  haben,  sind  gleichmrkend. 

Beweis.      Sei    AB,     CD    (vergl. 
Fig.  21)  das  eine  Paar  und  EG  die  mit 
seiner  Ebene  parallele  Ebene  des  ande- 
deren  Paares  EF,  GH,   welches  darin 
so  gelegt  worden^  dass  seine  Kräfte  mit 
denen  des  ersteren  parallel  sind.     Man 
nehme  überdies  an,  dass  die  vier  Puncte 
A,  D,  E,   H  in   einer  Ebene    liegen, 
und  dass  daher  und  wegen  der  Gleich- 
heit beider  Paare  die   vier  Kräfte  der- 
selben  vier  einander  parallele  Kanten 
eines  Parallelepipedums  vorstellen.    Sei 
alsdann  31  der  Durchschnitt  von  AH  mit  DE  und  N  der  Durch- 
schnitt von  B  G  mit  CF,  so  sind  M  und  N  zugleich  die  Mittelpuncte 
dieser  Linien,  und  MN  ist  den  vier  Kräften  gleich  und  parallel. 
Nun  ist  das  Paar  AB,  CD  gleichwirkend  mit  den  Paaren  AB, 


§.  51. 
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NM  und  CD ,  MN,  Von  diesen  ist  aber  ersteres  gleich  wirkend  mit 
MN,  GH,  und  letzteres  mit  NM,  EF{§.  17).  Folglich  ist  das  Paar 
AB,  CD  gleichwirkend  mit  MN,  GH,  NM,  EF,  d.  i.  mit  dem 
Paare  EF,  GH. 

Folgerung.  Ein  Kräftepaar  kann  daher  nicht  nur  in  seiner 
Ebene,  sondern  auch  in  Jeder  damit  parallelen  Ebene,  wohin  man  toill, 
verlegt  werden. 

Auch  sind  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen  Paa- 
ren, die  in  parallelen  Ebenen  liegen,  mit  den  oben  für  den  Fall  ge- 
fundenen Bedingungen,  wenn  die  Paare  in  einer  und  derselben  Ebene 
enthalten  sind,  ganz  einerlei. 


§,  51,  Lehrsatz.  Zwei  Paare,  die  in  zwei  einander  nicht  pa- 
rallelen Ebenen  liegefi,  können  sich  nicht  das  Gleichgewicht  halten, 
sondern  sind  gleichwirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Ebene  durch  die 
Durchschnittslinie  Jener  Ebenen  geht,  oder  (§.  50)  mit  dieser  Linie  pa- 
rallel ist. 

Beweis.  Ueber  einem  willkürlich  in  der  Durchschnittslinie  ge- 
nommenen Abschnitte  AN 
(vergl.  Fig.  22)  beschreibe  man 
in  den  Ebenen  der  beiden  Paare 
zwei  Parallelogramme  ANCB 
und  AN  ED,  welche  ihrem 
Sinne  und  Inhalte  nach  den 
Momenten  der  Paare  gleich 
sind.  Alsdann  können  NC, 
BA  und  NE,  DA  als  die  bei- 
den Paare  selbst  angesehen 
werden.  Ist  nun  von  NC  und 
NE  die  Resultante  NG,  und 
von  BA  und  DA  die  Resultante 
FA,  so  sind,  wie  schon  aus 
§.15  fliesst,  NG,  FA  einander 
gleich,  parallel  und  entgegengesetzt  und  bilden  daher  ein  Paar,  dessen 
Ebene  durch  NA  geht,  und  welches  mit  den  gegebenen  zwei  Paaren 
gleiche  Wirkung  hat. 

Folgerungen,  a)  Drei  Paare  können  nur  dann  einander  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  Ebenen  entweder  zusammenfallen, 
oder  einander  parallel,  oder  mit  einer  und  derselben  Geraden  parallel 
sind,  also  überhaupt,  wenn  ihre  Ebenen  keine  körperliche  Ecke  bil- 
den.   Zwei  Paare  sind  aber  nur  dann,  und  dann  immer,  im  Gleich- 


Fig.  22. 
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govichte,  wenn  sie  in  einerlei,  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  von 
entgegengesetztem  Sinne  sind  und  einander  gleiche  Momente  haben. 
b)  Da  zwei  Paare,  auch  wenn  sie  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
entweder  ein  resultirendes  Paar  haben,  oder  im  Gleichgewichte  sind, 
80  toird  jedes  System  von  Paaren  überhaupt,  indem  man  die  Zahl  der- 
selben durch  successive  Verbindung  je  zweier  immer  um  eins  vermindert, 
sich  entweder  auf  ein  Paar  zurückführen  lassen,  oder  im  Oleichge^ 
vnchte  sein,  wenn  es  die  letzten  zwei  zu  verbindenden  Paare  sind. 

§.  52.  Ohne  dasjenige  zu  benutzen,  was  vom  §.  24  an  über  die 
Zusammensetzung  einfacher  Kräfte  gelehrt  worden,  lassen  sich  mit 
Hülfe  der  in  §.51  gemachten  Construction  noch  folgende  Schlüsse 
bilden. 

In  der  Ebene  CNEG  nehme  man  willkürlich  einen  Punct  M 
und  lege  durch  ihn  MH,  MI,  MK  gleich  und  parallel  mit  NC, 
NE,  NG,  so  ist  KM  die  Resultante  von  HM  und  IM,  und  es 
sind  daher  die  Paare  NC,  HM  und  NE,  IM  zusammen  gleich- 
wirkend mit  dem  Paare  NG,  KM',  folglich  (§.  22)  sind  die  Paral- 
lelogramme 

(a)  NGHM+  NEIM=  NGKM  , 

folglich  ihre  Hälften  oder  die  Dreiecke 

MNC+MNE  =  MNG  , 

folglich  die  Pyramiden,  welche  diese  in  einer  Ebene  liegenden  Drei- 
ecke zu  Grundflächen  und  den  Punct  A  zur  gemeinschaftlichen 
Spitze  haben, 

MNCA  +  MNEA  =  MNGA  , 

drei  Pyramiden,  welche  man  auch  als  solche  betrachten  kann,  deren 
gemeinschaftliche  Spitze  M  ist,  und  deren  Grundflächen  NCA, 
NEA,  NGA  in  den  Ebenen  der  Paare  NC,  BA,  NE,  DA;  NG, 
FA  liegen  und  den  halben  Momenten  dieser  Paare  gleich  sind.  Es 
ist  aber  M  ein  willkürlicher  Punct  in  der  Ebene  CNE,  und  diese 
Ebene  ist  selbst  willkürlich,  weil  es  der  Punct  N  in  dem  Durch- 
schnitte der  Ebenen  AC,  AE  und  die  Winkel  ANC,  ANE  sind; 
folglich  ist  M  ein  willkürlicher  Punct  im  Räume  überhaupt,  und 
wir  sind  somit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Wenn  die  Ebenen  zweier  Paare  und  ihres  resultirenden  Paares 
sich  in  einem  Puncto  N  (folglich  in  einer  und  derselben  durch  die- 
sen Punct  gehenden  Geraden)  schneiden,  so  ist  von  den  drei  Pyra- 
miden, welche  einen  beliebigen  anderen  Punct  M  zur  gemeinschaft- 
lichen Spitze  haben,  und  deren  Grundflächen  in  den  Ebenen  der 
Paare  liegen  und  den  Momenten  der  letzteren  proportional  sind,  die 
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Summe  der  zwei  Pyramiden,  welche  den  zwei  zusammenzusetzenden 
Paaren  angehören,  der  Pyramide  des  resultirenden  Paares  gleich. 

Uebrigens  müssen  hierbei  noch  die  Zeichen  der  Pyramiden  ge- 
hörig beachtet  werden.  Denn  in  der  Gleichung  (a)  bekommen  je 
zwei  Parallelogramme  nur  dann  einerlei  Zeichen,  wenn  die  Paare, 
zu  denen  sie  gehören,  von  einerlei  Sinne  sind,  und  nachdem  je  zwei 
dieser  Paare,  wie  JVC,  HM  und  NE^  IM,  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzten Sinn  haben,  erscheinen  offenbar  die  Paare  NC,  BA  und 
NE,  DA,  wenn  von  M  auf  die  Ebene  des  jedesmaligen  Paares  her- 
abgesehen wird,  mit  einerlei  oder  entgegengesetztem  Sinne.  Mithin 
müssen  sich  auch  die  Vorzeichen  der  Pyramiden  nach  dem  Sinne 
richten,  mit  welchem  die  Paare,  über  deren  Flächen  sie  construirt 
sind,  von  M  aus  betrachtet,  sich  zeigen. 

Der  eben  erwiesene  Satz  gilt  aber  nicht  nur  für  zwei,  sondern 
auch  für  jede  grössere  Anzahl  zusammenzusetzender  Paare.  Denn 
werden  zwei  Paare  kurz  durch  p  und  p',  und  ihr  resultirendes  Paar 
durch  r  bezeichnet,  und  drückt  Mp  die  Pyramide  aus,  deren  Spitze 
M,  und  deren  Grundfläche  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  das  Paral- 
lelogramm des  Paares  p  ist,  u.  s.  w.,  so  ist,  wenn  die  Ebenen  der 
drei  Paare  durch  einen  und  denselben  Punct  iV  gehen: 

Mp  +  Mp'  =  Mr  . 

Kommt  nun  zu  den  Paaren  p,  p'  ein  drittes  p",  dessen  Ebene 
gleichfalls  durch  iV  gehe,  —  gleichviel,  ob  sie  auch  durch  die  ge- 
meinschaftliche Durchschnittslinie  von  p,  p\  r  geht,  oder  nicht  — 
und  gibt  dieses  Paar  p"  in  Verbindung  mit  p  und  p',  oder  mit  r, 
das  Paar  r'  als  resultirendes,  so  hat  man,  wenn  auch  die  Ebene  von 
r'  durch  N  gelegt  wird, 

Mr  +  Mp"=Mr'  , 
folglich 

Mp  +  Mp'  +  Mp"  =  Mr'  , 

und  so  fort  bei  noch  mehreren  durch  denselben  Punct  N  gelegten 
Paaren,  wenn  auch  hier  je  zwei  Pyramiden  mit  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzten Zeichen  genommen  werden,  je  nachdem  die  Paare, 
zu  denen  sie  gehören,  von  M  aus  gesehen,  mit  einerlei  oder  ent- 
gegengesetztem Sinne  erscheinen. 

Hat  man  daher  ein  System  von  Paaren  im  Baume,  deren  Ebenen 
sich  in  einem  und  demselben  Puncte  N  schneiden,  so  ist  die  algebraische 
Summe  der  Pyramiden,  welche  irgerid  einen  anderen  Punct  M  zur  ge- 
meinschaftlichen Spitze  haben,  und  deren  Grundflächen  in  den  Ebenen 
der  Paare  liegen  und  den  Momenten  der  letzteren  proportional  sind, 
gleich  einer  Pyramide  mit  derselbefi  Spitze  M  und  mit  einer  Orund- 
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fläche^   die  in  der  durch   N  gelegten  Ebene  des  restdtirenden  Paares 
enthalten  und  dem  Momente  desselben  proportional  ist. 

Haben  aber  die  Paare  kein  resultirendes  j  sondern  sind  sie  im 
Gleichgewichte,  so  ist  für  jeden  Ort  von  M  die  Summe  der  Pyramiden 
Null, 

Denn  weil  dann  jedes  der  Paare,  z.  B.  p,  im  entgegengesetzten 
Sinne  genommen,  das  resultirende  der  jedesmal  übrigen  ist,  und  mit 
dem  Sinne  eines  Paares  zugleich  das  Zeichen  seiner  Pyramide  in 
das  entgegengesetzte  verwandelt  wird,  so  hat  man 

—  Mp  =  Mp'  +  Mf  +  . . .  , 
folglich 

Mp  +  Mp' +  Mp"'\'...  =  ^  . 

§.  53.  Kehren  wir  noch  einmal  zu  der  in  §.  51  gemachten 
Construction  zurück  und  nehmen  an,  dass  die  in  den  Ebenen  der  zwei 
zusammenzusetzenden  Paare  über  dem  Durchschnitte  AN  dieser  £be> 
nen  beschriebenen,  den  Momenten  der  Paare  gleichen  Parallelogramme 
ACf  AE  (vergl.  Fig.  22  auf  pag.  71)  rechtwinklig  gemacht  worden 
sind.  Alsdann  wird  in  Folge  der  Construction  auch  A  G  ein  Recht- 
eck, die  zwei  Paare  (7iV,  AB\  EN,  AD  und  ihr  resultirendes  GiV, 
AF  erhalten  gleiche  Breiten  gleich  AN,  die  einfachen  Kräfte  CN, 
EN  und  GN  werden  folglich  den  Momenten  der  Paare  proportional, 
und  die  Winkel  dieser  Kräfte  werden  den  Winkeln  gleich,  unter 
denen  sich  die  Ebenen  der  Paare  schneiden.  Sollen  daher  zwei  in 
zwei  nicht  parallelen  Ebenen  liegende  Paare  zusammengesetzt  wer- 
den, so  kann  man  auch  so  verfahren,  dass  man  zwei  den  Momenten 
der  Paare  proportionale  gerade  Linien  unter  demselben  Winkel  an 
einander  setzt,  den  die  Ebenen  der  Paare  mit  einander  machen,  und 
von  diesen  Linien,  als  Kräfte  betrachtet,  die  Resultante  bestimmt. 
Das  Moment  des  resultirenden  Paares  ist  alsdann  dieser  Resultante 
proportional,  und  seine  Ebene  macht  mit  den  Ebenen  der  gegebenen 
Paare  dieselben  Winkel,  welche  die  Resultante  mit  jenen  zwei  Linien 
bildet. 

Da  der  Winkel  zweier  Ebenen  immer  dem  Winkel  gleich  ist, 
welchen  zwei  auf  den  Ebenen  errichtete  Normalen  mit  einander 
machen,  so  lässt  sich  die  Regel  für  die  Zusammensetzung  zweier 
Paare  auch  folgendergestalt  abfassen: 

Durch  einen  beliebigen  Punct  0  lege  man  zwei,  die  Ebenen  der 
beiden  Paare  normal  treffende  und  den  Momenten  derselben  propor- 
tionale Linien  OP,  OQj  und  suche  die  Resultante  dieser  Linien, 
welche  OR  (die  Diagonale   des  Parallelogramms  POQR)  sei.     Ein 
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Paar,  dessen  Ebene  normal  auf  OS,  und  dessen  Moment  der  Linie 
OB  proportional  ist,  wird  das  verlangte  resultirende  sein.  Dabei  ist 
hinsichtlich  des  Sinnes  der  Paare  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  die 
Richtungen  von  P  nach  O,  von  Q  nach  0,  von  R  nach  0,  succes- 
sive  als  die  Richtung  vom  Kopfe  nach  den  Füssen  des  Beschauen- 
den genommen  werden,  jedes  der  zugehörigen  Paare  mit  einerlei  Sinn 
erscheinen  muss. 

Um  diese  Vorschrift  für  die  Zusammensetzung  zweier  Paare  noch 
einfacher  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  gerade  Linien,  die  auf 
den  Ebenen  der  Paare  normal  stehen,  deren  Längen  sich  wie  die 
Momente  der  Paare  verhalten,  und  deren  Richtungen  so  genommen 
sind,  dass  in  Bezug  auf  sie  die  resp.  Paare  einerlei  Sinn  haben,  die 
Axen  der  Paare  nennen.  Alsdann  ist,  wenn  die  Axen  sämmtlich 
durch  einen  und  denselben  Punct  gelegt  werden,  die  Resultante  der 
Axen  der  zwei  zusammenzusetzenden  Paare  die  Axe  des  resultirenden 
Paares;  und  man  übersieht  leicht,  dass  dieselbe  einfache  Regel  auch 
bei  jeder  grösseren  Zahl  zusammenzusetzender  Paare  ihre  Richtig- 
keit hat. 

Somit  ist  die  Zusammensetzung  von  Paaren  in  jedem  Falle  auf 
die  Zusammensetzung  einfacher  Kräfte^  die  in  einem  Puncto  sich  treffeti^ 
zurückgeführt. 

Sind  diese  durch  die  Axen  der  Paare  vorgestellten  Kräfte  im 
Gleichgewichte,  so  herrscht  auch  Gleichgewicht  zwischen  den  Paa- 
ren selbst. 

§.  54.  Noch  eine  Methode,  Paare,  die  in  verschiedenen  Ebenen 
liegen,  zusammenzusetzen,  gründet  sich  auf  folgende  Betrachtungen. 

1)  Bei  dem  Parallelogramm  AB  CD  ist  die  Kraft  CA  gleich- 
wirkend mit  den  Kräften  CB,  CD,  folglich  sind  BC,  CA,  AB 
gleichwirkend  mit  CD,  AB\  d.  h.  drei  Kräfte,  welche  ihrer  Rich- 
tung und  Grösse  nach  durch  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  darge- 
stellt werden,  sind  gleichwirkend  mit  einem  Paare,  welches  in  der 
Ebene  des  Dreiecks  (oder  in  einer  damit  parallelen  Ebene)  liegt,  und 
dessen  Moment  durch  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  ausgedrückt 
wird  (vergl.  §.  47,  c). 

2)  Seien  A,  5,  (7,  D  die  vier  Ecken  einer  dreiseitigen  Pyra- 
mide. Man  lasse  in  jeder  der  sechs  Kanten  derselben  zwei  der  Kante 
proportionale  und  einander  entgegengesetzte  Kräfte  wirken:  AB, 
BAj  ACj  CA,  U.S.W.  Diese  zwölf,  einander  zu  zweien,  und  daher 
auch  alle  zusammen,  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  kann  man 
aber  auch  zu  dreien  so  zusammenfassen,   dass  man  vier  in  den  vier 
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Seitenflächen  der  Pyramide  wirkende  Paare  erhält:  nämlich  erstens 
das  Paar,  worauf  sich  die  drei  Kräfte  AB^  BCj  CA  in  der  Ebene 
ABC  reduciren,  und  dessen  Moment  der  doppelte  Inhalt  des  Drei- 
ecks ABC  ist,  und  ebenso  noch  drei  andere  Paare,  deren  Ebenen 
und  Momente  durch  die  Dreiecke  CBD,  CDA,  ADB  bestimmt 
sind. 

Vier  in  den  vier  Seitenflächen  einer  Pyramide  wirkende  Paare, 
deren  Momente  den  Flächen  selbst  proportional  sind,  und  welche 
für  den  Beschauenden,  wenn  dessen  Bichtung  vom  Kopfe  nach  den 
Füssen  jedesmal  von  der  äusseren  nach  der  inneren  Seite  der  Fläche 
geht,  einerlei  Sinn  haben,  halten  demnach  einander  das  Gleichgewicht. 

3)  Werden  die  Kräfte  dreier  dieser  vier  Paare,  z.  B.  der  in 
CBD^  CDA,  ADB  wirkenden,  in  die  entgegengesetzten  verwan- 
delt, so  dass  nunmehr  2.DBC,  2  .  DCA,  2,DAB  die  Momente 
der  Paare  ausdrücken,  so  werden  diese  Paare  zusammen  gleichwir- 
kend mit  dem  vierten,  dessen  Moment  2 .  ABC  ist  Es  lassen  sich 
aber  die  Dreiecke  DBCy  DCAy  DAB  auch  ansehen  als  die  Pro- 
jectionen  des  Dreiecks  ABC  auf  die  Ebenen  dieser  drei  Dreiecke 
durch  Linien,  welche  resp.  mit  DA,  DB,  Z>C  parallel  sind.  Zu- 
gleich verhält  sich  dabei  jede  in  der  Ebene  ABC  enthaltene  Fläche, 
z.  B.  das  Parallelogramm  eines  Paares,  zu  ihrer  Projection  auf  eine 
der  drei  Ebenen  Z>jB(7  u.  s.  w.,  wie  das  Dreieck  ABC  zu  dem  Drei- 
ecke DBC  u.  s.  "w. 

Projicirt  man  demnach  ein  Paar  auf  drei  sich  unter  beliebigen 
Winkeln  in  einem  Puncte  schneidende  Ebenen,  und  zwar  so,  dass  Jedes- 
mal  die  projidrenden  Linien  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen, 
auf  welche  nicht  proßdrt  tmrd,  parallel  sind,  so  erhält  man  drei  Paare, 
welche  zusammen  gleiche  Wirkung  mit  dem  ersteren  Paare  haben. 

4)  Soll  daher  von  mehreren  gegebenen  Paaren  das  resultirende 
Paar  gefunden  werden,  so  projicire  man  auf  besagte  Weise  jedes  der 
ersteren  auf  drei  Ebenen,  die  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Die 
hierdurch  in  jeder  dieser  Ebenen  entstehenden  Paare  sind  aber  (§.  23) 
gleichwirkend  mit  einem  einzigen,  dessen  Moment  der  Summe  der 
Momente  der  ersteren  gleich  ist;  und  somit  reduciren  sich  alle  ge- 
gebenen Paare  auf  drei  in  den  drei  Ebenen  wirkende,  die  nun  wie- 
derum, durch  Verbindung  je  zweier,  zu  einem  Paare  zusammenzu- 
setzen sind. 

5)  Findet  sich  in  jeder  der  drei  Ebenen  das  Moment  der  Pro- 
jectionen  Null,  so  herrscht  in  jeder  der  Ebenen,  und  mithin  auch 
zwischen  den  gegebenen  Paaren  selbst,  Gleichgewicht;  und  umge- 
kehrt:  sollen  die  gegebenen  Paare  im  Gleichgewichte  sein,   so  muss 
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dieses  zwischen  den  Projectionen  in  jeder  Ebene  besonders  statt- 
finden, und  daher  das  Moment  der  Projectionen  in  jeder  Ebene  Null 
sein.  Denn  wäre  nur  in  zwei  Ebenen  das  Moment  der  Projectionen 
Null,  so  reducirte  sich  das  System  auf  ein  Paar  in  der  dritten  Ebene. 
Wäre  aber  bloss  in  einer  oder  in  gar  keiner  der  drei  Ebenen  das 
Moment  Null,  so  hätte  man  zuletzt  zwei  Paare  in  zwei  nicht  paral- 
lelen Ebenen,  oder  drei  Paare,  deren  Ebenen  sich  nur  in  einem 
Puncte  schneiden,  und  es  könnte  dann  nach  §.  52,  a  ebenso  wenig 
Gleichgewicht  vorhanden  sein. 

6)  Hat  man  alle  Paare  des  Systems  auf  drei  in  drei  coordinirten 
Ebenen  liegende  Paare,  deren  Momente  gleich  Z,  Jf,  iV  seien,  zu- 
rückgebracht, und  hat  man  diese  drei  Paare  zu  einem  einzigen,  des- 
sen Moment  gleich  TV,  zusammengesetzt,  so  muss  man  durch  Pro- 
jection  von  TV  auf  die  drei  Ebenen  die  drei  Momente  L,  3f,  N 
selbst  wieder  erhalten.  Denn  ergäben  sich  als  Projectionen  von  IV 
drei  Paare,  deren  Momente  i',  M\  N'  von  den  vorigen  verschieden 
wären,  so  müssten,  weil  L,  M,  N  sowohl,  als  Z/',  M',  N'  mit  IV 
gleichwirkend  sind,  die  drei  Paare,  deren  Momente  gleich  L'  —  L, 
M*  —  3f,  JV'  —  iV,  im  Gleichgewichte  sein.  Dieses  ist  aber,  wie 
eben  gezeigt  worden,  nicht  anders  möglich,  als  wenn 

i'_i=0,        3f'  — Jtf=0,        iV'  — ivr=o; 
folglich  u.  s.  w. 

§.  55.  Zusätze,  a)  Ist  ABCD  ein  Viereck,  mag  es  in  einer 
Ebene  liegen,  oder  nicht,  so  sind  die  vier  Ejräfte  AB,  BC,  CD, 
DA  gleichwirkend  mit  den  Kräften  AB,  BC,  CA  und  AC,  CD, 
DAy  also  (§.  54,  1)  gleichwirkend  mit  zwei  Paaren,  deren  Ebenen 
und  Momente  die  Dreiecke  ABC  und  ACD  angeben,  folglich  immer 
gleichwirkend  mit  einem  einzigen  Paare,  das,  wenn  das  Viereck  ein 
ebenes  ist,  in  der  Ebene  desselben  liegt,  und  zum  Momente  die  dop- 
pelte Summe  der  zwei  Dreiecke,  d.  i.  den  doppelten  Inhalt  des  Vier- 
ecks hat.  Auf  dieselbe  Art  kann  man  bei  jedem  Vieleck  von  meh- 
reren Seiten  verfahren,  indem  man  dasselbe  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  zerlegt,  und  kann  daher  den  allgemeinen  Satz  aufstellen: 

Ein  System  von  Kräften,  welche  ihren  Richtungen  und  Intensiv- 
täten  nach  durch  die  Seiten  irgend  eines  Vielecks  vorgestellt  werden, 
lässt  sich  immer  auf  ein  Paar  reduciren ,  das ,  wenn  das  Vieleck  ein 
ebenes  ist,  in  der  Ebene  desselben  liegt  und  ein  dem  doppelten  Inhalte 
des  Vielecks  gleiches  Mometit  hat. 

b)  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  auch  der  Satz  in  2)  des  §.  54 
von  der  dreiseitigen  Pyramide  verallgemeinem  und  auf  jedes  Poly- 
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eder  ausdehnen.  —  Jede  Kante  eines  Polyeders  ist  die  gemeinschaft- 
liche Seite  zweier  dasselbe  begrenzenden  Flächen,  und  wenn  der 
Sinn  jeder  dieser  Flächen  so  genommen  wird,  dass  er  einem  auf  ihre 
Äussenseite  herabschauenden  Auge  bei  allen  derselbe  ist,  so  hat  in 
den  Perimetern  je  zweier  an  einander  stossenden  Flächen  die  ihnen 
gemeinschaftliche  Seite  entgegengesetzte  Richtungen;  z.  B.  die  Kante 
BC  der  obigen  Pyramide  AB  CD,  als  die  Seite  BC  der  Fläche 
ABCy  und  als  die  Seite  CB  der  Fläche  CBD.  Lässt  man  daher 
in  jeder,  ihrem  Sinne  nach  auf  die  beschriebene  Weise  genommenen 
Fläche  jede  Seite  eine  Kraft  vorstellen,  so  halten  sich  diese  Kräfte 
paarweise  das  Gleichgewicht.  Zugleich  aber  sind  alle  zum  Perimeter 
einer  und  derselben  Fläche  gehörigen  Kräfte  mit  einem  Paare  gleich- 
wirkend, dessen  Moment  dem  Inhalte  der  Fläche  proportional  ist; 
und  wir  schliessen  daher: 

Ein  System  von  Paaren^  deren  Ebenen  und  Momente  durch  die 
Flächen  eines  Polyeders  dargestellt  werden^  und  welche^  wenn  alle 
Flächen  von  einerlei  Seite  (von  der  äusseren  oder  der  inneren)  betrach- 
tet vwrden,  insgesammt  einerlei  Sinn  haben,  ist  im  Oleichgewichte, 

c)  Nach  §.  54,  6  ist  das  Moment  L  der  Projection  eines  Systems 
von  Paaren  auf  eine  beliebige  Ebene  dem  Momente  der  Projection 
des  resultirenden  Paares  W  auf  dieselbe  Ebene  gleich.  Da  nun  das 
Moment  der  Projection  eines  Paares  W  auf  eine  mit  seiner  Ebene 
parallele  Ebene  dem  Momente  des  projicirten  Paares  selbst  gleich 
ist,  was  auch  die  projicirenden  Linien  mit  den  zwei  parallelen  Ebe- 
nen für  einen  Winkel  machen;  und  da,  wenn  man  ein  Paar  W 
durch  Linien,  die  in  seiner  Ebene  selbst  liegen,  auf  irgend  eine 
andere  Ebene  projicirt,  das  Moment  der  Projection  immer  Null  ist: 
80  besitzt  die  Ebene  des  Paares,  worauf  sich  ein  System  von  Paaren 
reduciren  lässt,  und  welche  Ebene  man  die  Hauptebene  des 
Systems  nennt,  die  folgenden  zwei  Eigenschaften: 

Erstens  ist  das  Moment  der  Projection  des  Systems  auf  die  Haupt- 
ebene immer  von  derselben  Grösse,  unter  welchem  Winkel  auch  die 
projicirenden  Linien  die  Hauptebene  schneidefi;  ztceitens  ist,  tcenn  das 
System  durch  Linien,  welche  mit  der  Hauptebene  parallel  si$%d,  auf 
irgend  eine  andere,  mit  ihr  nicht  parallele.  Ebene  projicirt  toird,  das 
Moment  der  Projection  Null, 

Uebrigens  ist  schon  wegen  §.  50  die  Lage  der  Hauptebene  nicht 
vollkommen,  sondern  nur  den  Winkeln  nach  bestimmt,  welche  sie 
mit  den  Ebenen  der  Paare  des  Systems  bildet;  d.  h.  es  gibt  ein 
System  paralleler  Ebenen,  deren  jede  als  die  Hauptebene  angesehen 
werden  kann. 
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Eine  dritte  merkwürdige  Eigenschaft  der  Hauptebene  besteht  in 
Folgendem: 

Wenn  man  die  projicirenden  Linien  die  Projectionaebene  immer 
rechtwinkliff  schneiden  lässig  ist  das  Moment  der  Projection  auf  die 
Hauptebene  grösser  als  das  Moment  der  Projection  auf  irgend  eh\e 
andere  Ebene, 

Denn  da  das  Moment  der  Projection  des  Systems  immer  dem 
Momente  der  Projection  des  resultirenden  Paares  gleich  ist,  und  die- 
ses Paar  in  der  Hauptebene  liegt ,  so  ist  unter  der  Voraussetzung 
rechtwinkliger  Projectionen  das  Moment  der  Projection  des  Systems 
auf  irgend  eine  Ebene  gleich  dem  Momente  des  resultirenden  Paares, 
multiplicirt  in  den  Cosinus  des  Winkels,  den  diese  Ebene  mit  der 
Hauptebene  macht;  folglich  am  grössten,  wenn  der  gedachte  Winkel 
Null  ist,  also  die  Projectionsebene  mit  der  Hauptebene  parallel  geht. 
—  Ist  dieser  Winkel  ein  rechter,  steht  also  die  Projectionsebene  auf 
der  Hauptebene  normal,  so  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  und  daher 
auch  das  Moment  der  Projection  des  Systems  Null,  wie  auch  schon 
daraus  folgt,  dass  dann  die  projicirenden  Linien  mit  der  Hauptebene 
parallel  laufen.     Ebenso  leicht  sieht  man  endlich: 

Für  alle  Ebenen^  welche  mit  der  Hauptebene  gleiche  Winkel 
machen^  ist  das  Moment  der  Projection  von  gleicher  Grösse. 

§.  56.  Alle  die  vorigen  Sätze  kann  man  auch  rein  geome- 
trisch ausdrücken,  indem  man  dem  Systeme  der  Paare  ein  System 
begrenzter  Flächen,  die  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  und  dem 
Momente  der  Projection  auf  eine  beliebige  Ebene  die  Summe  der 
Projectionen  der  Flächen  auf  dieselbe  Ebene  substituirt.  Wenn  dem- 
nach von  einem  solchen  Systeme  von  Flächen  die  drei  algebraischen 
Summen  ihrer  Projectionen  auf  drei  Ebenen,  die  sich  nur  in  einem 
Puncte  schneiden,  einzeln  Null  sind,  so  ist  es  auch  die  Summe  ihrer 
Projectionen  auf  jede  vierte  Ebene.  Ist  aber  diese  Summe  für  keine, 
oder  doch  nicht  für  jede  der  drei  Ebenen  Null,  so  lässt  sich  immer 
eine  Ebene  angeben,  die  mit  den  Ebenen  des  Systems  bestimmte 
Winkel  macht,  die  Hauptebene  des  Systems,  und  in  dieser  Ebene 
eine  Fläche  von  bestimmtem  Inhalte,  die  resultirende  Fläche,  so  dass 
die  Summe  der  Projectionen  der  gegebenen  Flächen  auf  irgend  eine 
Ebene  der  Projection  der  resultirenden  Fläche  gleich  ist;  dass  daher, 
wenn  nur  rechtwinklige  Projectionen  zugelassen  werden,  die  Summe 
der  Projectionen  auf  die  Hauptebene  die  grösste  unter  allen  und  der 
resultirenden  Fläche  selbst  gleich  ist;  u.  s.  w. 

Da  endlich  ein  System  von  Kräften,    welche  durch  die  Seiten 


80  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  56. 

eines  Vielecks  voi^estellt  werden,  sich  auch  dann,  wenn  das  Vieleck 
kein  ebenes  ist,  auf  ein  Paar  reducirt  (§.  55,  a),  so  kann  man  die 
eben  aufgestellten  geometrischen  Sätze  noch  mehr  verallgemeinern, 
indem  man,  statt  in  Ebenen  enthaltener  Flächen,  nicht  ebene  Viel- 
ecke, oder  selbst  in  sich  zurücklaufende  Curven  von  doppelter  Krüm- 
mung setzt.  So  muss  es  z.  B.  für  jede  Curve  dieser  Art  eine  Hauptr- 
ebene  geben  von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn  man  die  Curve  durch 
Parallelen  mit  dieser  Ebene  auf  irgend  eine  andere  damit  nicht 
parallele  Ebene  projicirt,  der  Inhalt  der  Projection  gleich  Null  ist. 
Diese  Projection  muss  folglich  eine  in  sich  zurücklaufende  und  dabei 
sich  selbst  ein  oder  mehrere  Male  schneidende  Curve  sein  (vergl. 
§.  45,  3). 

Zusatz.  Besteht  das  System  aus  begrenzten  Ebenen,  so  kann 
man  zufolge  des  §.  52  unter  die  Eigenschaften  der  Hauptebene  noch 
die  setzen,  dass,  wenn  man  alle  Ebenen  des  Systems  und  die  Haupt- 
ebene durch  einen  und  denselben  Punct  gehen  lässt,  die  Sunmie  der 
Pyramiden,  welche  irgend  einen  Punct  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  die  begrenzten  Ebenen  zu  Grundflächen  haben,  der  Pyramide 
gleich  ist,  welche  dieselbe  Spitze  und  die  resultirende  Fläche  in  der 
Hauptebene  zur  Grundfläche  hat. 

Diese  Gleichung  zwischen  Pyramiden  findet  selbst  dann  noch 
statt,  wenn  die  Ebenen  des  Systems  sich  nicht  in  einem  Puncte 
schneiden,  sondern  irgend  andere  bestimmte  Lagen  haben.  Die 
Hauptebene  —  wenn  anders  eine  solche  existirt,  und  wenn  nicht, 
wie  es  auch  geschehen  kann,  die  Summe  der  Pyramiden  über  den 
Flächen  des  Systems  für  jeden  Ort  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
von  gleicher  Grösse  ist  —  hat  dann  ebenfalls  eine  vollkommen  be- 
stimmte Lage. 

Dieser  letztere  Satz  kann  aus  dem  vorhergehenden  leicht  ver- 
vermittelst des  Lehnsatzes  erwiesen  werden,  dass  die  algebraische 
Summe  zweier  Pyramiden  über  zwei  einander  gleichen,  paraUelen 
und  ihrem  Sinne  nach  entgegengesetzten  Flächen  für  alle  Oerter 
ihrer  gemeinschaftlichen  Spitze  constant  ist.  Doch  hat  dieser  Lehn- 
satz ebenso  wenig,  als  der  damit  erweisbare  Satz  selbst,  einen  ihm 
in  der  Statik  vollkommen  entsprechenden. 
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Fünftes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften 
im  Räume  überhaupt. 


§.  57.  Seien  AB,  CD,  EF,  ...  mehrere  auf  einen  festen 
Körper  nach  beliebigen  Richtungen  im  Räume  wirkende  Kräfte. 
Durch  einen  beliebigen  Punct  N  des  Körpers  lege  man  AB^,  C'D\ 
E'F\  ...  resp.  mit  AB ,  CD ^  EF,  ...  gleich,  parallel  und  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen,  so  ist,  wie  in  §.  32,  das  System  der  Kräfte 
AB,  CD,  ...  welches  S  heisse,  gleich  wirkend  mit  dem  Systeme  V 
der  einfachen  durch  N  gehenden  Kräfte  B'A',  D'C,  ...  und  dem 
Systeme  W  der  Paare  AB,  AB'\  CD,  C'D'\  ...  und  es  können 
nun,  wie  a.  a.  O.,  nicht  mehr  als  folgende  vier  Fälle  eintreten:  dass 
entweder  jedes  der  beiden  Systeme  V  und  W  für  sich,  oder  nur 
das  System  V,  oder  nur  W,  oder  keines  von  beiden  im  Gleichge- 
wichte ist;  und  dass  daher  das  System  S  selbst  entweder  im  Gleich- 
gewichte ist,  oder  sich  auf  ein  Paar  w  (§.  51,  b),  oder  auf  eine  ein- 
fache Kraft  V,  oder  auf  ein  Paar  w  und  eine  einfache  Kraft  t  zu- 
gleich reducirt. 

Letzterer  Fall,  welches  der  allgemeinste  ist,  macht  noch  eine 
Erörterung  nothwendig.  Liegt  nämlich  v  in  der  Ebene  von  w,  so 
lassen  sich  beide  auf  eine  einfache  Kraft,  wie  im  zweiten  Falle,  zu- 
rückbringen. Dasselbe  gilt  auch  dann,  wenn  v  mit  der  Ebene  von 
ic  parallel  läuft;  denn  man  hat  nur  das  Paar  w  parallel  mit  sich 
fortzuführen  (§.  50),  bis  es  mit  v  in  dieselbe  Ebene  kommt,  und  kann 
es  hierauf  mit  t?,  wie  vorhin,  vereinigen. 

Schneidet  aber  t?  die  Ebene  von  %c,  so  lassen  sich  die  eine  Kraft 
c  und  die  zwei  Kräfte  von  w  zwar  nicht  auf  eine,  aber  doch  immer 
auf  z^vei  reduciren.  Denn  man  verlege  das  Paar  w  in  seiner  Ebene 
so,  dass  die  eine  seiner  Kräfte  durch  den  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  V  geht,  also  v  selbst  schneidet,  und  verbinde  hierauf  diese  eine 
Kraft  mit  t?.  Die  Resultante  dieser  Verbindung  und  die  andere  Kraft 
des  Paares  w  sind  dann  die  zwei  mit  v  und  tc  gleichwirkenden 
Kräfte,  die,  wie  überdies  einleuchtet,  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Ebenso  können  auch  umgekehrt  zwei  Kräfte  v  und  r',  welche 

Möbins  Wer^e  HI.  % 
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nicht  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  immer  in  ein  Paar  und  eine 
einfache  Kraft  verwandelt  werden.  Denn  legt  man  durch  einen  be- 
liebigen Punct  in  der  Richtung  von  t?'  zwei  der  Kraft  v  gleiche, 
parallele  und  einander  entgegengesetzte,  sich  selbst  also  das  Gleich- 
gewicht haltende  Kräfte,  so  bildet  die  eine  derselben  mit  v  ein  Paar, 
und  die  andere  lässt  sich  mit  v'  zu  einer  die  Ebene  des  Paares  schnei- 
denden Kraft  zusammensetzen. 

Dass  aber  zwei  Kräfte^  toelche  7iicht  in  einer  Ebefie  liegeti^  also 
auch  ein  Paar  w  und  eine  die  Ebene  desselben  schneidende  Kraft  v, 
nicht  auf  eine  einzige  Kraft  redudrbar  si7id^  dass  folglich  dieses  w 
und  t?  nicht  mit  einer  einzigen  Kraft  t?'  ins  Gleichgewicht  gebracht 
werden  können,  dies  lässt  sich  also  beweisen.  —  Gesetzt,  es  wäre 
Gleichgewicht  zwischen  «?,  v  und  t?'  möglich,  so  kann  erstlich  die 
Kraft  t?'  mit  t?  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Denn  sie  würde  dann 
mit  t?  entweder  im  Gleichgewichte  sein,  oder  mit  v  ein  Paar  bilden, 
oder  sich  mit  r  zu  einer  einfachen  Kraft  zusammensetzen  lassen. 
Alsdann  bliebe  im  ersten  Falle  w  zurück,  im  zweiten  Falle  hätte 
man  nächst  w  ein  zweites  nicht  in  der  Ebene  von  w  liegendes  Paar, 
und  im  dritten  nächst  w  noch  eine  einfache  Kraft,  also  in  keinem 
der  drei  Fälle  Gleichgewicht.  Setzen  wir  aber  zweitens,  dass  v  und 
f?'  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  lassen  sie  sich  nach  dem  Vorigen 
in  ein  Paar  vf  und  eine  einfache  Kraft  umwandeln,  und  es  miisste 
daher  die  letztere  mit  dem  aus  w  und  w'  zusammenzusetzenden  Paare 
das  Gleichgewicht  halten,  welches  ebenfalls  unmöglich  ist  (§.  IS, 
Zus.) ;  folglich  u.  s.  w. 

Nach  diesem  Allen  sijid  dahei*  bei  einem  Systeme  S  von  Kräften 
im  Räume  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  indem  dasselbe  entweder  im 
Gleichgeunchte  ist,  oder  sich  auf  ein  Paar,  oder  auf  eine  einfache 
Kraft,  oder  auf  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  zurück- 
bringen lässt. 

Der  erste  dieser  Falle  tritt  ein,  wenn  von  den  Systemen  V  und 
TV  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ist ;  der  zweite,  wenn  es  nur  V 
ist;  der  dritte,  wenn  es  nur  W  ist,  oder  wenn  W  sich  auf  ein  Paar 
reducirt,  dessen  Ebene  mit  der  Resultante  von  V  parallel  geht;  der 
vierte,  wenn  weder  V  noch  TV  im  Gleichgewichte  ist,  und  die  Re- 
sultante von  F'  und  die  Ebene  des  resultirenden  Paares  von  TV  sich 
schneiden. 

Da  mit  diesen  Beziehungen  zwischen  T''  und  TF  alle  möglichen 
Fälle  erschöpft  sind,  so  sind  sie  nicht  bloss  die  nothwendigen ,  son- 
dern auch  die  hinreichenden  Bedingungen,  unter  welchen  das  System 
Ä  im   Gleichgewichte  ist,    oder    sich    auf   ein  Paar  reduciren  lässt. 
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u.  s.  w.  und  wir  können  daher  umgekehrt  schliessen:  Soll  in  dem 
Systeme  S  Gleichgewicht  herrschen,  so  muss  von  den  Systemen  V 
und    W^  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  sein;  u.  s.  w. 

§.  58.  Das  mit  W  bezeichnete  System  von  Paaren  wurde  ge- 
bildet, indem  durch  einen  beliebigen  Punct  N  mit  den  Kräften  AB, 
CD,  ...  des  Systems  S  gleiche  und  parallele,  aber  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  wirkende  Kräfte  A'B',  C*U ,  . . .  gelegt  wurden. 
Die  Momente  der  Paare  AB,  AB',  CD,  CD';  ...,  aus  denen  TF 
besteht,  sind  daher  den  Doppelten  der  Dreiecke  NAB,  NCD,  ... 
gleich.  Zudem  ist  das  System  W  so  beschaffen,  dass  die  Ebenen 
seiner  Paare  sich  in  einem  und  demselben  Puncte  N  schneiden,  und 
man  kann  folglich  auf  dasselbe  den  in  §.  52  erhaltenen  Satz  an- 
wenden. Soll  demnach  das  System  S,  mithin  auch  das  System  W 
{§.  57) ,  im  Gleichgewichte  sein ,  so  muss  jenem  Satze  zufolge  die 
Summe  der  Pyramiden,  welche  die  />reiecke  NAB,  NCD,  ...  zu 
Grundflächen  und  einen  beliebigen  Punct  M  zur  gemeinschaftlichen 
Spitze  haben,  d.  i.  die  Summe  der  Pyramiden  MNAB,  MNCD,  ... 
also  der  Pyramiden,  welche  MN  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und 
AB,  CD,  ...  zu  gegenüberstehenden  Kanten  haben.  Null  sein;  und 
wir  haben  somit  folgendes  Theorem  gefunden: 

Beim  Gleichgewichte  ei7ie8  Systems  von  Kräften,  welche  auf  einen 
frei  beweglichen  Körper  nach  beliebigen  Richtungen  im  Baume  wirken, 
ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  gemeinschaftliche  Kante 
von  beliebiger  Lage  und  Länge,  und  die  Kräfte  selbst,  ihrer  Richtung 
und  Intensität  nach,  durch  gerade  Linien  vorgestellt,  zu  gegenüber- 
stehenden Kanten  haben,  immer  gleich  Null. 

Was  die  Vorzeichen  dieser  Pyramiden  anlangt,  so  richtet  sich 
jedes,  z.  B.  das  Zeichen  von  MNAB,  nach  dem  Sinne,  mit  welchem 
das  zugehörige  Paar  AB,  A'B'  einem  von  3f  auf  dasselbe  herab- 
sehenden Auge  erscheint  (§.  52),  oder  auch,  —  weil  N  ein  Punct  in 
A'B'  ist,  —  nach  dem  durch  die  Folge  der  Buchstaben  NAB  aus- 
gedrückten Sinne  aus  demselben  Gesichtspuncte.  Man  nehme  daher 
die  Richtung  MN  der  gemeinschaftlichen  Kante,  als  die  Richtung 
vom  Kopfe  nach  den  Füssen,  und  bestimme  das  Zeichen  jeder  Pyra- 
mide, nachdem  die  Richtung  AB  der  gegenüberliegenden  Kante  dem 
ihr  zugewendeten  Auge  nach  rechts  oder  nach  links  gehend  er- 
scheint; oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  man  denke  sich  den 
Körper,  auf  welchen  die  Kräfte  wirken,  an  MN,  als  einer  Axe,  be- 
festigt, und  gebe  dann  je  zwei  Pyramiden  einerlei  oder  entgegenge- 
setzte Zeichen,  jenachdem  die  Kräfte,   welche  durch  die  gegenüber- 

6* 
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liegenden  Kanten  vorgestellt  werden,  den  Körper  um  MN  nach 
einerlei  oder  entgegengesetzten  Seiten  zu  drehen  streben. 

§.  59.  Beim  Gleichgewichte  eines  in  einer  Ebene  enthaltenen 
Systems  von  Kräften  war  (§.  49)  die  Summe  der  Dreiecke,  welche 
irgend  einen  Punct  M  der  Ebene  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und 
die  Kräfte  zu  gegenüberliegenden  Seiten  hatten,  gleich  Null.  Was 
also  dort  ein  einfacher  Punct  3/  war,  geht  hier,  wo  die  Kräfte  nicht 
mehr  in  derselben  Ebene  liegen,  in  eine  gerade  Linie  MN  über  und 
die  dortigen  Dreiecke  MABy  ...  verwandeln  sich  damit  in  dreiseitige 
Pyramiden  MNAB,  —  So  wie  nun  in  jenem  einfacheren  Falle 
die  Doppelten  der  Dreiecke  MAB,  ...,  oder  die  Parallelogramme, 
zu  denen  sie  sich  ergänzen  lassen,  die  Momente  der  Kräfte  AB^  ... 
in  Bezug  auf  den  Punct  JU  hiessen,  so  wollen  wir  auf  analoge  Weise 
die  Sechsfachen  der  Pyramiden  3/i\r-4J5,  ...  oder  die  Parallelepipeda, 
welche  MN  und  AB,  u.  s.  w.  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben, 
jedes  derselben  mit  dem  ihm  nach  der  Regel  des  §.  58  zukommen- 
den Zeichen  genommen,  die  Momente  der  Kräfte  AB,  ...  in  Bezug 
auf  die  Gerade  oder  Axe  MN  nennen.  Die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  des  Systems  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  soll,  ebenso  \ne 
bei  Systemen  in  Ebenen,  das  Moment  des  Systems  selbst  rück- 
sichtlich dieser  Axe  heissen.  —  Der  Satz  des  §.  58  lautet  damit  also: 

Ist  ein  System  von  Kräften  im  Baume  im  Gleichgetcichte  ^    so  ist 
für  Jede  beliebige  Axe   das  Moment  des  Systems  Null;   woraus  nach 
der  schon  in  §.  33  angewendeten  Schlussart  weiter  folgt: 

Gleic/ncirkende  Systeme  haben  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  be- 
liebige Axe  einander  gleiche  Momente. 

Zusatz.  Eine  der  Flächen  des  Parallelepipedums,  von  welchem 
MN  und  AB  zwei  gegenüberliegende  Kanten  sind,  ist  das  Parallelo- 
gramm, welches  MN  und  eine  von  M  ausgehende,  der  AB  gleiche 
und  parallele  Gerade  zu  anstossenden  Kanten  hat.  Der  Inhalt  die- 
ses Parallelogramms  ist  dargestellt  durch 

MN.  AB  .  sin  (MN'AB)  . 

Betrachten  wir  dasselbe  als  Grundfläche  des  Parallelepipedums,  so 
ist  die  Höhe  des  letzteren  gleich  dem  von  einem  Puncte  der  Ge- 
raden AB  auf  die  Grundfläche  gefällten  Perpendikel,  d.  i.  dem  kür- 
zesten Abstände  der  Geraden  AB  von  MN  Der  Inhalt  des  Parallel- 
epipedums MNAB,  oder  der  numerische  Werth  des  Moments  der 
Kraft  AB  in  Bezug  auf  die  Axe  MN,  ist  daher,  wenn  wir  noch 
die  Länge  der  Axe  gleich   1    setzen,   gleich    dem   Product    aus    der 
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Kraft  in  den  kürzesten  Abstand  ihrer  Richtung  von  der  Axe  und  in 
den  Sinus  des  Winkels  dieser  Richtung  mit  der  Axe. 

Hiermit  stimmt  auch,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  die  gewöhn- 
liche Definition  des  Moments  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe 
vollkommen  überein.  Denn  nach  dieser  Definition  wird  das  Moment 
erhalten,  wenn  man  die  Kraft  auf  eine  die  Axe  rechtwinklig  schnei- 
dende Ebene  rechtwinklig  projicirt  und  diese  Projection  (gleich  der 
Kraft;  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels  ihrer  Richtung  mit 
der  Axe)  in  den  Abstand  der  Projection  von  der  Axe  (gleich  dem 
kürzesten  Abstände  der  Kraft  von  der  Axe)  multiplicirt. 

Uebrigens  soll  in  dem  Folgenden,  so  lange  es  nur  auf  das  gegen- 
seitige Verhältniss  der  Momente,  nicht  auf  ihre  absoluten  Werthe, 
ankommt,  grösserer  Kürze  willen  die  Pyramide  MNAB  selbst, 
nicht  ihr  Sechsfaches  oder  das  Parallelepipedum ,  welches  mit  ihr 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  gemein  hat,  als  das  Moment  von  AB 
in  Bezug  auf  MN  genommen  werden. 

§.60.  Von  einer  einzigen  Kraft  AB  \st  das  Moment  in  Bezug 
auf  die  Axe  3/iV,  oder  die  Pyramide  MNAB,  nur  dann  Null,  wenn 
MN  mit  AB  in  einerlei  Ebene  liegt.  Ebenso  ist  von  zwei  Kräften 
AB,  CDj  deren  Richtungen  nicht  zusammenfallen,  die  Summe  der 
Momente  nicht  für  jede  Axe  Null.  Legt  man  z.  B.  die  Axe  so,  dass 
sie  mit  AB,  nicht  aber  zugleich  mit  CD,  in  einer  Ebene  liegt,  so 
ist  nur  von  AB,  aber  nicht  von  CD  das  Moment  Null,  also  auch 
nicht  die  Summe  der  Momente  Null*). 

Ist  demnach  ein  System  von  Kräften  nicht  im  Gleichgovichte, 
sondern  gleich  wirkend  mit  einer  einfachen  Kraft,  oder  mit  einem 
Paare,  oder  mit  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  Kräften 
(§.  57),  so  ist  nach  §.  59  das  Moment  des  Systems  dem  Momente  die- 
ser einen  oder  zwei  resultirenden  Kräfte  gleich,  und  daher  nicht  für 
jede  Axe  Null.  Da  also,  je  nachdem  zwischen  den  Kräften  eines 
Systems  GleichgeT^^cht  herrscht,  oder  nicht,  das  Moment  des  Systems 
für  jede,  oder  nicht  für  jede  Axe  Null  ist,  so  gelten  die  Sätze  des 
§.  59  auch  umgekehrt,  nämlich : 


*)  Liegen  drei  Kräfte  nicht  in  einer  Ebene,  so  schneidet  nicht  jede  Axe, 
welche  iweien  derselben  begegnet,  auch  die  dritte.  Für  eine  Axe,  welche  bloss 
zwei  derselben  trifft,  ist  aber  das  Moment  aller  drei  Kräfte  gleich  dem  Momente 
der  nicht  getroffenen  dritten,  also  nicht  Null.  Drei  Kräfte,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  können  sich  folglich  nicht  das  Oleichgewicht  halten,  und  zwei  Kräfte, 
die  nicht  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  können  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  re- 
ducirt  werden.  Dasselbe  \%i  schon  in  §.  57,  jedoch  auf  eine  weniger  einfache  Art, 
bewiesen  worden. 
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Ist  das  Moment  eines  Systems  von  Kräften  im  Räume  für  Jede 
beliebige  Axe  Null,  so  halten  sich  die  Kräfte  das  Gleichgewicht;  und 
icenn  die  Momente  zweier  Systeme  für  Jede  beliebige  Axe ,  auf  welche 
sie  gemeinschaftlich  bezogen  werden,  einander  gleich  sind,  so  sind  die 
Systeme  gleichwirkend. 

§.61.  Die  Bedingung,  dass  das  Moment  des  Systems  für  jede 
Axe  Null  ist;  d.  h.  dass  die  Summe  der  Pyramiden ,  welche  eine 
gemeinschaftliche  Kante  und  die  Kräfte  selbst  zu  gegenüberliegenden 
Kanten  haben,  für  jede  Lage  der  gemeinschaftlichen  Kante  sich  auf 
Null  reducirt,  ist  demnach  bei  Kräften,  die  auf  einen  frei  beweg- 
lichen Körper  wirken,  die  für  alle  möglichen  Richtungen  der  Kräfte 
geltende  Bedingung  des  Gleichgewichtes,  das  oberste  Princip  die- 
ses Gleichgewichtes.  Aus  ihm  müssen  sich  daher  die  im  Frühe- 
ren erhaltenen  Bedingungen  für  die  speciellen  Fälle,  wenn  die  Kräfte 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  oder  ihre  Richtungen  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  fallen,  rückwärts  ableiten  lassen. 

In  der  That,  sind  die  Kräfte  AB,  CD,  ...  in  einer  Ebene  ent- 
halten, so  werden  die  Pyramiden  MNAB,  MNCD,  ...,  wenn  man 
den  >villkürlichen  Punct  N  und  damit  die  Dreiecke  NAB,  NCD, 
...  in  der  Ebene  selbst  nimmt,  diesen  Dreiecken'proportional,  und  es 
muss  folglich  beim  Gleichgewichte  die  Summe  dieser  Dreiecke  Null 
sein.  Fallen  aber  die  Kräfte  in  eine  einzige  Gerade,  so  sind  die 
Dreiecke  NAB,  NCD,  ...  gleichfalls  in  einer  Ebene  enthalten,  und 
ihnen  nicht  nur  die  Pyramiden  MNAB,  ...,  sondern  auch  die 
Kräfte  AB,  ...,  also  auch  die  Kräfte  den  Pyramiden  proportional, 
daher  in  diesem  Falle  zum  Gleichgewichte  nur  erfordert  wird,  dass 
die  Summe  der  Kräfte  selbst  Null  ist. 

§.  62.  Wir  wollen  nunmehr  die  auf  einen  Körper  tcirkenden 
Kräfte,  indem  wir  sie  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  beziehen, 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  Zahlen  ausgedrückt  annehmen 
und  die  Relationen  zu  bestimmen  suchen,  die  zmschen  diesen  Zahlen 
beim  Gleichgewichte  stattfinden  müssen. 

Seien  daher,  in  Bezug  auf  ein  System  dreier  sich  unter  belie- 
bigen Winkeln  schneidenden  Coordinatenaxen,  von  einer,  durch  ihre 
Richtung  und  Länge  die  Richtung  und  Intensität  einer  Kraft  aus- 
drückenden Geraden  AB  die  Coordinaten  ihrer  Endpuncte  A  und 
B  respective 

X,  y ,  z       und       a:+X,       y+5^j       a;  +  Z. 
Hierbei    sind    also    x,    y,    z    die    Coordinaten    eines    beliebigen 
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Punctes  in  der  Richtung  der  Kraft,  welcher  Punct  nach  der  ge- 
wöhnlichen Art  durch  (ar,  y,  z)  ausgedrückt  werde.  X,  Y,  Z  aber 
sind  die  Projectionen  der  auf  analoge  Weise  mit  (X,  Y,  Z)  zu  be- 
zeichnenden Kraft  AB  auf  die  drei  Coordinatenaxen.  Durch  diese 
Projectionen,  die  sich  ihrer  Grösse  nach  nicht  ändern,  wenn  AB 
parallel  mit  sich  fortgeführt  wird,  werden  die  Grösse  und  die  Winkel 
von  AB  mit  den  Coordinatenaxen  bestimmt,  so  dass  (wX,  mY,  mZ) 
'  eine  Kraft  vorstellt,  die  mit  der  Kraft  (X,  Y,  Z)  zusammenfällt  oder 
parallel  ist  und  sich  zu  ihr  wie  m  zu  1  verhält;  also  mit  ihr  im 
Gleichgewichte  ist,  oder  ein  Paar  bildet,  wenn  m  =  —  1  ist.  —  Das 
Symbol  einer  in  der  Ebene  der  ar,  y,  oder  mit  ihr  parallel  wirken- 
den Kraft  ist  (X,  Y,  0),  so  wie  (0,  0,  Z)  das  Symbol  einer  Kraft, 
deren  Richtung  in  die  Axe  der  z  fällt,  oder  mit  ihr  parallel  ist; 
u.  s.  w. 

Setzen  wir   noch  von  der  Axe  3fiV,  worauf  die  Kraft  AB  be- 
zogen werden  soll,  die  Coordinaten  der  Endpuncte  M  und  N  resp. 

f,g,8      und     f+F,      g+G  ,      h  +  H  , 

so  ist  jetzt  der  Inhalt  der  durch  die  Coordinaten  ihrer  Ecken  ge- 
gebenen Pyramide  MNAB,  als  das  Moment  von  AB  für  MN,  zu 
entwickeln.  Nun  könnte  zwar  der  Ausdruck  dieses  Inhaltes  als  be- 
kannt genug  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  voraus- 
gesetzt werden.  Indessen  will  ich  eine  Entwickelung  dieses  Aus- 
drucks hier  noch  mittheilen,  die,  analog  der  in  §.  34  und  §.  35 
gegebenen  Entwickelung  für  eine  Dreiecksfläche,  auf  die  Statik  selbst 
gegründet  ist,  und  die  wegen  des  einfachen  Aufschlusses,  den  sie 
über  die  Bedeutung  und  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Glieder 
des  Ausdrucks  gibt,  einiger  Aufmerksamkeit  nicht  unwerth  sein 
dürfte. 

§.  63.  Lehnsätze  über  die  Pyramide.  1)  Um  über  das 
dem  Ausdrucke  AB  CD  einer  Pyramide  zukommende  Zeichen  zu 
urtheilen,  hat  man,  der  in  §.  58  gegebenen  Vorschrift  gemäss,  den 
Kopf  nach  der  im  Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Ecke  A  und  die  Füsse 
nach  der  zweiten  B  zu  bringen,  und  wenn  nun,  die  Augen  nach  CD 
gewendet,  die  Richtung  von  C  nach  D  von  der  rechten  nach  der 
linken  Hand  geht,  und  die  Richtung  nach  links  jedesmal  für  die 
positive  genommen  wird,  so  hat  AB  CD  das  positive  Zeichen. 

Der  Ausdruck  ABDC  derselben  Pyramide  wird  daher  nega- 
tiv sein. 

Ebenso  wird  auch  der  Ausdruck  ACBD  einen  negativen  Werth 
haben.    Denn  lässt  man  den  Kopf  in  A^  bringt  aber  die  Füsse  nach 
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(7,  so  leuchtet  ein,  dass  dann  die  Richtung  von  B  nach  D  rechts 
gehend  erscheinen  wird. 

Endlich  \vird  auch  der  Ausdruck  BACD  negativ  sein.  Denn 
bringt  man  seinen  Körper  in  eine,  der  im  ersten  Falle  statthabenden 
entgegengesetzte  Lage,  so  dass  der  Kopf  nach  B  und  die  Füsse  nach 
A  kommen,  so  wird  auch  die  Richtung  CD  der  dortigen  entgegen- 
gesetzt, also  nach  rechts  gehend,  erscheinen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  drei  Versetzungen -4 J5X)C,  ACBD^ 
BACD^  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in  AB  CD  je  zwei  neben 
einander  stehende  Buchstaben  gegenseitig  vertauscht,  von  AB  CD 
das  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Da  nun  durch  fortgesetztes 
Vertauschen  je  zweier  neben  einander  stehender  Elemente  nach  und 
nach  alle  die  24  Permutationen,  welche  sich  aus  4  Elementen  bilden 
lassen,  erhalten  werden  können,  so  wird  man  hiermit  von  allen  durch 
diese  Permutationen  ausgedrückten  Pyramiden  die  Vorzeichen  anzu- 
geben im  Stande  sein.  Ist  nämlich  AB  CD,  wie  vorhin,  positiv,  so 
ist  ACBD  negativ,  CABD  positiv,  CADB  negativ,  CD  AB  posi- 
tiv, u.  8.  w. 

2)  Habe  die  Pyramide  AB  CD  gegen  ein  System,  dreier  coordi- 
nirter  Axen  der  x,  y,  z  eine  solche  Lage,  dass  A  in  den  Anfangs- 
punct  oder  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  der  Axen,  und  B, 
C,  D  resp.  in  die  Axen  der  x^  y,  z  fallen.  Den  Winkel  der  Axe 
der  y  mit  der  Axe  der  x  setze  man  gleich  a,  und  den  Winkel  der 
Axe  der  z  mit  der  Ebene  der  x,  y  gleich  ß.  Alsdann  ist,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Zeichen,  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich 

\AB  .  AC  .sin  a  , 

der  Abstand  des  D  von  der  Ebene  dieses  Dreiecks  gleich  AD,%inß^ 
und  daher  der  Inhalt  TT  der  Pyramide  AB  CD 

n  =  ^r  .  AB  ,  AC .  AD  ,        wo         ;•  =  sin  a  sin  /!/  . 

Wir  wollen  nun  für  jeden  der  beiden  Winkel  a  und  (i  den  Sinn 
der  Drehung,  wodurch  er  bestimmt  wird,  so  annehmen,  dass  jeder 
von  ihnen  kleiner  als  180°,  und  folglich  r  positiv  >vird.  Indem  wir 
ferner  den  Kopf  nach  A  und  die  Füsse  nach  B  bringen,  wollen  wir 
diejenige  Richtung  (nach  rechts,  oder  links)  als  die  positive  setzen, 
welche  CD  hat,  wenn  Bj  Cj  D  von  A  nach  den  positiven  Seiten 
der  Axen  der  r,  y,  ;r  zu  liegen.  Da  nun  alsdann  jeder  der  drei 
Abschnitte  ABj  AC,  AD  positiv  ist,  so  stimmen  in  diesem  Falle 
der  Ausdruck  AB  CD  und  sein  numerischer  Werth  TT  dem  Zeichen 
nach  überein.  Es  erhellt  aber  durch  unmittelbare  Anschauung,  dass 
jedesmal,  wenn  eine  der  Ecken  B,  C,  D  von  der  positiven  Seite 
der  Axe,  worin  sie  liegt,  durch  A  in  die  negative  übertritt,  der  Aus- 
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druck  AB  CD  einen  Zeichenwechsel  erleidet;  zugleich  aber  ändert 
damit  auch  der  zugehörige  Factor  von  TT  sein  Zeichen.  Mithin  wird, 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  in  jedem  Falle  nicht  allein 
dem  absoluten  Werthe,  sondern  auch  dem  Zeichen  nach,  durch  das 
Product  n  der  Inhalt  der  Pyra- 
mide AB  OD  ausgedrückt. 

3)  Von  zwei  auf  einen  Punct 
O  (vergl.  Fig.  23)  wirkenden  Kräf- 
ten OP,  OQ  ist  die  Resultante 
die  Diagonale  OS  des  aus  den 
Kräften  construirten  Parallelo- 
gramms. Die  Resultante  von  OS 
und  einer  dritten  auf  O  gerichte- 
ten Kraft  ORy  oder  die  Resul- 
tante von   OP,    OQ,  OR,  ist  die 

Diagonale  OT  des  aus  OS  und  OR  construirten  Parallelogramms, 
d.  i.  die  Diagonale  des  aus  OP,  OQ,  OR  construirten  Parallelepi- 
pedums,  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Kräfte  nicht  in  einer  Ebene 
liegen.  So  wie  also  zwei  sich  schneidende  Kräfte  mit  Hülfe  eines 
Parallelogramms,  so  lassen  sich  drei  auf  einen  Punct  wirkende  Kräfte 
durch  Construction  eines  Parallelepipedums  zusammensetzen. 

Verbinden  wir  damit  den  Satz  (§.  59)  von  der  Gleichheit  der 
Momente  bei  gleichwirkenden  Systemen  von  Kräften,  so  kommt  in 
Bezug  auf  die  Axe  MN: 

MNOP+MNOQ  +  MNOR  =  MNOT  . 

Dies  gibt  uns  folgendes,  dem  in  §.  34  aufgestellten  Satze  analoge, 
Theorem: 

Die  algebraische  Summe  dreier  Pyramidefi,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Kante  MN  haben,  und  deren  gegenüberliegende  Kanten  vofi 
einer  gemeinschaftlichen  Ecke  O  ausgehen,  ist  gleich  einer  Pyramide, 
welche  dieselbe  Kante  MN  hat,  und  deren  gegenüberliegende  Kante  die 
ton  der  Ecke  O  ausgehende  Diagonale  des  aus  ersterefi  drei  gegenüber- 
liegenden Kanten  construirten  Parallelepipedums  ist. 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  noch  folgendergestalt  ausdrücken: 
Legt  man  durch  eine  Ecke  O  einer  Pyramide  MNOT  drei  nicht  in 
einer  Ebene  enthaltene  Axen  und  projicirt  auf  jede  derselben  eine 
der  anderen  Ecken,  T,  durch  eine  Gerade,  welche  mit  der  Ebene 
der  beiden  Axen,  auf  welche  nicht  projicirt  wird,  jedesmal  parallel 
ist,  so  ist  die  Pyramide  MNOT  der  Summe  der  drei  Pyramiden 
gleich,  die  hervorgehen,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  der  ersteren 
tür  die  Ecke   T  nach  und  nach  ihre  drei  Projectionen  (P,    Q,   R) 


90  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  64. 

setzt.  —  üebrigens  sieht  man  von  selbst,  dass  hierbei  OP,  OQ^  OR 
die  Coordinaten  von  T  in  Bezug  auf  das  durch  O  gelegte  Axen- 
system  sind. 

§.  64.  Aufgabe.  Den  Inhalt  einer  Pyramide  MNAB  durch 
die  Coordinaten  ihrer  Ecken  auszudrücken. 

Auflösung.  Man  lege  durch  3f,  als  den  Anfangspurnct  des 
Coordinatensystems ,  die  Axen  der  Xy  y,  z  und  nenne  iV,,  JV^,  N^ 
die  Projectionen  von  N  auf  diese  Axen  durch  Linien,  welche  resp. 
mit  den  Ebenen  der  y«,  zx,  xy  parallel  sind;  auf  gleiche  Art  seien 
^j,  A^y  Ä^  die  Projectionen  von  A,  und  B^,  -B,,  B^  die  Projec- 
tionen von  B  auf  die  Axen.  Alsdann  ist  dem  eben  erwiesenen  Satze 
zufolge: 

(a)  MNAB  =  MN.AB  +  MN^AB  +  MN^AB  , 
und  ebenso 

(b)  MN,AB=  MN,A,B  +  MN.A^B  +  MN.A^B  . 

In  (b)  ist  aber  das  erste  Glied  rechter  Hand  gleich  Null,  weil 
N^  und  -^4  mit  M  in  einer  Geraden,  in  der  Axe  der  x,  liegen.  Das 
zweite  Glied  ist 

MN.A^B  =  MN.A^B,  +  MN.A^B^  +  MN.A^B^  =  MN.A^B^  , 

weil  iVj ,  B^  in  der  Axe  der  x  und  -4, ,  -B^  in  der  Axe  der  y  liegen, 
und  daher  MN^A^B^  sowohl,  als  MN^A^B^,  gleich  Null  ist.  Glei- 
cherweise findet  sich  das  dritte  Glied  in  (6) 

MN,A,B  =  MN,A,B^  , 
folglich 

MN,AB  =  MN,A^B,  +  MN^A,B^  , 
und  ebenso 

MN^AB  =  MN^A^B,  +  MN^A.B,  , 

MN^AB  =  MN^A^B^  +  MN.A^B,  . 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  kommt  linker  Hand: 
MNAB,  zufolge  der  Gleichung  (a),  und  man  erhält,  wenn  man  in 
den  Ausdrücken  zur  Rechten  die  Buchstaben  so  versetzt,  dass  die 
Indices  stets  in  der  Ordnung  1,  2,  3  auf  einander  folgen,  dass  also 
die  drei  letzten  Ecken  jeder  Pyramide  der  Reihe  nach  in  den  Axen 
der  X,  y,  z  liegen,  und  wenn  man  dabei  die  durch  die  Versetzungen 
nöthig  werdenden  Zeichenwechsel  nach  §.63,  1  gehörig  beobachtet: 

MNAB  =  MN.A^B,  +  MB,N^A,+ MA^B^N, 
—  MN,  B^A,  —  MA,  N^B,  —  MB,  A^N,  . 

Nun  wird  nach  §.  63,  2,  wenn  man  die  Coordinaten  von  N: 
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MN^  =  «,  ,         MN^  =  »,  ,         3fiVj  =  Wj  , 
von  A: 

MA^  =  a,  ,         MA^  =  a,  ,         MA^  =  a,  , 
von  B: 

MB,  =  ft,  ,         MB^  =  ft,  ,         MB^  =  *3 
setzt: 

MN^A^B^  —  ^r  .  «,a,J,  , 
u.  8.  w.,  folglich 

MNAB  =  ^r[n,  (a,  *,  —  «, AJ  +  n^  (a,  J,  —  a,  *,)  +  »s K  6^  —  ««*t)]  ; 

und  hiermit  ist  unter  der  Annahme,  dass  M  der  Anfangspunct  der 
Coordinaten  ist,  der  Werth  der  Pyramide  MNAB,  durch  die  Coor- 
dinaten  der  übrigen  Ecken  ausgedrückt,  gefunden. 

Ist  M  nicht  der  Anfangspunct,  so  hat  man  nur,  um  diesen  Fall 
auf  den  hier  vorausgesetzten  zurückzuführen,  die  Coordinaten  jeder 
der  'übrigen  Ecken  um  die  auf  die  entsprechenden  Axen  sich  be- 
ziehenden Coordinaten  von  M  zu  vermindern. 

§.  65.  Nach  den  Bezeichnungen,  welche  in  §.  62  für  die  Coor- 
dinaten von  3f,  N,  A,  B  gewählt  wurden,  sind,  nach  Abzug  derer 
von  My  die  Coordinaten 

von  JV....  jF,   ö,  H  , 

von  A X  — f  ,         y  —  g  ,         z  —  ä  , 

von  B X  — /+  -X,         y  —  ^+y,         z  —  h  +  Z  , 

Substituirt  man  dieselben  für  n, ,  n, ,  n, ,  a^ ,  ...  in  der  zuletzt 
erhaltenen  Formel,  so  ergibt  sich  der  sechsfache  Werth  der  Pyramide 
MNAB,  d.  i.  das  Moment  der  auf  den  Punct  («,  y,  z)  wirkenden 
Kraft  (X,  y,  Z)  in  Bezug  auf  eine  Axe,  deren  Endpuncte  (fy  g,  h) 
und  (f+Fy  g+Gy  Ä-f-Ä)  sind, 

=  rF[(y-g)Z-(z-h)Y] 
+  rG[(z-h)X-(x-f)Z]  +  rH[{x-f)Y-(y-g)X]  , 

wo  das  Zeichen  r  die  in  §.  63,  2  angegebene,  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  Axen  abhängige  Bedeutung  hat,  und  dieser  zufolge  bei 
einem  rechtwinkligen  Axensystem  gleich  1  ist. 

Hieraus  kann  nun  leicht  weiter  das  Moment  eines  Systems  von 
Kräften  in  beliebiger  Anzahl  gefunden  werden.  Denn  man  hat  nur 
fär  jede  Kraft  einzeln  ihr  Moment  nach  letzterer  Formel  zu  ent- 
wickeln und  alle  diese  Momente  zu  addiren. 

Sind  daher  (X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z'),  (X",  Y\  Z\  ...  die 
Kräfte  des  Systems  und  resp,  (a:,  y,  «),    [x\  y',  ;r'),    (x'\  y",  2"),   . . . 
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beliebige  Puncte  ihrer  Richtungen ,    so  ist,    tcenn  man   zur  Abkürzung 
die  Summen 

X+X  +  X'  +  .,.  =  A  , 

y+  r+  5"  +  ...  =  5  , 

Z  +  Z'  +  Z"  +  . . .  =  C  , 
yZ-zY  +  y'Z'-z'T  +  .,.  =  L  , 
zX—tZ  +  z'X'  —  x'Z'  +  ,,,  =  3/, 
xY—  yX+  x'  T—  y'X'  +  ..,  =  N 

setzte   das  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  die  durch  f,  g,   h,  Fj 
G,  H  bestimmte  Axe  dargestellt  durch  de7i  Ausdruck 

rF[L  —  gC  +  hB]  +  rG{M—hA+fC]+rH[N—fB  +  gA]  . 

§.  66.  Soll  nun  das  jetzt  betrachtete  System  von  Kräften  im 
Gleichgewichte  sein,  so  muss  das  Moment  des  Systems  für  jede  Lage 
der  Axe  3fNy  also  unabhängig  von/,  g,  h,  F,  ö,  H,  Null  sein. 
Dies  gibt  folgende  sechs  nothwendige  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes : 

i  =  0  ,         M=  0  ,         N=  0  . 

In  der  That  wird,  wenn  man  z.  B.  ^,  ä,  G,  H  gleich  Null  setzt, 
also  die  Axe  MN  in  der  Axe  der  x  liegend  und  von  einer  Länge 
gleich  F  annimmt,  das  Moment  des  Systems  gleich  rFL,  und  daher 
beim  Gleichgewichte  i  =  0.  Ebenso  ist  rGM  oder  rHN  das 
Moment  des  Systems,  wenn  die  Axe  des  Moments  in  die  Axe  der  y 
oder  der  z  fällt  und  von  der  Länge  G  oder  H  ist ;  also  beim  Gleich- 
gewichte Jf  =  0  und  iV=  0.  Setzt  man  aber  bloss  //  =  (),  6r  =  0, 
II  =  0^  und  lässt  daher  die  Axe  der  Momente  in  der  Ebene  der  x,  y 
parallel  mit  der  Axe  der  x  liegen,  so  wird  das  Moment 

=  rF{L-ffC}  , 

folglich  beim  Gleichgewichte  C  =  0,  weil  dann,  vrie  schon  erwiesen, 
L  =  0  ist. 

Die  sechs  Bedingungsgleichungen 

^=0  ,         5  =  0  ,         C=0  , 

i  =  0  ,         M=z  0  ,         N=  0 

sind  aber  nicht  allein  die  nothwendigen,  so7idern  auch  die  hinreichenden 
Bedifigunge7i  des  Gleichgeicichfes. 

Denn  wenn  sie  erfüllt  werden,  ist  das  Moment  für  jede  Lage 
der  Axe  Null  und  findet  somit  Gleichgewicht  statt. 

Die  drei  ersten  dieser  sechs  Gleichungen  drücken  aus,   dass  die 
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Summen  der  Projectionen  der  Kräfte  auf  die  Axeii  der  Xj  der  y  und 
der  z  einzeln  Null  sind,  und  die  drei  letzten  bedeuten,  dass  das 
Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  jede  dieser  drei  Axen  einzeln 
Null  ist. 

Zusatz.  Werden  die  Richtungen  der  Kräfte  eines  Systems  in 
die  direct  entgegengesetzten  verwandelt,  so  gehen  die  sechs  von  den 
Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  abhängigen  Grössen:  Aj  Bj 
...  N  über  in  —  A,  —  B,  ...  —  N. 

Bezeichnen  femer  bei  einem  zweiten  auf  dieselben  Coordinaten- 
axen  bezogenen  Systeme  von  Kräften,  A\  B\  ...  N'  dieselben  Func- 
tionen der  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte,  welche  A,  B, 
. . .  N  rücksichtlich  des  vorigen  Systems  waren ,  so  sind  dieselben 
Functionen  für  das  aus  beiden  Systemen  zusammengesetzte  System: 

A  +  A\       ...       N+N'  . 

Ist  folglich  das  zweite  System  mit  dem  ersten  gleichwirkend, 
so  hat  man,  weil  dann  das  zweite  System,  nachdem  die  Richtungen 
seiner  Kräfte  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  worden,  mit  dem 
ersten  verbunden,  im  Gleichgewichte  sein  muss,  die  sechs  Glei- 
chungen : 

A  —  A'  =  {),  ...  N—N'  =  0  ; 

d-  h. :  Die  Gleichungen 

A  =  A',         B  =B\         C=  C  , 

L  =  L'  ,        M=M' ,        N=N' 

sind  die  tiothtoetidigen  und  hinreichenden  Bedingungsgleichungen,  unter 
denen  die  zwei  durch  A,  B,  C,  L,  M,  N  und  A',  B\  C,  L\  M\ 
JV  bestimmten  Systeme  von  Kräften  gleiche   Wirkung  haben. 

§.  67.  Der  Weg,  auf  welchem  wir  jetzt  zu  den  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften  im  Räume  gekommen  sind, 
ist  ganz  dem  analog,  den  wir  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in 
einer  Ebene  befolgten.  So  wie  dort  die  Bedingungen  sich  daraus 
ergaben,  dass  das  Moment  des  Systems  für  jeden  Punct  der  Ebene, 
worauf  es  bezogen  wurde.  Null  sein  musste,  so  fanden  sich  hier  die 
Bedingungen,  indem  wir  den  allgemeinen  Ausdruck  des  Moments, 
unabhängig  von  den  die  Axe  des  Moments  bestimmenden  Grössen, 
Null  setzten;  und  ebenso,  wie  die  dortige  Entwickelung  sich  bloss 
auf  die  Zusammensetzung  in  einer  Ebene  wirkender  Paare  gründete, 
so  wurde  auch  hier  nur  die  Theorie  von  Paaren  im  Räume  zu  Hülfe 
genommen,  so  dass  die  eine  Entwickelung  von  der  anderen  ganz  un- 
abhängig war. 

Indessen  kann  man  auch,  ohne  zuvor  die  Nullität  des  Moments 
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für  jede  Axe  bewiesen  und  den  allgemeinen  Ausdruck  dieses  Mo- 
ments entwickelt  zu  haben,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
eines  Systems  im  Räume  aus  denen,  welche  für  ein  System  in  einer 
Ebene  gelten,  leicht  auf  folgende  Weise  herleiten. 

1)  Aus  der  Natur  der  Projectionen  folgt,  dass,  wenn  man  eine 
Kraft  P  und  ihre  Projectionen  X,  F,  Z  auf  die  Axen  der  x,  y^  z 
parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  Punct  O  trägt,  die  von  O 
ausgehende  Diagonale  des  Parallelepipedums,  welches  X,  Y,  Z  zu 
Kanten  hat,  P  selbst  ist.  Nach  dem  in  §.  63,  3  Bemerkten  ist  aber 
bei  dieser  Lage  von  P,  X,  y,  Z  die  erstere  ELraft  die  Resultante 
der  drei  letzteren,  d.  h. :  die  Kraft  (X,  Y,  Z)  ist  gleich  und  parallel 
der  Resultante  von  den  in  den  Coordinatenaxen  wirkenden  Kräften 

X,  y,  z. 

2)  Zum  Gleichgewichte  eines  Systems  S  im  Räume  wird  erfor- 
dert, dass  von  den  zwei  Systemen  V  und  W  (§.  57)  jedes  für  sich 
im  Gleichgewichte  ist.  Es  besteht  aber  V  aus  den  parallel  mit  ihren 
Richtungen  durch  einen  Punct  O  gelegten  Kräften  von  S.  Man 
nehme  nun  für  den  Punct  O  den  Anfangspunct  der  Coordinaten,  so 
wird  die  Kraft  (X,  y,  Z)  des  Systems  S  nach  ihrer  Verlegung  auf 
O  gleich  wirkend  mit  den  Kräften  X,  y,  Z  in  den  Axen  der  ^,  y, 
z]  und  dasselbe  gilt  auch  von  den  übrigen  Kräften  (X',  Y\  Z'),  ... 
des  Systems  &  Das  aus  der  Verlegung  entstehende  System  V  ist 
daher  gleich  wirkend  mit  den  Kräften  X,  X',  ...  in  der  Axe  der  x, 
den  Kräften  y,  Y\  ...  in  der  Axe  der  y  und  den  Kräften  Z,  Z*, 
...  in  der  Axe  der  z,  Soll  aber  dieses  System  im  Gleichgewichte 
sein,  so  muss  es  jedes  der  drei  Systeme  X,  X',  ...;  y,  Y\  ...; 
Z,  Z',  ...  für  sich  sein,  und  daher,  wenn,  wie  in  §.  65 

X  +  X'  +  ...=A  , 

u.  8.  w.  gesetzt  wird,  jede  der  drei  Summen  A,  B^  C  Null  sein. 
Denn  da  zwei  Kräfte,  die  nicht  in  einer  Geraden  wirken,  sowie  drei 
Kräfte,  deren  Richtungen  nicht  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen, 
sich  nicht  das  Gleichgewicht  halten  können,  so  würde,  wenn  von 
den  drei  Summen  Aj  By  C  nur  zwei,  oder  eine,  oder  keine,  Null 
wären,  das  System  eine  Resultante  haben. 

Die  erste  Bedingung  des  Gleichgetüichtes  ztoischen  Kräften  im 
Baume,  dass  die  Kräfte,  wenn  sie  parallel  mit  sich  an  einefi  und  deri- 
selben  Punct  getragen  werden,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  toird  da- 
her erfüllt,  wenn 

3)  Die  zweite  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Systems  S 
ist  das  Gleichgewicht  des  Systems  der  Paare  W,    Hierzu  wird  nach 
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§.  54,  5  erfordert;  dass,  wenn  man  die  Paare  auf  die  Ebene  der  yz, 
zx  und  xy  projicirt,  in  jeder  dieser  Ebenen  für  sich  die  projieirten 
Paare  im  Gleichgewichte  sind.  Das  zu  dem  Systeme  W  gehörige 
Paar,  welches  aus  der  auf  den  Punct  (ar,  y,  2)  wirkenden  Kraft  (X, 
I"  Z)  des  Systems  S  und  der  durch  O  gehenden  Kraft  ( —  X,  —  F, 
—  Z)  besteht ,  hat  aber  zu  seiner  Projection  auf  die  Ebene  der  xy 
ein  Paar,  dessen  Kräfte  (X,  Y)  und  ( —  X,  —  I")  resp.  auf  die  Puncte 
(t,  y)  und  O  gerichtet  sind;  und  von  diesem  Paare  ist  das  Moment 
gleich  dem  Momente  der  Kraft  (X,   Y)  in  Bezug  auf  O  (§.  31), 

=  [xY — yX)  sin  er 

(§.  37).  Auf  gleiche  Weise  verhält  es  sich  mit  jedem  der  übrigen 
Paare  des  Systems  TF.  Nach  der  in  §.  65  angenommenen  Bezeich- 
nung ist  daher  das  Moment  aller  auf  die  Ebene  der  x^  y  projieirten 
Paare  des  Systems  W  gleich  iV sin  er,  und  folglich  Gleichgewicht 
zwischen  ihnen,  wenn  iV=0  ist.  Ebenso  zeigt  sich,  dass  resp. 
X  ==  0  und  3/ =  0  die  Bedingungen  sind,  unter  denen  die  Projec- 
tionen  von  W  auf  die  Ebenen  der  yz  und  zx  sich  das  Gleichgewicht 
halten.    Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems  W  sind 

denmach: 

i  =  0  ,         Jtf=0  ,         iVr=0  , 

welche  in  Verbindung  mit  den  drei  vorigen  Gleichungen  -4  =  0, 
u.  8.  w.  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems  S  voll- 
ständig darstellen. 

Zusatz.  Aus  2)  dieser  Entwickelung  schliessen  wir  noch,  dass, 
wenn  die  Kräfte  des  Systems  ursprünglich  auf  einen  und  denselben 
Punct  wirken,  die  drei  Gleichungen: 

^  =  0  ,         5  =  0  ,         C=0  , 

die  einzigen  zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Bedingungen  sind, 
und  dass,  wenn  sie  nicht  erfüllt  werden,  das  System  eine  auf  den- 
selben Punct  gerichtete  Resultante  (-4,  B^  C)  hat. 

§.  68.  Setzt  man  in  den  sechs  Gleichungen  A=:Oj  -B  =  0, 
. . .  N=  0  die  Projectionen  Z,  Z\  . . .  und  die  Coordinaten  Zj  z\  ... 
sämmtlich  gleich  Null,  so  werden  die  Gleichungen  (7=0,  i  =  0, 
3f  =  0  identisch,  und  man  erhält  rückwärts 

A  =  i)  ,        5  =  0  ,         iV^=0  , 

wie  in  §.  38,  als  die  einzigen  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  für 
den  speciellen  Fall,  wenn  die  Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebene, 
in  der  Ebene  der  ir,  y,  >virken. 

Da  (X,  y,  0),  ...  und  [x^  y,  0),  ...  die  Projectionen  der  Kräfte 
(X,  y,  Z),  . . .  und  der  Puncte  [x,  y,  ^),  ...  auf  die  Ebene  der  ar,  y 
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sind,  80  geben  die  drei  Gleichungen  ^  =  0,  J?  =  0,  JV=0  noch  zu 
erkennen,  dafis,  wenn  ein  System  im  Räume  im  Gleichgewicht  ist, 
auch  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  die  Ebene  der  xy  projicirten 
Kräften  desselben  stattfindet.  Ebenso  wird  durch  die  Gleichungen 
JJ  =  0,  C=0,  L  =  0  das  Gleichgewicht  der  Projectionen  auf  die 
Ebene  der  y«,  und  durch  die  Gleichungen  C=0,  A  =  0,  M=  0 
das  Gleichgewicht  der  Projectionen  auf  die  Ebene  der  zx  ausge- 
drückt.    Wir  folgern  hieraus: 

Ist  ein  System  von  Kräften  im  Räume  im  Gleichgetdchte ,  so  ist 
es  auch  die  Projection  des  Systems  auf  eine  beliebig  gelegte  Ebene.  Ist 
aber  von  drei  Projectionen  eines  Systems  im  Räume  auf  drei  sich  nur 
in  einem  Puncte  schneidende  Ebenen  jede  Projection  für  sich  im  Gleich- 
getcichte,  so  ist  es  auch  das  System  selbst  und  mithin  auch  die  Pro- 
jection desselben  auf  jede  vierte  Ebene. 

Vermöge  der  drei  Gleichungen 

gilt  der  erste  Theil  dieses  Satzes  auch  von  Projectionen  eines  Systems 
im  Räume  auf  gerade  Linien. 

Wenn  also  die  Kräfte  des  Systems  im  Gleichgeunchte  sind,  so 
herrscht  zwischen  den  auf  eine  beliebige  Gerade  projicirten  Kräften 
ebenfalls  Gleichgeudcht.  Wenn  aber  von  drei  Projectionen  des  Systems 
atif  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  und  nicht  mit  einer  Ebene  pa- 
rallele Gerade  jede  für  sich  im  Gleichgewichte  ist,  so  ist  es  auch  die 
Projection  auf  jede  vierte  Gerade,  allein  deshalb  noch  nicht  das  System 
selbst. 

§.  69.  Ist  eifi  System  von  Kräftefi  im  Räume  nicht  im  Gleich- 
gewichte, so  lässt  es  sich  immer  auf  zwei  Kräfte  zurückbringen,  die 
im  allgemeineren  Falle  nie  fit  weiter  zu  vereinigen  sind. 

Seien  {X^,  Y,,  ZJ,  (X,,  Y^,  Z^)  diese  zwei  Kräfte  und  resp. 
{^^1  y^j  ^i)i  (^1»  !/ti  «t)  2^®^  Puncte  ihrer  Richtungen.  Um  die 
gleiche  Wirkung  des  Systems  mit  diesen  zwei  Kräften  auszudrücken, 
hat  man  nach  §.  66,  Zusatz  die  von  den  Kräften  des  Systems  ab- 
hängigen sechs  Grössen  -4 ,  Ä ,  . . . ,  iV  den  ebenso  durch  letztere  zwei 
Kräfte  bestimmten  Grössen  gleich  zu  setzen.  Dies  gibt  die  sechs 
Gleichungen : 

B=Y,  +  Y,   ,         M=  z,X,  —  x,Z,  +«,X,— :r,2.  , 

C  =  Z,  +Z,    ,         iV  =  a:,y,  — y,X,  +  a:,y,— y,X.. 

Betrachtet  man  daher  das  System,  und  damit  die  sechs  Grössen  A, 
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By  ...  JV,  als  gegeben,  und  will  man  die  zwei  mit  ihm  gleich  wir- 
kenden Kräfte  finden,  so  hat  man  sechs  Gleichungen  zwischen  zwölf 
Unbekannten : 

Man  kann  folglich  sechsen  der  letzteren  beliebige  Werthe  geben, 
hierdurch  die  sechs  übrigen  bestimmen  und  somit  auf  unendlich 
viele  Arten  zwei  Kräfte  finden,  die  mit  dem  gegebenen  Systeme 
gleiche  Wirkung  haben. 

Nur  dürfen  unter  den  sechs  willkürlich  zu  nehmenden  Grössen 
nicht  solche  sein,  zwischen  denen  allein  schon  vermöge  der  sechs 
Gleichungen  Relationen  stattfinden;  z.  B.  nicht  X^  und  A\  zugleich, 
weil  durch  die  Gleichung 

A^X,  +  X. 

mit  der  einen  dieser  Grössen  auch  die  andere  bestimmt  ist. 

Ebensowenig  können  die  sechs  Coordinaten  x^,  y,,  ar,,  a-,,  y,,  z^ 
beliebig  genommen  werden.  Denn  aus  den  drei  letzten  der  sechs 
Gleichungen  fliesst: 

Lx,  +  My,  +  Nz, 

=  Xflyi^» — y»«i)  +  Yti^i^t  —  ^t^i)  +  ^A^iVt  —  -^tyi) 

Lx^  +  Jfy,  +  Nz^ 

=  •X,(y,r,— y,«,)+  Y^{z^x^—z^x^)  +  Z^(x^y,—x^y^) 

und  hieraus  mit  Anwendung  der  drei  ersten  Gleichungen: 

L(x,  -  X,)  +  3/(y,  -  y.)  +  N(z,  -  z,) 

=  ^(y.^i  — yi^i)  +  ^(«t^i  —  ^i^t)  +  0{x^y,  — ^ly»)  . 

Die  sechs  Coordinaten  sind  daher  nicht  von  einander  unabhän- 
gig. Vielmehr  sieht  man  aus  letzterer  Gleichung,  dass,  wenn  die 
eine  Kraft  (X^,  F, ,  Z,)  durch  einen  gegebenen  Punct  (a,,  A, ,  c^) 
geht,  die  andere  in  einer  damit  gegebenen,  den  Punct  enthaltenden 
Ebene  liegt.  Setzt  man  nämlich  in  (a)  die  Coordinaten  a^,  b^y  (\  an 
die  Stelle  von  a-, ,  y, ,  «, ,  so  ist  die  hervorgehende  Gleichung  zwischen 
ar, ,  y, ,  z^  die  Gleichung  dieser  Ebene ;  und  da  diese  Gleichung,  wenn 
man  auch  x^,  y,,  z^  resp.  gleich  a^,  A,,  c^  setzt,  identisch  wird,  so 
geht  die  Ebene  durch  den  gegebenen  Punct. 

Ist  umgekehrt  die  eine  Kraft  (X,,  Y,,  Z,)  in  einer  gegebenen 
Ebene  enthalten,  deren  Gleichung 

«t       *«       ^t 
sei,  so  geht  die  Richtung  der  anderen  Kraft  (X,,   Y^,  Z^)  durch  einen 
damit   gegebenen,   in  der  Ebene  begriflTenen  Punct.     Denn  aus  der 
Vergleichung  von  {(i)  mit  (o)  ergibt  sich: 

Xöbiat  Werke  m.  7 
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Lx,  +  My,  +  Nz,  =  a,(i  +  Bz,  —  Cy,)  , 
Lx,  +  My,  +  Nz,  =  J,  (M+  Cx,  —  Az,)  , 
Lx,  +  My^  +  Nz,  =  c^  (N  +  Ay,  —  Bx,)  . 

Hiermit  erhalten  x^,  y^,  z^  bestimmte  Werthe,  und  diese  sind 
die  Coordinaten  des  Punctes,  durch  welchen  die  Kraft  (X^,  Y^,  ZJ 
zu  legen  ist.  Substituirt  man  endlich  die  aus  den  drei  letzteren 
Gleichungen  fliessenden  Werthe  von  a, ,  Ä, ,  c,  in  {ß)  und  setzt  ar, ,  y, , 
z^  resp.  gleich  x^,  y^,  z^,  so  wird  (ß)  identisch;  mithin  ist  der  Punct 
(^1)  y^}  ^\)  gleichfalls  in  der  Ebene  {ß)  enthalten. 

In  dieser  Beziehung  entspricht  daher  jedem  Puncte  eine  durch 
ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punct.  Ist 
demnach  von  zwei  Kräften,  welche  mit  dem  Systeme  gleichwirkend 
sind,  die  Richtung  der  einen  gegeben,  so  hat  damit  auch  die  Rich- 
tung der  anderen  eine  bestimmte  Lage.  Denn  sie  ist  die  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen,  die  irgend  zweien  Puncten  der  ersteren 
Richtung  entsprechen,  oder  auch  die  Linie  durch  zwei  Puncte,  welche 
irgend  zweien  in  der  ersteren  Richtung  sich  schneidenden  Ebenen  ent- 
sprechen. So  wie  daher  jedem  Puncte  eine  Ebene  und  jeder  Ebene 
ein  Punct  entspricht,  so  hat  auch  jede  Gerade  eine  andere  ihr  ent- 
sprechende Gerade.  —  Weiter  unten  werden  wir  auf  diesen  Gegen- 
stand zurückkommen. 

§.70.  Die  zwei  Kräfte,  worauf  sich  ein  nicht  im  Gleichge- 
wichte befindliches  System  mittelst  der  sechs  Gleichungen  in  §.  69 
immer  reduciren  lässt,  sind  im  Allgemeinen  nicht  in  einer  Ebene 
enthalten. 

Um  daher  noch  zu  unterstichen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
zwei  Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  erwäge  man,  dass 
sie  dann  im  Allgemeinen  sich  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren,  im 
specielleren  Falle  aber  ein  Paar  bilden.  Da  nun  jede  mit  (X^ ,  Y^ , 
ZJ  ein  Paar  bildende  Kraft  den  Ausdruck  ( —  X^,  —  y^,  — ZJ  hat, 
so  wird  das  System  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  haben,  wenn 

x,-hx,  =  o,      y,-hy,  =  o,      z,-h^t  =  o, 

also  wenn  (§.  69) 

^  =  0  ,        B  =  0  ,        e=o 

ist,  —  was  auch  schon  daraus  erhellt,  dass  alsdann  von  den  zwei 
Systemen  V  und  TF,  welche  in  §.  57  für  das  System  S  substituirt 
wurden,  das  System  V  im  Gleichgewichte  sein  muss  (vergl.  §.  67,  2). 
Die  Werthe  von  i,  Jkf,  iV  in  §.  69  werden  damit,  wenn  man 
der  Kürze  willen 
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setzt: 

und  hieraus  lassen  sich  die  Ebene  und  das  Moment  des  resultiren- 
den  Paares  bestimmen.     Denn  zuerst  hat  man: 

welches,  wenn  f,  i?,  S  selbst  zu  Coordinaten  genommen  werden,  die 
Gleichung  für  eine  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gelegte, 
mit  der  Ebene  des  Paares  parallele  Ebene  ist.     Sodann  findet  sich 

i«  +  jf «  +  N^ 

Lässt  man  daher  das  Coordinatensystem  ein  rechtwinkliges  sein 
und  bestimmt  von  den  zwei  Puncten  {x^,  f/^,  z,)  und  (x,,  y,,  «,)  in 
den  Richtungen  der  Kräfte  des  Paares  den  einen  so,  dass  die  Ge- 
rade, welche  ihn  mit  dem  anderen  verbindet,  die  Richtungen  recht- 
winklig schneidet,  so  ist 

der  Ausdruck 

gleich  der  Breite,  und 


yx7  +  iv+^ 

gleich  jeder  der  zwei  Kräfte  des  Paares;  folglich  der  Ausdruck 

gleich  dem  Momente  desselben. 

Diess  fliesst  auch  sogleich  daraus,  dass  X,  3f,  iV  die  Momente 
der  auf  die  drei  Coordinatenebenen  projicirten  Kräfte  des  Systems 
in  Bezug  auf  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  (§.  67,  3),  also  auch 
die  Momente  des  auf  dieselben  drei  Ebenen  projicirten  Paares  sind, 
auf  welches  sich  jetzt  das  System  zurückführen  lassen  soll;  und  dass, 
wenn  man  eine  begrenzte  Ebene  auf  drei  sich  rechtwinklig  schnei- 
dende Ebenen  projicirt,  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen 
dem  Quadrate  der  begrenzten  Ebene  selbst  gleich  ist. 

§.71.  Wenn  die  zwei  Kräfte,  welche  mit  einem  gegebenen 
Systeme  gleichwirkend  sind,  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  darin, 
wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren- 
lassen,  so  kann  man  die  Ejraft  (X^,  Y^f  ZJ  für  diese  eine  nehmen 
und  die  andere  (X,,  Y,,  Z^)  Null  setzen.  Hiermit  werden  X,,  Y^,  Z, 
einzeln  gleich  Null,  und  die  sechs  Gleichungen  in  §.  69  gehen 
über  in: 

7* 
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Eliminirt  man  hieraus.  X^,   Y^,  Z^,  so  kommt: 

(a)       L=Cy,—Bz,,       M=Az,  —  Cx,,       N=Bx,—Ay,, 

und,  wenn  man  noch  x^y  y^,  z^  wegschafft: 

(*)  AL  +  BM+CN=(^  , 

eine  Gleichung  zwischen  Aj  B,  , ,.  N  allein,  also  die  Bedingungs- 
ffleichunffj  bei  welcher  das  System  auf  eine  einzige  Kraft  redacirbar 
ist.  Diese  Kraft  selbst  ist  (-4,  J?,  C)  und  die  drei  Gleichungen  (a), 
von  denen,  vermöge  der  Relation  (J),  eine  jede  aus  den  zwei  übrigen 
fliesst,  sind  die  Gleichungen  für  die  Richtung  der  Kraft.  Finden 
sich  daher 

i  =  0  ,         M=0  ,         N=0  , 

so  hat  das  System  eine  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
gehende  Resultante,  und  umgekehrt. 

Da  übrigens  die  Gleichung  (i)  auch  dann  erfüllt  wird,  wenn 
Aj  By  C  gleich  Null  sind,  d.  i.  wenn  das  System  mit  einem  Paare 
gleiche  Wirkung  hat,  so  erhellt,  dass  diese  GleicJmng  überhaupt  die 
Bedingung  ausdrückt ,  bei  welcher  die  zwei  Kräfte  (X, ,  Y^ ,  ZJ  und 
(X, ,  y, ,  Z,)  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass,  wenn  das  System  eine 
einfache  Kraft  zur  Resultante  haben  soll,  zu  der  positiven  durch  (b) 
ausgedrückten  Bedingung  noch  die  negative  hinzugesetzt  werden 
muss,  dass  nicht  jede  der  drei  Grössen  A,  By  C  Null  sein  darf. 

§.72.  Zusätze,  a)  Zu  der  Gleichung  [b)  kann  man  noch 
auf  verschiedenen  anderen  Wegen  gelangen;  am  einfachsten  wohl 
folgendergestalt.  Man  verwandle,  wie  in  §.57,  das  System  S  in  zwei 
andere  V  und  Wy  von  denen  V  aus  den  auf  den  Anfangspunct  der 
Coordinaten  parallel  mit  sich  verlegten  Kräften  von  S  besteht,  JV 
aber  die  Kräfte  von  S  selbst  und  die  direct  entgegengesetzten  von 
V  enthält.  Die  Resultante  von  V  ist  nun  eine  durch  den  Anfangs- 
punct gehende  Kraft  t?,  deren  Ausdruck  (Ay  J?,  C),  und  es  verhält 
sich  daher  für  jeden  Punct  (Xy  y,  z)  ihrer  Richtung: 

(v)  x:y  :  z  =  A:  B  :  C  , 

Die  Resultante  von  W  ist  ein  Paar  Wy  dessen  Projectionen  auf 
die  Coordinatenebenen  gleich  i,  3/,  N  sind.  Die  Ebene  dieses 
Paares  hat  folglich,  wenn  sie  durch  den  Anfangspunct  gelegt  wird, 
die  Gleichung  (§.  70) 

(w)  Lx  +  My  +  Nz  =  0  . 

Soll  nun   das  System  S  sich  auf  eine  einfache  Kraft  reduciren 
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80  muss,  wenn  W  nicht  schon  für  sich  im  Gleichgewichte,  und  da- 
her L,  Mj  N  gleich  Null  sind,  die  Richtung  von  v  in  die  Ebene 
von  tc  fallen.  Alsdann  aber  müssen  die  den  x,  y^  z  proportionalen 
Werthe  aus  (ü)  in  (w)  substituirt,  dieser  Gleichung  Genüge  leisten, 
und  es  muss  daher  wie  vorhin  sein 

AL  +  BM+  CN=0  . 

b)  Noch  eine  andere  Herleitung  dieser  Gleichung  ist  folgende. 
Sollen  die  zwei  Kräfte  (X,,  Y^y  ZJ  und  (X,,  Y,,  Z,),  worauf  sich 
ein  System  im  Räume  immer  reduciren  lässt,  in  einer  Ebene  ent- 
halten sein,  so  müssen  die  vier  Puncte  (^4 ,  J^i ,  ^^J,  (^4  +  X, .  y,  +  1\ , 
r, -f-ZJ,  {x^,  ...)j  {x^  +  X^j  ...)  in  einer  Ebene  liegen  (§.62),  oder 
mit  anderen  Worten :  es  muss  der  Inhalt  der  Pyramide,  welche  diese 
vier  Puncte  zu  Ecken  hat,  gleich  Null  sein.  Dieser  Inhalt  findet 
sich  sogleich,  wenn  man  in  der  Formel  des  §.  65  x^j  y^,  ar, ,  X,, 
i'j ,  Z^  für  y,  g ^  hy  Fj  Gr ,  Hy  und  a*, ,  . . .  X, ,  . . .  für  x,  ...  X ,  . . . 
schreibt  und  ist  daher: 

=  ir  {X,  (y,  Z.  -  z,  y,)  +  X,  (y ,  Z,  -  z,  Y.) 

+  y.  (z^  X,-  x^z^)  +  y,  (z.  X.  -  X,  z.) 

+  Z.  (r,  y,  -  y,  X,)  4-  Z,  (x,  Y,  -  y,  X.) }  . 

Es  fliesst  aber  aus  den  drei  letzten  der  sechs  Gleichungen  in 
§.69: 

X,L  +  y,3/+  Z.  JV=  X,  {y^Z^-z^  T,)  +  •  •  • 
X,L  +  y,  jlf  +  Z,iV=  X,  (y,  Z,-z,Y,)  +  ... 

Hiermit  wird  der  Inhalt  der  Pyramide 

=  ir{(X,  +  X^)L  +  (Y,  +  Y;iM+(Z,  +  Z,)N) 
=  ir{AL  +  BM+  CN) 

zufolge  der  drei  ersten  jener  sechs  Gleichungen.  Soll  daher  diese 
Pyramide  verschwinden,  und  damit  das  System  auf  zwei  in  einer 
Ebene  liegende  Kräfte  reducirt  werden  können,  so  muss 

AL  +  B2M+CN=() 
sein. 

c)  Merkwürdiger  Weise  gibt  also  der  Ausdruck  \r(AL  +  BM 
+  CN)j  —  oder  ^{AL  -\-  BM-\-  CN)  selbst,  wenn  das  Coordinaten- 
system  ein  rechtwinkliges  ist,  —  im  Allgemeinen  den  Inhalt  der  PjTa- 
mide  an,  welche  durch  die  zwei  resultirenden  Kräfte  (X,,  ...)  und 
(X,,  . . .)  bestimmt  wird;  und  wir  ziehen  hieraus  den  Schluss: 

Wie  auch  ein  System  von  Kräften  im  Räume   auf  zwei  Kräfte 
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reducirt  werden  moff,  so  ist  doch  immer  die  Pyramide^   toelche  diese 
zwei  Kräfte  zu  gegenüberliegenden  Kanten  hat,  von  demselben  Inhalte. 

Sehr  einfach  lässt  sich  dieser  Satz  auch  folgendergestalt  bewei- 
sen. —  Sei  das  System  das  eine  Mal  auf  die  zwei  Kräfte  PQ,  PS, 
und  das  andere  Mal  auf  die  zwei  Kräfte  P'Q',  P'S'  reducirt  worden, 
so  sind  erstere  Kräfte  gleichwirkend  mit  letzteren,  und  es  ist  daher 
in  Bezug  auf  die  willkürlich  zu  nehmende  Axe  MN  (§.  59): 

MNPQ  +  MNPS  =  MNP'Q'  +  MNRS'  . 

Man  lasse  nun  die  willkürlichen  zwei  Puncte  3f ,  N  resp.  mit 
P,  Q  zusammenfallen,  so  wird  die  Pyramide 

MNPQ  =  0  , 

und  man  erhält: 

PQRS  =  PQP'Q'  +  PQR'S'  . 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  man  MN  nach  und  nach  mit  PS, 
P'Q\  P'S'  zusammenfallen  lässt: 

PSPQ  =  PSP'Q'  +  PSP'S'  , 

P'Q'PQ  +  P'Q'PS  =  P'Q'R'S'  , 

R'S'PQ  +  RS' RS  =  RS'P'Q  . 

Addirt  man  diese  vier  Gleichungen,  und  bemerkt,  dass 

PQRS  =  RSPQ      u.  s.  w. 

(§.  63,  1),  so  kommt: 

'2PQRS  =  2PQ'R'S'  , 

und  damit 

PQRS  =  P'Q'R'S'  , 

wie  zu  erweisen  war*). 


*)  Der  Entdecker  dieses  merkwürdigen  Theorems  ist  Hr.  Chasles  (vergL  G er- 
go nne,  Demonstration  d'un  th^oräme  de  M.  Chasles,  Gergonne  Annales,  tom.  XVIII, 
p.  372).  Auf  die  letztere  Art  habe  ich  es  in  Cr  eile's  Journal  für  die  reine  und 
angewandte  Mathematik  dargethan  und  daselbst  du;  oh  ganz  ähnliche  Betrachtungen 
folgenden  viel  allgemeineren  Satz  hergeleitet:  Hat  man  eine  beliebige  Anzahl  (n) 
von  Kräften,  welche  auf  einen  freien  festen  Körper  wirken,  und  sind  diese  Kräfte 
im  Gleichgewichte,  oder  lassen  sie  sich  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren,  so  ist  die 
algebraische  Summe  der  in{n — 1)  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  hervorgehen,  in- 
dem man  die  Kräfte  durch  Linieti  ausdrückt,  und  Je  zwei  derselben  zu  gegenüber- 
liegenden Seiten  einer  Pyramide  nimmt,  gleich  Null,  Im  allgemeinen  Falle  aber, 
wo  die  n  Kräfte  sich  nicht  auf  eine,  jedoch  immer  auf  zwei  Kräfte  zurückführen 
lassen,  ist  jene  Summe  von  Pyramiden  der  aus  den  zwei  resultirenden  Kräften  ge- 
bildeten Pyramide  selbst  gleich.  (Beweis  eines  neuen,  von  Herrn  Chasles  in  der 
Statik  entdeckten  Satzes,  CrcUe's  Journal,  Bd.  4,  p.  179  [im  vorliegenden  Bande 
weiter  unten  wieder  abgedruckt]). 
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Vom  Gleichgewichte  zwischen  parallelen  Kräften 

im  fianme. 

§.  73.  Wir  wollen  noch  die  jetzt  vorgetragene  allgemeine  Theo- 
rie des  Gleichgewichtes  auf  den  besonderen  Fall  anwenden,  wenn 
sämmtliche  Kräfte  des  Systems  mit  einer  und  derselben  Geraden 
parallel  sind.  Denkt  man  sich  die  Kräfte  eines  solchen  Systems 
nach  und  nach  zu  zweien  mit  einander  verbunden,  so  übersieht  man 
schon  im  Voraus,  dass,  da  die  Resultante  zweier  parallelen  Kräfte, 
die  kein  Paar  ausmachen,  eine  mit  ihnen  parallele  Kraft  ist  (§.  26), 
ein  solches  System  im  Allgemeinen  eine  mit  jener  Geraden  parallele 
einfache  Resultante  hat,  oder  sich  auf  ein  Paar  reducirt,  dessen  Ebene 
mit  jener  Geraden  parallel  läuft,  oder  endlich  im  Gleichgewichte  ist. 
Die  Rechnung  hierzu  ist  folgende. 

Sei  p  ein  Abschnitt  einer  mit  den  Kräften  des  Systems  parallelen 
Linie,  und  von  p  die  Projectionen  auf  die  drei  Coordinatenaxen  gleich 
a./>,  b,p,  c,pj  wo  a,  b,  c  aus  den  Winkeln,  welche  die  drei  Coor- 
dinatenaxen und  p  mit  einander  bilden,  bestimmbare  Zahlen  sind. 
Alsdann  ist,  wenn  wir  die  Kräfte  (X,  Y,  Z),  [X\  Y\  Z'),  u.  s.  w. 
einfach  mit  P,  P',  ...  bezeichnen: 

X  =  aP  ,         y  =  JP   ,         Z=cP, 
X'=aP',         T=bP',         Z'=cP\ 

u.  8.  w.;  und  es  werden  mit  Anwendung  des  Summationszeichens  2 
die  sechs  den  Zustand  des  Systems  bestimmenden  Grössen  (§.  65): 

A  =  a,lP,         B  =  b.2P,         C=c,SP, 

L  =  c.2f/P—b.2zP  ,         M=a,2zP  —  c,SxP  , 

N=b.2xP—a.2yP  . 

Hieraus  folgt  sogleich: 

AL  +  BM+CN=0  ; 

daher  sich  ein  System  paralleler  Kräfte,  —  übereinstimmend  mit 
dem  gleich  Eingangs  Bemerkten,  —  immer  auf  zwei  in  derselben 
Ebene  enthaltene  Kräfte,  folglich  im  Allgemeinen  auf  eine  einfache 
Kraft  reduciren  lassen  muss.  Diese  Kraft  ist  {a2P,  bSP,  c2P) 
also  eine  mit  den  Kräften  des  Systems  parallele  Kraft,  P^=  —  P, 
die  der  algebraischen  Summe  der  letzteren  gleich  ist.  Die  Glei- 
chung für  die  Projection  dieser  Resultante  auf  die  Ebene  der  i/z 
{§.  71,  a)  ist: 

c.2yP—b.2zP=:  (ct/,  —  bz^)SP  , 
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oder,  wenn  wir 

2P        ^  '  2P        ^  '  SP        ' 

setzen : 

(^(fJ  —  Vi)  =  i{^  —  ^i)  , 
und  ebenso  sind 

(^i^  —  ^i)  =  c(?  — ^i)       und      b{S  —  i^i)  =  ö(iy  — y^) 
die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Resultante  auf  die  Ebenen  der 
zx  und  xy. 

Ist  die  Summe  der  Kräfte  P,  P,  .. .  =  0,  so  sind  es  auch  -4, 
By  C,  und  das  System  reducirt  sich  im  Allgemeinen  auf  ein  Paar, 
dessen  Ebene,  wenn  sie  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
gelegt  wird,  die  Gleichung  (§.  70) 

Lx  +  My  +  Nz 
=  {bz  —  cy)SxP+[cx  —  az)2yP+(ai/—bx)2zP=  0 

hat,  und  daher  mit  den  Richtungen  der  Kräfte  parallel  liegt.  Das 
Moment  des  Paares  ist,   unter  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten, 

=  V(2xP)^  +  {2yP)*  +  {SzP)*  —  (a  .  2xP-\-  b  .  SyP^c .  SzP^  . 

indem  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 

a«  +  J«  +  c*  =  1 
ist. 

Wenn  endlich  nicht  nur  ^P  =  0 ,  und  damit 

^  =  0,         P  =  0,         C=0, 
sondern  auch 

i  =  0  ,         3/=0  ,         N=i) 

sind,  also  sich 

2xP  :  2yP  :  2zP  =  a:b:c 

verhalten,  so  herrscht  Gleichgewicht.  Da  diese  Doppelproportion  die 
Stelle  zweier  Gleichungen  vertritt,  so  sind  zum  Gleichgewichte  eines 
Systems  paralleler  Kräfte  drei  Bedingungsglcichungen  nothwendig 
und  hinreichend. 

Zusatz.  Viel  einfacher  \vird  diese  ganze  Rechnung,  wenn  man 
das  Coordinatcnsystem  so  legt,  dass  die  eine  Axe,  z.  B.  die  der  c, 
mit  den  Kräften  parallel  wird.     Hiermit  werden 

a  =  0  ,         4  =  0,         c  = 1   , 

und  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  reduciren  sich  auf: 

SP=0  ,         2xP  =  0  ,         2yP  =  0  . 

Wird  bloss  die  erste  dieser  Gleichungen  erfüllt,  so  ist  das  System 
der  Kräfte  gleichwirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Ebene  die  Gleichung 
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x,2f/P—f/.2xP=0 
zukommt,  und  dessen  Moment  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  gleich 

V{SxP)*  +  {SyP)* 
ist. 

Ist  ^P  nicht  gleich  Null,  so  haben  die  Kräfte  eine  mit  der  Axe 
der  z  parallele  Resultante  gleich  JS'P,  welche  die  Ebene  der  xy  in 
einem  Puncte  schneidet,  dessen  Coordinaten  gleich  ^  und  ij  sind. 


Sechstes  Kapitel. 

Weitere  Ausfohning  der  Theorie  der  Momente. 


§.  74.  Ist  ein  System  von  Kräften  im  Baume  nicht  im  Gleich- 
gewichte, so  ist  sein  Moment,  oder  das  Moment  der  zwei  Kräfte,  auf 
welche  sich  das  System  immer  reduciren  lässt,  von  einer  Axe  zur 
anderen  im  Allgemeinen  veränderlich.  Die  sehr  merkwürdigen  Ge- 
setze, nach  denen  diese  Aenderungen  sich  richten,  sollen  den  Gegen- 
stand unserer  nächsten  Untersuchungen  ausmachen. 

Die  höchst  einfachen  Beziehungen,  welche  bei  einem  in  einer 
Ebene  enthaltenen  und  auf  eine  einzige  Kraft  reducirbaren  Systeme 
zwischen  den  Momenten  desselben  oder  seiner  Resultante  für  ver- 
schiedene Puncte  der  Ebene  stattfinden,  haben  wir  in  §.  30  und  §.  4S 
kennen  gelernt.  Die  jetzt  anzustellenden  Untersuchungen  werden 
daher  den  dortigen  zwar  verwandt,  aber  in  dem  Grade  zusammen- 
gesetzter sein,  als  es  überhaupt  jede  geometrische  Untersuchung  wird, 
sobald  man  sie  aus  dem  Gebiete  von  zwei  Dimensionen  in  das  von 
drei  Dimensionen  überträgt. 


Relationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  sich  in  einem 

Pnncte  schneiden. 

§.  75.     Alle  zu    einem   Systeme    im    Räume    gehörigen   Kräfte 
kann  man  auf  eine  einfache,   durch  einen  beliebig  gewählten  Punct 
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M  (vergl.  Fig.  24)  gehende  Kraft  v  und  ein  Paar  «?,  dessen  Kräfte 
PQ  und  P'Q'  seien,  zurückfuhren  (§.  57).  Die  Ebene  des  Paares 
und  die  eine  Kraft  P'Q  desselben   nehme  man  gleichfalls  durch  M 

gehend  an,  was  nach  §.  50,  Folgerung 
immer  möglich  ist.  Alsdann  ist  in  Be- 
zug auf  eine  durch  M  gelegte  Axe  MN 
das  Moment  von  v  sowohl,  als  von  P'Q\ 
Null,  und  daher  in  Bezug  auf  dieselbe 
Axe  das  Moment  des  Systems  gleich  dem 
Momente  von  v  und  w  (§.  59),  gleich 
dem  Momente  von  PQ,  gleich  dem 
Sechsfachen  der  Pyramide  MNPQ, 

=  2MPQ  .  3/iV.  sin  [MPQ"^ MN)  . 

Wenn  daher,  wie  in  diesem  Kapitel 
J^iK-24.  immer   geschehen   soll,    alle   Axen,    wo- 

rauf ein  System  bezogen  wird,  von  glei- 
cher Länge  angenommen  werden,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

Für  jeden  Punct  M  gibt  es  et?ie  durch  ihn  gehende  Ebene  MPQ 

ton   der  Beschaffenheit ,   dass  dctö  Moment  des  Systems  für  jede  den 

Punct  M  treffende  Axe  dem  Si7ius  des  von  der  Axe  mit  dieser  Ebene 
gebildeten  Winkeh  proportional  ist. 

§.  76.  Um  uns  die  Verhältnisse,  die  hiemach  zwischen  den 
Momenten  für  die  durch  M  gehenden  Axen  stattfinden,  anschaulicher 
zu  machen,  wollen  wir  von  M  aus  auf  die  einzelnen  Axen,  wie  MS 
und  MNy  Abschnitte,  Ms  und  Mn,  tragen,  die  den  Momenten, 
welche  den  Axen  zukommen,  proportional  sind.  Ist  daher  MS  auf 
der  Ebene  MPQ  normal,  so  verhält  sich 

Ms  :  Mn  =  1  :  cos  SMN  , 

folglich  ist  Mns  ein  rechter  Winkel,  d.  h.  der  Punct  7i  liegt  in  einer 
um  Ms  als  Durchmesser  beschriebenen  und  daher  die  Ebene  MPQ 
in  M  berührenden  Kugelfläche ;  oder  mit  anderen  Worten : 

Das  Moment  jeder  durch  M  gehendeyi  Axe  ist  dem  von  dieser 
Kugelfläche  abgeschnittenen  Theile  Mn  der  Axe  proportional. 

So  wie  nun  unter  allen  durch  M  gehenden  Sehnen  der  Kugel 
die  auf  der  Berührungsebenc  in  M  normal  stehende  Sehne,  als 
Durchmesser,  die  grösste  ist,  und  alle  von  M  ausgehende,  mit  ihr 
gleiche  Winkel  bildende  Sehnen  einander  gleich  sind,  so  hat  auch 
unter  allen  durch  M  gelegten  Axen  die  auf  der  Ebene  MPQ  nor- 
male Axe  das  grösste  Moment,  und  allen  Axen,  die  gegen  sie  unter 
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gleichen  Winkeln  geneigt  sind,  kommen  Momente  von  gleicher  Grösse 
zu.  So  wie  femer  die  Sehnen,  wenn  sie  in  die  Berührungsebene 
selbst  zu  liegen  kommen,  in  Null  übergehen,  so  ist  auch  von  jeder 
in  dieser  Ebene  enthaltenen  und  durch  M  gehenden  Axe  das  Moment 
gleich  Null.  Sind  endlich  MN  und  MO  zwei  von  M  nach  gerade 
entgegengesetzten  Richtungen  ausgehende  Axen,  und  schneidet  die 
Gerade,  in  welcher  sie  beide  liegen,  die  Kugelfläche  in  n,  so  ^vird 
das  Moment  einer  jeden  von  ihnen  z^var  durch  dieselbe  Gerade  Mn 
ausgedrückt.  Da  aber  n  mit  N  auf  einerlei  und  mit  O  auf  ent- 
gegengesetzte Seiten  von  M  fällt,  so  stellt  Mn  für  die  eine  Axe  ein 
positives  und  für  die  andere  ein  eben  so  grosses  negatives  Mo- 
ment vor. 

Man  lege  durch  M  eine  beliebige  Ebene;  sie  schneidet  die 
Kugelfläche  in  einem  Kreise,  von  welchem  der  Durchschnitt  der 
Ebene  mit  der  die  Kugel  in  M  berührenden  Ebene  eine  Tangente 
ist.  Von  den  Sehnen  dieses  Kreises  gilt  offenbar  dasselbe,  was  so 
eben  von  den  Sehnen  der  Kugel  bemerkt  worden.  So  wie  daher 
durch  jeden  Punct  im  Baume  eine  Kugel,  so  lässt  sich  durch  jeden 
Punct  einer  Ebene  in  ihr  ein  Kreis  beschreiben,  welcher  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  das  Moment  jeder  durch  den  Punct  gehenden 
und  in  der  Ebene  enthaltenen  Axe  der  Sehne  proportional  ist,  welche 
der  Kreis  von  der  Axe  abschneidet.  Unter  allen  diesen  Axen  hat 
daher  die  den  Kreis  berührende  ein  Moment  gleich  Null,  die  darauf 
normale  Axe  das  grösste  Moment,  u.  s.  w. 

Da  übrigens  das  Sechsfache  der  Pyramide  MNPQ  zunächst  das 
Moment  der  Kraft  PQ  ausdrückt,  so  gilt  das  bisher  von  den  Mo- 
menten eines  ganzen  Systems  Gesagte  auch  von  den  Momenten  einer 
einzelnen  Kraft  PQ,  d.  h.  die  Momente  der  Kraft  PQ  in  Bezug  auf 
Axen,  die  durch  M  gehen,  sind  den  Theilen  dieser  Axen,  welche  in 
eine  die  Ebene  MPQ  in  M  berührende  Kugel  fallen,  proportional. 

§.77.  Unter  allen  Momenten,  welche  einem  System  in  Bezug 
auf  die  durch  M  gehenden  Axen  zukommen,  ist  das  grösste  gleich 
2MN,  MPQ.  Die  Richtung  seiner  Axe  und  seine  Grösse  in  Ver- 
gleich zu  den  Momenten  für  die  übrigen  in  M  sich  schneidenden 
Axen  stellt  der  von  M  ausgehende,  auf  MPQ  normale  Durchmesser 
der  Kugel  vor.  Will  man  daher  in  Bezug  auf  durch  M  gelegte  Axen 
die  Momente  nicht  bloss  von  einem,  sondern  von  mehreren  Systemen, 
oder  auch  von  mehreren  einzelnen  Kräften,  mit  einander  vergleichen, 
so  hat  man  durch  M  eben  so  viele  Kugelflächen  zu  beschreiben,  deren 
von  M  ausgehende  Durchmesser  auf  den  Dreiecken  MPQ,  welche 
den  einzelnen  Systemen  oder  Kräften  angehören,  rechtwinklig  stehen 
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und  den  Flächen  dieser  Dreiecke  proportional  sind.  Ein  solcher 
Durchmesser,  welcher,  in  der  Axe  des  grösssten  Moments  liegend, 
diesem  Momente  proportional  ist,  werde  die  Linie  des  grössten 
Moments  genannt. 

Von  einer  einzelnen  Kraft  PQ  ist  daher,  rücksichtlich  des 
Punctes  M,  die  Linie  des  grössten  Moments  ein  in  M  auf  der  Ebene 
MPQ  errichtetes  und  diesem  Dreiecke  proportionales  Perpendikel. 

§.  78.  Bei  der  Reduction  eines  Systems  von  Kräften  AB^ 
CD^  ...  auf  eine  einfache  durch  M  gehende  Kraft  v  und  auf  ein 
Paar  PQ,  P'Q'  (§.  75)  entsteht  letzteres  durch  Zusammensetzung  von 
Paaren,  welche  in  den  Ebenen  MAB^  MCD^  ...  liegen,  und  deren 
Momente  den  Doppelten  dieser  Dreiecke  gleich  sind  (§.  5S).  Diese 
Zusammensetzung  kann  aber  nach  §.  53  dadurch  bewerkstelligt  wer- 
den, dass  man  auf  den  Ebenen  MAB,  MCD,  ...  in  3f  Normalen 
errichtet,  ihre  Längen  diesen  Dreiecken  proportional  macht,  und  von 
diesen  Linien,  als  Kräfte  betrachtet,  die  Resultante  bestimmt.  Denn 
diese  ist  auf  der  Ebene  des  gesuchten  resultirenden  Paares  PQ^ 
P'Q  rechtwinklig  und,  wenn  P*(X  durch  M  gelegt  wird,  dem  Drei- 
ecke MPQ  proportional. 

Nach  der  in  §.77  gegebenen  Erklärung  werden  aber  durch  diese 
Normalen  zugleich  die  Linien  der  grössten  Momente  der  einzelnen 
Kräfte  und  des  von  ihnen  gebildeten  Systems  rücksichtlich  des 
Punctes  M  dargestellt,  und  wir  schliessen  daher: 

Die  in  Bezug  auf  einen  getdssen  Punct  stattfindende  Linie  des 
grössten  Moments  für  ein  System  von  Kräften  ist  die  Resultante  der 
durch  denselben  Punct  gehenden  Linien  der  grössten  Moments  für  die 
einzelnen  Kräfte  des  Systems, 

§.  79.  Aus  dem  eben  entwickelten  Satze  lässt  sich  eine  nicht 
uninteressante  geometrische  Folgerung  ziehen.  Seien  in  Bezug  auf 
den  Punct  M  die  Linien  Ms^  Ms\  . . .  die  Linien  der  grössten  Mo- 
mente für  die  Kraft«  AB^  CD^  ...;  Ms^  die  Linie  des  grössten 
Moments  für  das  System  dieser  Kräfte.  Man  beschreibe  um  Ms, 
Ms\  . . .  und  Ms^ ,  als  Durchmesser,  Kugeln  und  lege  durch  M  eine 
beliebige  Axe  MN^  welche  die  Oberflächen  dieser  Kugeln,  ausser  in 
3/,  resp.  noch  in  w,  7i\  ...  und  w,  schneide,  so  sind  die  Abschnitte 
3f«,  Mn\  ...  und  Mn^  die  der  Axe  3/iV  zugehörigen  Momente  der 
einzelnen  Kräfte  AB^  CD,  . . .  und  des  von  ihnen  gebildeten  Systems; 
folglich 

Mn  +  ü/w'  +  . . .  =  M})y  , 

welches  uns  folgenden  Satz  gibt: 


§.  80. 
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Beschreibt  man  durch  einen  Punct  M  mehrere  Kugelflächen  ^  legt 
durch  M  beliebig  eine  Gerade  und  bestimmt  auf  ihr  von  M  aus  einen 
Abschnittj  v^lcher  der  algebraischen  Summe  der  Sehnen  gleich  ist,  die 
ean  den  Kugelflächen  in  der  Geraden  abgeschnitten  werdefij  so  ist  dieser 
Abschnitt  die  Sehne  einer  neuen  durch  M  gehenden  Kugel^  deren  durch 
M  gelegter  Durchmesser,  statisch  ausgedrückt,  die  Resultante  der  durch 
M  gelegten  Durchmesser  der  ersteren  Kugeln  ist. 

Auf  dieselbe  Art,   wie   die  Wirkungen  mehrerer  sich  in  einem 
Puncte   schneidender  Kräfte   auf  die  Wirkung  einer  einzigen,   den- 
selben Punct  treffenden  Kraft  reducirt   werden   können,   lassen  sich 
daher  auch  mehrere  sich  in 
einem    Puncte     schneidende 
Kugelflächen   zu    einer   ein- 
zigen   zusammensetzen ,    und 
ebenso  wird  man  auch  meh- 
rere   in    einer    Ebene    ent- 
haltene und  durch  denselben 
Punct    gehende    Kreise    zu 
einem  neuen  Kreise  vereini- 
gen können. 

Sind  denmach  DA,  DB 
(vergl.  Fig.  25)  zwei  anlie- 
gende Seiten  und  DC  die 
Diagonale  eines  Parallelo- 
gramms, und  beschreibt  man 
um    diese    drei    Linien,    als 

Durchmesser,  Kreise,  so  ist  der  dritte  Kreis  als  durch  Zusammen- 
setzung der  zwei  ersteren  entstanden  zu  betrachten,  indem,  wenn 
eine  beliebige  durch  D  gezogene  Gerade  die  drei  Kreise  resp.  in  a, 
b,  c  schneidet,  die  Sehne  De  des  dritten  aus  den  Sehnen  Da  und 
Db  der  beiden  ersten  zusammengesetzt  ist. 

Um  dieses  unmittelbar  zu  beweisen,  erwäge  mMi,  dass  DaA, 
DbB,  DcC,  als  in  Halbkreisen  gelegen,  rechte  Winkel,  und  daher 
Da,  Db^  De  die  rechtwinkligen  Projectionen  von  DA,  DB,  DC 
auf  eine  und  dieselbe  Gerade  sind.  Es  ist  aber  immer  die  Projection 
von  DC  gleich  der  Summe  der  Projectionen  von  DA  und  AC\  und 
die  Projection  von  AC  gleich  der  Projection  von  DB,  als  von  einer 
der  AC  gleichen  und  parallelen  Linie;  folglich 

Dc  =  Da  +  Db  . 

§.  80.  Diese  aus  statischen  Betrachtungen  hervorgegangene, 
jetzt  aber  rein  geometrisch    dargestellte    und   erwiesene  Zusammen- 


Fig.  25. 
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Setzung  von  Kreisen  kann  nun  hinwiederum  zum  Vortheil  der  Statik 
verwendet  werden,  indem  sich  darauf  ein  neuer  Beweis  für  das 
Parallelogramm  der  Kräfte  gründen  lässt,  ein  Beweis,  der  sich 
von  den  meisten  übrigen  dadurch  unterscheidet,  dass  sich  bei  ihm 
die  Richtung  und  Grösse  der  Resultante  zugleich  ergeben.  Folgen- 
des sind  die  hierzu  nöthigen  Betrachtungen. 

1)  Schneidet  eine  durch  D  gezogene  Gerade  die  drei  Kreise  in 
a,  bj  c,  und  eine  zweite  Gerade  durch  D  in  a',  b\  c',  so  sind  die 
drei  Bögen  aa',  bb\  cd  einander  ähnlich,  indem  jeder  von  ihnen 
die  Hälfte  des  von  den  beiden  Geraden  gebildeten  Winkels  misst 
Und  umgekehrt:  schneidet  man  von  drei,  mit  D  in  einer  Geraden 
liegenden  Puncten  a,  i,  c  der  drei  Kreise  auf  den  Kreisen  nach 
einerlei  Seite  hin  drei  einander  ähnliche  Bögen  aa\  bb\  cc'  ab,  so 
sind  auch  a',  b\  c*  mit  D  in  einer  Geraden. 

2)  Werde  nun  jeder  der  drei  Kreise,  die  ich  nach  den  End- 
puncten  ihrer  Durchmesser  kurz  mit  A^  B,  C  bezeichnen  will,  in 
eine  und  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt,  und  dieses  so,  dass 
ein  gewisser  Theilungspunct  des  Kreises  A,  einer  des  By  einer  des 
C,  und  D  selbst  in  einer  Geraden  liegen.  Alsdann  werden,  dem 
eben  Bemerkten  zufolge,  wenn  man  von  diesen  drei  Puncten  in  ihren 
resp.  Seiten  nach  einerlei  Seite  zu  weiter  fortzählt,  je  drei  gleich- 
vielte  Theilpuncte  mit  D  wiederum  in  einer  Geraden  sein. 

3)  Werde  noch  bei  dieser  Eintheilung  festgesetzt,  dass  der  den 
Kreisen  gemeinschaftliche  Punct  D  in  jedem  von  ihnen  ein  Theil- 
punct  sei.  Da  nun,  wenn  a,  i,  c  irgend  drei  zusammengehörige 
Theilpuncte,  d.  h.  drei  solche  sind,  die  mit  D  in  einer  Geraden 
liegen,  man 

Da  +  Db  =  De 

hat,  so  muss,  wenn  a  vi  D  fällt,  also  die  Gerade  den  Kreis  ^  in  2> 
berührt, 

Db  =  Dc 

sein,  also  b  mit  c  zusammenfallen;  d.  h.  die  durch  D  an  den  Kreis 
A  gelegte  Tangente  geht  durch  den  gegenseitigen  Durchschnitt  E 
der  Kreise  B  und  C.  Ist  daher,  wie  verlangt  wird,  D  ein  Theil- 
punct  im  Kreise  A,  so  ist  auch  E  ein  Theilpunct  in  den  Kreisen 
B  und  C.  Damit  folglich,  der  Forderung  gemäss,  D  auch  in  jedem 
der  zwei  letzteren  Kreise  ein  Theilpunct  sein  könne,  ist  es  hin- 
reichend und  nothwendig,  dass  von  den  Bögen  derselben  DFE  und 
DGE  ein  jeder  zu  seinem  ganzen  Kreise  in  einem  rationalen  Ver- 
hältnisse stehe. 

Weil  aber  DEB  und  DEC^  als  Winkel  in  Halbkreisen,  rechte 
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Winkel  sind,  und  daher  E,  B,  C  in  einer  Geraden  liegen,  so  misst 
der  Bogen  DFE  den  Winkel 

2,DBE  =  2.ADB  , 

und  der  Bogen  DGE  den  Winkel 

2,DCE=2.ADC*). 

Mithin  ist  es  nur  nöthig,  dass  in  dem  Parallelogramm  DACB  jeder 
der  beiden  Winkel,  welche  die  Diagonale  D  C  mit  den  Seiten  macht, 
zu  360°  rational  ist.  Setzen  wir  daher  360°  in  m  gleiche  Theile  ge- 
theilt,  von  denen  p  Theile  auf  den  Winkel  ADC,  und  q  auf  CDB 
gehen,  so  kommen,  wenn  auch  die  Peripherie  jedes  der  drei  Kreise 
in  m  gleiche  Theile  getheilt  wird,  auf  den  Bogen  DFE  2(/>  +  j) 
und  bmI DGE  2p  solcher  Theile,  und  es  liegen,  wenn  in  jedem  der 
drei  Kreise  D  zum  ersten  Theilpuncte  genommen  und  nach  der  durch 
die  Folge  DB  CA  bestimmten  Richtung  herumgezählt  wird,  der  a:te 
Theilpunct  des  Kreises  A,  der  [x-{-2[p  +  q])te  des  Kreises  B  und 
nnd  der  {z  +  2p)  te  des  Kreises  C  mit  D  immer  in  gerader  Linie. 

4)  Wir  wollen  jetzt  von  D  nach  allen  m  —  1  übrigen  Theil- 
puncten  des  Kreises  A  gerade  Linien  ziehen,  deren  jede,  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach,  eine  auf  D  wirkende  Kraft  vorstelle.  Auf  gleiche 
Art  werde  durch  die  Theilpuncte  des  Kreises  B  ein  zweites,  und 
durch  die  Theilpuncte  des  Kreises  C  ein  drittes  System  auf  D  wir- 
kender Kräfte  bestinmit.     Wegen  der  Gleichung 

Da  +  Db  =  Dc  , 

wenn  a,  b,  c  drei  zusammengehörige  Theilpuncte  sind  (wie  in  3)),  ist 
nun  von  den  diesen  Theilpuncten  zugehörigen  Kräften  die  Kraft  in 
dem  Kreise  C  gleichwirkend  mit  den  beiden  anderen;  und  da  die 
Theilpuncte  aller  drei  Kreise  zu  dreien  so  zusammen  genommen 
werden  können,  dass  sie  mit  D  in  einer  Geraden  liegen,  so  wird  die 


*)  Ueberhaupt  ist  diese  Figur  an  merkwürdigen  Beziehungen  reichhaltig.  Die 
Punkte  E,  H,  I,  in  denen  sich  die  Kreise  B  und  C,  A  und  C,  A  und  B  ausser 
in  D  noch  schneiden,  liegen  in  den  Seiten  BC,  AC  und  der  Diagonale  AB  des 
Parallelogramms,  und  die  in  E,  H,  I  auf  BC,  AC,  AB  errichteten  Normalen 
schneiden  sich  in  2>.  Von  diesen  Normalen  berührt  DE  den  Kreis  A,  DE.  den 
Kreis  J9,  und  wenn  DI  bis  nach  K  an  den  Kreis  C  fortgesetzt  wird,  so  ist 
DI^  IK,  So  wie  femer  im  Obigen  die  Bögen  DFE  und  DOE,  so  lassen 
sich  auch  alle  übrigen  Bögen,  in  welche  die  drei  Kreise  einander  zerschneiden, 
durch  Winkel  im  Parallelogramm  ^  J9  ausdrücken.  So  sind  z.  B.  die  Bögen  HLD, 
DFEf  HDE  der  Kreise  A,  By  C  einander  ähnlich  und  messen  einen  Winkel 
gleich  2.ADB.  Die  Bögen  Dal,  Ebl  der  Kreise.^,  B  sind  sich  ähnlich  und 
messen  einen  Winkel  gleich  2.DAB\  die  Bögen  IAH,  IMD  der  Kreisel,  B 
sind  sich  ähnlich,  indem  jeder  Ton  ihnen  einen  Winkel  gleich  2, DBA  misst; 
u.  s.  w. 
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Resultante  der  Kräfte  des  Kreises  Ay  verbunden  mit  der  Besultante 
der  Kräfte  des  Kreises  B^  gleichwirkend  mit  der  Resultante  der 
Kräfte  des  Kreises  C  sein. 

5)  Betrachten  wir  aber  die  Kräfte  eines  der  drei  Kreise  beson- 
ders, so  sind  je  zwei,  die  von  D  aus  nach  gleichweit  von  D  zu  bei- 
den Seiten  liegenden  Theilpuncten  des  Kreises  gerichtet  sind,  ein- 
ander gleich  und  haben  daher  eine  Resultante,  welche  den  durch  D 
gelegten  Durchmesser  zur  Richtung  hat.  Dieselbe  Richtung  muss 
folglich  auch  der  Resultante  aller  Kräfte  des  Kreises  zukommen. 

Offenbar  sind  femer  je  zwei  Kreise  mit  ihren  Sehnen,  oder  den 
dadurch  vorgestellten  Kräften,  einander  ähnliche  Figuren,  von  denen 
die  eine  in  die  andere  übergeht,  wenn  man  jede  Kraft  des  einen 
Kreises  in  dem  Verhältnisse  ändert,  in  welchem  sein  Durchmesser 
zu  dem  Durchmesser  des  anderen  steht.  In  demselben  Verhältnisse 
werden  folglich  auch  die  Resultanten  aller  Kräfte  des  einen  und  des 
anderen  Kreises  zu  einander  sein,  so  dass  die  Durchmesser  DA, 
DBy  DC  nicht  allein  die  Richtungen,  sondern  auch  die  Grössen- 
verhältnisse  der  Resultanten  der  drei  Systeme  von  Kräften  angeben. 

6)  Zu  Folge  des  in  4)  Erwiesenen  ist  daher  von  drei  durch 
DAj  DBy  DC  vorgestellten  Kräften  die  letztere  gleich  wirkend  mit 
den  beiden  ersteren,  und  somit  das  Parallelogramm  der  Kräfte  für 
den  Fall  dargethan,  wenn  die  Diagonale  D  C  mit  den  Seiten  Winkel 
macht,  deren  jeder  zu  360^  in  einem  rationalen  Verhältnisse  steht. 
Die  Ergänzung  des  Beweises  für  den  Fall  irrationaler  Verhältnisse 
bleibe  dem  Leser  selbst  überlassen. 


Von  den  Axen  der  grössten  Momente. 

§.81.  Ist  für  einen  Punct  M  die  Linie  des  grössten  Moments, 
welche  durch  ihre  Richtung  und  Länge  die  dem  Puncte  zugehörige 
Axe  des  grössten  Moments  und  den  Werth  desselben  angibt  (§.  77), 
gegeben,  so  lässt  sich  das  Moment  für  jede  andere  durch  3/  gehende 
Axe  sogleich  finden.  Wie  diese  Linie  des  grössten  Moments  bestimmt 
werden  kann,^ist  in  §.  78  gezeigt  worden,  und  wir  wollen  nun  unter- 
suchen, nach  welchem  Gesetze  die  Richtung  und  Länge  dieser 
Linie  von  einem  Puncte  zum  anderen  veränderlich  ist. 

Sei  demnach  ein  System  von  Kräften  auf  eine  einfache,  durch 
einen  willkürlich  angenommenen  Punct  3/  gehende  Kraft  v  und  auf 
ein  Paar  w  reducirt  worden.    Ebenso  habe  man  das  System  auf  eine 
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durch  einen  beliebigen  anderen  Punct  3/'  gehende  Kraft  x>  und  auf 
ein  Paar  w   zurückgebracht. 

Da  hiemach  v  und  w  gleichwirkend  mit  o'  und  w*  sind,  so  sind 
es  auch  r,  w  und  — xo'  mit  v\  Die  Kraft  v  muss  daher  in  der 
Ebene  des  aus  w  und  — w'  resultirenden  Paares  liegen,  oder  doch 
dieser  Ebene  parallel  sein  (§.  57),  und  muss  mit  —  t?'  ein  diesem  re- 
sultirenden Paare  das  Gleichgemcht  haltendes  Paar  bilden  {§.  15,  1). 
Die  Kräfte  t?  und  «?'  sind  folglich  einander  gleich  und  haben  gleich- 
laufende Richtungen,  und  die  Ebene  dieser  Richtungen  wird  von 
den  Ebenen  der  Paare  w  und  xd  in  parallelen  Geraden  geschnitten 
(§.  51).  —  Ist  M*  ein  Punct  in  der  Richtung  von  v  selbst,  so  fallen 
V  und  v'  zusammen,  und  haben  daher  gleiche  Wirkung;  mithin  sind 
dann  auch  die  Paare  w  und  %c'  einander  gleichwirkend,  d.  i.  sie 
liegen  in  parallelen  Ebenen  und  haben  gleiche  Momente. 

Dass  die  Kraft  v  von  einem  Puncte  M  zum  anderen  ihre  Rich- 
tung und  Intensität  unverändert  behält,  geht  übrigens  auch  daraus 
hervor,  dass  v  die  Resultante  der  an  einem  Puncte  M  parallel  mit 
ihren  Richtungen  getragenen  Kräfte  des  Systems  ist. 

Weil  xo  mit  xd  und  t?',  — v  gleichwirkend  ist,  so  ist,  wenn  wir 
sämmtliche  drei  Paare  auf  eine  Ebene  projiciren,  das  Moment  der 
Projection  von  xc  gleich  dem  Momente  der  Projectionen  von  xx!  und 
r',  — V  (§.  54,  5).  Um  ein  bestimmteres  Bild  zu  haben,  wollen  wir 
uns  die  gemeinschaftliche  Richtung  von  o  und  ti  vertical  aufwärts 
gehend  denken.  Lassen  wir  nun  die  Projectionsebene  horizontal  sein 
und  projiciren  darauf  rechtwinklig,  so  ist  die  Projection  des  Paares 
t?',  — ü  Null  und  die  Momente  der  Projectionen  von  xjo  und  xc  sind 
einander  gleich. 

Das  Moment  der  Projection  des  Paares  w  auf  eine  horizontale 
Ebene  ist  demnach  für  alle  Puncte  M  von  gleicher  Grösse,  und  mit- 
hin das  Moment  von  xjo  selbst  am  kleinsten  für  diejenigen  Puncte 
3/,  für  welche  sich  die  Ebene  von  xo  horizontal  findet. 

Um  diese  Puncte,  wenn  es  anders  solche  gibt,  zu  bestimmen, 
wollen  wir  die  Paare  xjo  und  xjo'  auf  die  Ebene  des  Paares  t?',  —  v 
rechtwinklig  projiciren.  Nach  obigem  Satze  von  den  Projectionen 
ist  alsdann  das  Moment  der  Projection  von  xjo  gleich  der  Summe  der 
Momente  des  in  der  Projectionsebene  liegenden  Paares  t?',  —  o  selbst 
und  der  Projection  von  xjo  .  In  dem  Falle  nun,  wenn  xjo*  horizontal, 
also  auf  der  Projectionsebene  rechtwinklig  ist,  ist  das  Moment  seiner 
Projection  Null,  folglich  haben  dann  die  Projection  des  Paares  xjo 
und  das  Paar  ©',  — o  gleiche  Momente;  und  weil  immer  die  Durch- 
schnittslinien der  Ebenen  von  xjo  und  xß  mit  der  Ebene  von  (t?',  —  v) 
einander  parallel  sind,  jetzt  aber  xjd  horizontal  sein  soll,  so  sind  jetzt 
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die  beiden  Durchschnitte  von  w  und  w  mit  der  verticalen  Ebene 
von  {v\  — c)  horizontal.  Dies  gibt  zur  Bestimmung  der  Puncte  M', 
für  welche  w'  horizontal  ist,  folgende  Regel: 

Man  lege  durch  die  irgend  einem  Puncte  M  zugehörige  Kraft 
c  eine  (verticale)  Ebene  so,  dass  sie  die  Ebene  des  demselben  Puncte 
zukommenden  Paares  w  in  einer  Horizontalen  schneidet.  Auf  diese 
Ebene  projicire  man  das  Paar  rechtwinklig  und  ergänze  die  Kraft 
—  V  durch  eine  zweite  r'  in  derselben  Ebene  zu  einem  Paare,  welches 
mit  der  Projection  von  w  einerlei  Moment  hat.  Jedes  Paar  w\  das 
einem  Puncte  M'  in  der  Richtung  von  v  zukommt,  vnxA  alsdann 
eine  horizontale  Lage  haben. 

Sind  umgekehrt  die  sich  rechtwinklig  schneidenden  t?'  und  to 
gegeben,  und  legt  man  durch  irgend  einen  Punct  M  eine  der  v'  pa- 
rallele und  gleiche  Kraft  v^  so  ist  das  Paar,  welches  aus  der  Zu- 
sammensetzung der  Paare  w'  und  v\  —  v  entspringt,  das  dem  M  zu- 
gehörige. Die  Ebene  desselben  schneidet  die  Ebene  von  (t?',  —  v)  in 
einer  Horizontalen,  sein  Moment  aber  und  sein  Winkel  mit  dem 
horizontalen  w'  ist  um  so  grösser,  je  grösser  das  Moment  des  Paares 
c',  —  c  ist,  je  weiter  also  M  von  v    entfernt  liegt. 


§.  82.      Dieses    vorausgeschickt   ist    nun    die    Bestimmung    der 
jedem  Puncte  M  zugehörigen  Linie  des  grössten  Moments  ganz  leicht. 
Diese  Linie   steht  nach  §.77   auf  dem  Paare  w  des  Punctes  recht- 
winklig und  ist  dem  Momente  dieses  Paa- 
res   proportional;    sie    ist    daher  dasselbe, 
was    ^vir    in    §.  53    die    Axe    des    Paares 
nannten.    Da  nun  die  Resultante  der  Axen 
zweier    zusammenzusetzenden    Paare     die 
Axe    des    resultirenden  Paares   ist   (eben- 
das.),    und   da  jetzt  das  Paar  w  aus   der 
Zusammensetzung    der    Paare    w'   und    r', 
—  V  hervorgeht,  so  ist  die  Linie  des  gröss- 
ten Moments  für  den  Punct  M  die   Re- 
sultante der  Linie  des  grössten  Moments 
^^e-2<i-  für  einen  in  v*  liegenden   Punct  M'  und 

der  nach  demselben  Maassstabe  bestimm- 
ten Axe  des  Paares  v' ,  —  r.  Die  hierzu  nöthige  Construction  ist 
folgende. 

Sei,  wie  im  Vorigen,  v*  auf  w*  rechtwinklig;  AB  (vergl.  Fig.  26) 
stelle  die  Richtung  von  v  vor;  wir  wollen  sie  die  Hauptlinie  des 
Systems  nennen  und  sie  uns  wiederum  vertical  denken.  Für  jeden 
ihrer    Puncte    M*    ist    die    Linie    des    grössten    Moments    eine    von 
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3/'    aus    auf  sie    getragene,    dem   Momente    von    v)     proportionale 
Länge  3f' «'. 

Ist  nun  M  irgend  ein  anderer  Punet  des  Raumes,  und  M'  der 
Punet  der  Hauptlinie,  welcher  mit  M  in  einer  Horizontalen  liegt, 
so  ist  MAB  die  Ebene  des  Paares  t?',  — t?;  M'M  seine  Breite,  also 
M*M .  V  sein  Moment  und  ein  auf  der  Ebene  MAB  errichtetes,  die- 
sem Momente  proportionales  Perpendikel  MO  die  Axe  des  Paares. 
Die  Linie  des  grössten  Moments  für  M  wird  hiernach  gefunden  als 
die  Resultante  Ms  von  MO  und  einer  an  M  der  M's'  gleich  und 
parallel  getragenen  MQy  oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  Hypotenuse 
Ms  des  bei  O  rechtwinkligen  Dreiecks  MOs,  in  welchem  Os  gleich 
und  parallel  der  Ms'  ist;  sie  ist  daher  rechtwinklig  auf  dem  von  N 
auf  die  Hauptlinie  gefällten  Perpendikel  M'Mj  und  ihre  Grösse,  so- 
wie ihr  Winkel  mit  der  Hauptlinie,  sind  bei  einem  und  demselben 
Systeme  bloss  von  der  Grösse  dieses  Perpendikels  abhängig. 

Weil  MO  proportional  mit  M'M.v  ist,  so  ist  das  Verhältniss 
MO:  3I'Mj  oder  die  Tangente  des  Winkels  MM'O  proportional  mit 
V,  also  constant,  weil  v  von  einem  Puncte  M  zum  anderen  seine 
Grösse  nicht  ändert.  Für  alle  Puncte,  welche  in  einer  und  derselben 
durch  3/'  gehenden  Horizontalen  M'C  enthalten  sind,  liegen  daher 
die  zugehörigen  0  in  einer  gleichfalls  durch  M'  gehenden  Horizon- 
talen M'D.  Vertical  über  0  in  einer  Höhe  gleich  M's',  also  in 
einer  durch  «'  mit  31' D  gezogenen  Parallelen  s'E  liegt  der  Punet  s. 
Lässt  man  daher  die  Puncte  M  und  s  in  M'C  und  s'E  sich  so  fort- 
bewegen, dass  die  Gerade  Ms  auf  M'C  immer  normal  steht,  so  ist 
Ms  jederzeit  die  Linie  des  grössten  Moments  für  31,  und  man  sieht 
hieraus  deutlich,  wie  bei  wachsender  Entfernung  des  31  von  3/ '  die 
Grösse  dieser  Linie  und  ihr  Winkel  mit  der  Hauptlinie  immer  zu- 
nehmen. 

Setzt  man  den  Winkel  0s3Iy  oder  den  Winkel  von  Ms  mit  der 
Hauptlinie,  gleich  w  und  den  constanten  Winkel  C31'D  =  a,  so  ist 

M'M 


Ms  =  y  3/'ä'*  -f-  M'M  *  tang  a*        und        tang  w  =  -rp-j  tang  a  , 

woraus  dasselbe  erkannt  wird. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  erhaltenen  Resultate  in  folgenden 
Sätzen  zusammenstellen. 

1)  Für  alle  Puncte^  welche  in  der  Fläche  eines  um  die  Haupt- 
Knie^  als  Axe^  beschriebenen  Cylinders  liegen^  sind  die  Linien  dei* 
grössten  Momente  einander  gleich^  berühren  insgesammt  dieseti  Cylitide^' 
und  machen  mit  der  Hauptlinie  gleiche  Winkel,  Für  alle  Puncte,  die 
in  einer  und  derselben  Seitenlinie  des  Oylinders  liegen,  sind  daher  diese 

8* 
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Linien  eitiander  parallel  und  in  einer  Ebene  enthalteri,  die  den  Oylinditr 
in  der  Seitenlinie  berührt.  Für  alle  Puncte  dagegen^  welche  in  dem 
Durchschnitte  der  Cylinderfliiche  mit  einer  auf  der  HauptHnie  normalen 
Ebene,  also  in  einem  Kreise,  liegen,  bilden  die  zugehörigen  Linien  die 
Fläche  eines  durch  Umdrehung  um  die  HauptHnie  erzeugten  hyper- 
bolischen Hyperboloids. 

2)  Je  weiter  ein  Punct  von  der  Hauptlinie  absteht,  je  grösser  also 
der  Durchmesser  des  Oylinders  ist,  desto  grösser  ist  die  zugehörige 
Linie  des  grössten  Moments  und  desto  mehr  nähert  sich  der  Winkel 
dieser  Linie  mit  der  Hauptlinie  einem  rechten,  indem  die  Tangente  des- 
selben dem  Abstünde  des  Pimctes  von  der  Hauptlinie  proportional  ist. 
Für  Puncte,  die  in  einer  auf  der  Hauptlinie  normalen  Geraden  liegen^ 
bilden  die  zugehörigen  Linien  die  Fläche  eines  hyperbolischen  Para- 
boloids. 

Denn  indem  M  in  M'C  fortbewegt  wird,  bleibt  Ms  einer  auf 
M'C  normalen  Fläche  parallel  und  trifft  fortwährend  die  zwei  Ge- 
raden M'C  und  s'E. 

3)  Für  Jeden  Punct  in  der  HauptHnie  fallt  die  Linie  des  grössten 
Moments  in  die  Hauptlinie  selbst  und  ist  kleifier,  als  für  jeden  anderen 
Punct,  also  ein  Minimum  maximorum. 

§.  83.  Aufgabe.  Die  Gleichimgeti  für  die  Hauptlinie  und  defi 
Werth  des  kleinstefi  unter  den  grössteti  Momenten  zu  finden. 

Auflösung.  Da8  Coordinatensystem  sei  ein  rechtwinkliges.  Be- 
ziehen wir  nun  das  System  der  Kräfte  zuerst  auf  eine  Axe  t,  welche 
durch  den  Punct  [f,  g,  h)  geht,  eine  Länge  gleich  1  hat  und  mit 
den  Axen  der  x,  y,  z  die  Winkel  y,  x>  V  niacht,  so  sind  die  Pro- 
jectionen  der  Axe  auf  die  Coordinatenaxen  gleich  cosy,  cos^, 
cos  i//,  und  es  ergibt  sich  das  Moment  für  diese  Axe,  wenn  ynx  in 
dem  in  §.  65  erhaltenen  Ausdrucke  des  Moments  für  F,  G,  H  diese 
Cosinus  substituiren.  Bezeichnen  wir  daher  dieses  Moment  mit  T 
und  setzen  zur  Abkürzung: 

(1)         L  —  gC  +  hB  =  V  ,        M—hA+fC  =  M'  , 

N-fB  +  gA  =  N'  , 
so  ^vird 

(2)  r  =  i'  cos  9  H-  M'  cos  x  +  N'  cosifj  . 

Setzen  wir  femer 


und 

(3)  Y'  =  cosq)    ,         ^  =  cos  X    ,  ^  =  cos  ifj 
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so  ist 

(4)  cos  9)'*  +  cos  x'*  +  cos  ip'*  =  1 

and 

T  =  r'(cos  q)  cos  q>'  +  cos  x  cos  /'  +  cos  \fj  cos  ifj')  . 

Wegen  (4)  lassen  sich  aber  q>\  /',  t//'  als  drei  Winkel  betrach- 
ten, die  eine  Gerade  —  sie  heisse  t'  und  werde  gleichfalls  durch 
(/}  9t  ^)  gelegt  —  mit  den  Axen  der  a;,  y,  z  bildet;  und  es  ist 
mithin 

cos  (p  cos  9'  +  cos  X  cos  x'  +  cos  \p  cos  \p'  =  cos  t^  t'  f 
folglich 

T=  T' coa  t^t'  . 

Nehmen  wir  daher  bloss  (f,  Xi  ^  veränderlich,  so  ist  der  grösste 
Werth  von  T  =  T  und  dafür  der  Winkel  /  ^  ^  =  0 ,  d.  h.  unter 
allen  durch  den  Punct  (f,  g,  h)  gehenden  Axen  t  ist  t'  diejenige, 
welcher  das  grösste  Moment  zukommt;  die  Winkel  dieser  Axe  mit 
den  Coordinatcnaxen  sind  gleich  qp',  x,  ^\  ^^^  ^^  grösste  Moment 
selbst  gleich  T\ 

Unter  den  verschiedenen  Axen  t'  der  grössten  Momente,  welche 
den  verschiedenen  Puncten  {/,  y,  h)  zugehören,  fallen  aber  diejeni- 
gen in  die  Hauptlinie,  welche  mit  t?,  d.  i.  mit  der  Resultante  von 
Aj  Bj  C,  parallel  sind,  für  welche  sich  also 

cos  ff' :  cos  x' '  cos  ip'  =  A:  B  :  C 

verhalten.     Hiermit  folgt  aus  (3)  und  (1): 

L  —  gC+hB_M—hA+fC_  N—fB  +  gA 
A  ~  B  ~  C  ' 

welches  daher  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  f,g,h 
aller  derjenigen  Puncte  sind,  welche  nebst  ihren  Axen  in  die  Haupt- 
linie fallen;  es  sind  folglich  die  zwei  Gleichungen  der  Hauptlinie 
selbst. 

Setzen  wir  zuletzt  noch  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  des  Mo- 
ments (2)  die  durch  (p,  Xi  ^  bestimmte  Richtung  der  Axe  parallel 
mit  der  Hauptlinie,  also  mit  der  Resultante  von  A,  B,  C7,  so  werden 

A  B  ^        C 

cos  r/j  =  -g  ,         cos  ;c  =  ^  7         cos  1//  =  -^  , 

wo 

D  =  VA^  +  B^  +  C'  , 
und  damit 

^^AL'+BM'  +  CN'  ^  AL  +  BM+CN 
~  I>  ~   Ya^  4-  j5i  +  c* 

wegen  (1),   also  unabhängig  von  f,  g,   ä.     AUe  mit  der  Hauptlinie 
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parallele  Axen  haben  daher  gleiche  Momente,  deren  gemeinschaft- 
licher Werth  der  eben  gefundene  ist.  Dieser  Werth  kommt  daher 
auch  dem  Momente  einer  in  die  Hauptlinie  selbst  fallenden  Axe  zu, 
d.  i.  dem  kleinsten  unter  den  grössten  Momenten. 

Zusatz.  Dass  alle  mit  der  Hauptlinie  parallelen  Axen  gleiche 
Momente  haben,  wird  auch  leicht  aus  Fig.  26  erkannt.  Denn  da 
3Is  die  Linie  des  grössten  Moments  für  den  Punct  Jf,  und  MQS 
ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  die  der  M's'  gleiche  und  parallele  Linie 
MQ  dem  Momente  der  in  sie  fallenden  Axe  proportional  (§.  76). 


Von  den  Axen,  deren  Momente  Nnll  sind. 

§.84.  Noch  eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  die- 
jenigen Axen,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  des  Systems  NuU 
ist.  Sie  ergeben  sich  unmittelbar  aus  dem  Vorigen,  da  es  unter 
allen  durch  einen  Punct  M  gehenden  Axen  alle  diejenigen  und  keine 
anderen  sind,  welche  auf  der  dem  Puncto  zukommenden  Linie  des 
grössten  Moments  rechtwinklig  sind,  also  in  der  Ebene  des  dem  M 
zugehörigen  und  durch  ihn  selbst  gelegten  Paares  w  liegen.  In  die- 
ser Beziehung  wollen  wir  die  durch  M  gelegte  Ebene  von  w  die 
Nullebene  des  Punctes  M  nennen. 

So  wie  es  nun  für  jeden  Punct  eine  Nullebene  gibt,  so  lässt 
sich  auch  umgekehrt  in  jeder  Ebene  ein  Punct  angeben,  in  Bezug 
auf  welchen  sie  die  Nullebene  ist,  also  ein  Punct,  den  man  den 
Nullpunct  der  Ebene  nenne,  und  welcher  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  von  allen  in  der  Ebene  enthaltenen  Axen  bloss  für  diejenigen, 
welche  den  Punct  selbst  treffen,   das  Moment  des  Systems  Null  ist. 

Denn  werde  die  Ebene  von  der  verticalen  Hauptlinie  A  B  (vergl. 
wieder  Fig.  26)  im  Puncto  3f'  geschnitten  und  sei  M'C  eine  in  der 
Ebene  durch  M'  gelegte  Horizontale,  so  liegt  darin  der  Nullpunct 
M  der  Ebene  und  ist  von  M'  um  einen  Abstand 

tang  a 

entfernt,  wo  M's'  und  a  constant  sind,  und  w  den  Winkel  der  Ebene 
mit  dem  Horizonte  bezeichnet  (§.  82).  Ist  aber  die  Ebene  mit  der 
Hauptlinie  parallel  und  von  ihr  um  einen  Abstand  gleich  x  entfernt, 
berührt  sie  also  einen  um  die  Hauptlinie  mit  einem  Halbmesser 
gleich  X  beschriebenen  Cy linder,  so  liegen  in  der  Ebene  die  Axen, 
deren   Momente  Null   sind,    einander  parallel  und  machen   mit  der 
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Ebene  des  Horizonts  einen  Winkel,  dessen  Tangente  gleich  —     °  ^ 

(vergl.  §.  82).     In  diesem  Falle  ist  also  der  Nullpunct  der  Ebene  als 
unendlich  entfernt  zu  betrachten. 

Hat  man  somit  den  Nullpunct  M  einer  Ebene  gefunden,  so  kann 
für  eine  andere  durch  M  nicht  gehende  Axe  i  der  Ebene  das  Mo- 
ment nicht  gleich  Null  sein.  Denn  ist  erstens  die  Ebene  nicht  pa- 
rallel mit  der  Hauptlinie,  so  lässt  sich  unter  der  hier  allein  gelten- 
den Voraussetzung,  dass  die  zwei  Kräfte,  worauf  das  System  redu- 
cirbar  ist,  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  das  System  auf  ein  in  der 
Ebene  enthaltenes  Paar  w  und  auf  eine  durch  M  gehende  mit  der 
Hauptlinie  parallele  Kraft  v  reduciren,  und  für  die  Axe  t  sind  nur 
die  Momente  der  zwei  Kräfte,  welche  das  Paar  ausmachen,  nicht 
aber  das  Moment  von  r,   also   auch  nicht  das  Moment  des  Systems, 

Null. 

Ist  zweitens  die  Ebene  mit  der  Hauptlinie  parallel ,  und  ist  p 
eine  der  in  ihr  liegenden  parallelen  Axen,  für  welche  das  Moment 
des  Systems  Null  ist,  i  irgend  eine  andere  in  der  Ebene  enthaltene 
Axe,  welche  p  im  Puncte  iV  schneidet,  so  ziehe  man  durch  N  (in 
der  Ebene)  eine  Parallele  o  mit  der  Hauptlinie  und  beschreibe  in 
der  Ebene  einen  Kreis,  welcher  p  in  N  berühre.  Alsdann  verhalten 
sich  die  Momente  in  Bezug  auf  die  Axen  v  und  /,  wie  die  in  den 
Kreis  fallenden  Theile  von  t?  und  /  (§.  76).  Da  nun  das  Moment  für 
c  gleich  dem  kleinsten  unter  den  grössten  Momenten  ist  (§.  83,  Zus.), 
und  dieses  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nicht  Null  sein  kann, 
so  kann  es  auch  nicht  das  Moment  für  die  Axe  f  sein. 

§.  85.  Die  Eigenschaften  von  Nullebenen  und  Nullpuncten 
lassen  sich  auch  ganz  leicht  aus  den  oben  (§.  69)  analytisch  bewie- 
senen Sätzen  herleiten,  dass  von  der  einen  der  beiden  Kräfte,  worauf 
ein  System  reducirbar  ist,  die  Richtung  im  Allgemeinen  nach  Will- 
kür genommen  werden  kann,  und  dass,  wenn  die  eine  der  beiden 
Kraft«  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  die  andere  in  einer  damit 
gegebenen,  den  Punct  enthaltenden  Ebene  liegt,  und  umgekehrt. 
Von  diesen  Sätzen  will  ich  jetzt  noch  einen  anderen  auf  ganz  ein- 
fache Betrachtungen  sich  gründenden  Beweis  mittheilen,  und  hierauf 
den  Zusammenhang  ziWschen  ihnen  und  den  Eigenschaften  der  Null- 
ebenen und  NuUpuncte  kürzlich  angeben. 

1)  Hat  man  zwei  Kräfte  P  und  P,  (vergl.  Fig.  27),  deren  Rich- 
tungen nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  eine  Richtung  j,  welche 
mit  der  einen  P  der  beiden  ersteren  in  einer  Ebene  a  liegt,  und 
daher,   im  Allgemeinen  wenigstens,   mit  P  einen  Punct   A  gemein 
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hat,  80  ist  es  im  Allgemeinen  immer  möglich,  die  zwei  Kräfte  in 
zwei  mit  ihnen  gleichwirkende  Q  und  Q^  zu  verwandeln,  von  denen 
die  eine  Q  die  Richtung  q  hat. 

Denn  da  P  und  P^  mit  Q  und  Q^  gleich^^irkend  sein  sollen,  so 
müssen  es  auch  P  und  —  Q  mit  Q^  und  —  P^  sein.  P  und  —  Q 
haben  aber,   als  zwei  Kräfte,    deren  Richtungen   in  einer  Ebene  a 


liegen  und  im  Puncte  A  derselben  sich  schneiden,  eine  durch  den 
Schneidepunct  A  gehende  und  in  der  Ebene  a  enthaltene  Resultante 
jR,  Diese  Resultante  R  muss  daher  auch  den  Kräften  Q^  und  —  P^ 
zukommen,  es  muss  folglich  auch  Q^  die  Resultante  von  P^  und  H 
sein;  und  da  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  nicht  auf 
eine  einzige  Kraft  reducirt  werden  können  (§.  57),  so  müssen  P^  und 
JR,  so  vne  auch  Q^,  in  einer  Ebene  a^  enthalten  sein  und  sich  da- 
rin, im  Allgemeinen  wenigstens,  in  einem  Puncte  A^  schneiden. 
Hiemach  ist  die  Richtung  von  R  bestimmt  als  der  Durchschnitt  der 
Ebene  a,  in  welcher  P  und  Q  wirken,  mit  der  durch  P^  und  den 
Schneidepunct  A  von  P  und  Q  zu  legenden  Ebene  a^ .  Da  also  von 
den  drei  Kräften  P,  — Q,  — iZ,  welche  im  Gleichgewichte  sind, 
die  Richtungen,  und  von  der  ersten  derselben,  P,  die  Intensität, 
gegeben  sind,  so  lassen  sich  auch  von  Q  und  R  die  Intensitäten 
finden  (§.  2S ,  a) ,  und  hieraus  die  Richtung  und  Intensität  von  Q. , 
als  von  einer  Kraft,  welche  mit  — R  und  — P^  im  Gleichge- 
machte ist. 

2)  Wir  folgern  hieraus  weiter:  Ist  von  der  Richtung  der  Kraft 
Q  nur  der  Punct  A  gegeben,  in  welchem  sie  die  Kraft  P  schneiden 
soll,  so  kennt  man  von  der  Kraft  Q^  nur  die  Ebene  a^ ,  in  welcher 
sie  mit  P^  liegen  muss ;  es  ist  nämlich  die  durch  A  und  P^  zu  legende 
Ebene  a^.  Ist  aber  für  Q  nur  die  Ebene  a  gegeben,  in  welcher  sie 
mit  P  liegen  soll,  so  ist  von  Q^  nur  der  Punct  A^  bekannt,  in 
welchem  sie  P,  schneiden  muss;  es  ist  nämlich  der  Durchschnitt 
der  Ebene  a  mit  P, . 

Wenn  demnach  von  irgend  zwei  Kräften,  die  mit  zwei  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Kräften  P  und  P^   gleiche  Wirkung  haben, 


§.  85.  Sechstes  Kapitel.    Theorie  der  Momente.  121 

die  eine  der  P  in  einem  Puncte  A  begegnet,  so  liegt  die  andere  in 
der  durch  A  und  P^  bestimmten  Ebene;  und  wenn  die  eine  mit  P 
in  einer  Ebene  a  liegt,  so  geht  die  andere  durch  den  Schneidepunct 
a  mit  P,. 

3)  Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  gegebene  Richtung  von  Q  nicht, 
wie  vorhin,  mit  der  Richtung  von  P  in  einer  Ebene  liegt,  lassen 
sich  im  Allgemeinen  die  Intensität  von  Q  und  die  Richtung  und 
Intensität  von  Q^  so  bestimmen,  dass  Q  und  Q^  mit  P  und  P^  gleich- 
wirkend werden.  Denn  zieht  man  eine  Gerade  «,  welche  die  Rich- 
tung von  P  und  Q  zugleich  schneidet,  so  kann  man  nach  dem 
Vorigen  P  und  P,  zuerst  in  zwei  Kräfte  S  und  S^  verwandeln,  von 
denen  S  die  Richtung  s  hat,  und  kann  sodann  auf  dieselbe  Weise 
aus  S  und  S^  die  mit  ihnen,  und  folglich  auch  mit  P  und  P, ,  gleich- 
wirkenden Kräfte  Q  und  Q,  herleiten. 

4)  Ist  doJier  ein  System  von  Kräften  auf  zwei  nicht  in  einer  Ebene 
liegende  Kräfte  reducirbar,  so  kann  die  Richtung  der  einen  von  beiden 
im  Allgemeinen  jede  beliebige  sei?i. 

Um  so  mehr  kann  folglich  das  noch  Unbestimmtere  verlangt 
werden,  dass  die  eine  der  beiden  Kräfte  durch  einen  beliebig  ge- 
gebenen Punct  gehe,  oder  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  liege. 
Der  Punct  A  und  die  Ebene  a  in  dem  Satze  unter  2)  können  daher 
ebenfalls  ganz  nach  Willkür  bestimmt  werden,  welches  uns  zu  dem 
Schlüsse  führt: 

In  Bezug  auf  ein  System  vo7i  Kräften^  welches  auf  zwei  nicht  in 
einer  Ebene  liegefide  Kräfte  P  und  P'  reducirt  werden  kann,  entspricht 
Jedem  Puncte  A  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  a^  und  jeder  Ebetie  a 
ein  in  ihr  liegender  Punct  -4,  dergestalt^  dass,  wenn  die  eine  der  bei- 
den Kräfte,  P,  dem  Puncte  A  begegnet,  oder  in  der  Ebene  a  vnrkt, 
die  afidere  P^  in  der  entsprechenden  Ebene  a^  enthalten  ist,  oder  den 
entsprechenden  Punct  A^  trifft. 

5)  Geht  aber  die  Kraft  P  durch  den  Punct  A,  und  liegt  folg- 
lich die  Kraft  P^  in  der  dem  A  entsprechenden  Ebene  a^ ,  so  schnei- 
det jede  durch  A  gehende  und  in  a^  enthaltene  Axe  sowohl  die 
Richtung  von  P,  als  die  von  P^ ,  und  es  ist  daher  in  Bezug  auf  jede 
dieser  Axen  das  Moment  von  P  und  P, ,  folglich  auch  das  Moment 
des  Systems,  Null. 

Die  einem  Puncte  A  entsprechende  Ebene  a^  ist  mithin  die 
Nullebene  des  Punctes,  und  ebenso  der  einer  Ebene  a  entsprecliende 
Punct  -4,  der  Nullpunct  der  Ebene. 

Zusätze,  a)  Ist  a^  die  dem  Puncte  A  entsprechende  Ebene, 
so  ist  auch  A  der  der  Ebene  a^  entsprechende  Punct,  indem,  wenn 


122  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  86. 

die  eine  Kraft  P,  in  a^  yrirkt,  die  andere  P  dem  A  begegnen  muss; 
und  ebenso  erhellt,  dass,  wenn  der  Ebene  a  der  Punct  A^  entspricht, 
auch  umgekehrt  letzterer  die  erstere  zur  Entsprechenden  hat. 

b)  Ist  A  ein  Punct  der  Ebene  a,  und  wird  die  willkürliche 
Richtung  der  Kraft  P  so  genommen,  dass  sie  zugleich  durch  A  geht 
und  in  a  liegt,  so  muss  die  Kraft  P^  wegen  des  ersteren  in  der 
Ebene  a^  liegen  und  wegen  des  letzteren  durch  den  Punct  A^  gehen; 
mithin  muss  A^  ein  Punct  der  Ebene  a^  sein,  d.  h.: 

Liegt  ein  Punct  in  einer  Ebene,  so  geht  die  dem  Puncte  ent- 
sprechende Ebene  durch  den  der  Ebene  entsprechenden  Punct. 

§.  86.  Diese  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  Punctcn  und 
Ebenen  sind  eine  besondere  Art  der  sogenannten  dualen  oder  reci- 
proken  Verhältnisse,  welche  in  der  neueren  Zeit  so  mannigfach 
untersucht  worden  sind,  und  wobei  zwei  Systeme  von  Puncten  und 
Ebenen  in  einer  solchen  Beziehung  zu  einander  betrachtet  werden, 
dass  jedem  Puncte  des  einen  Systems  eine  Ebene  des  anderen  und 
jeder  Ebene  des  einen  ein  Punct  des  anderen  entspricht.  Im  Gegen- 
wärtigen kommt  noch  die  besondere  Bedingung  hinzu,  dass  jeder 
Punct  in  der  ihm  entsprechenden  Ebene  selbst  liegt,  und  —  was 
eine  Folge  davon  ist  —  jede  Ebene  den  ihr  entsprechenden  Punct 
selbst  enthält.  Hierdurch  werden  nicht  nur  die  bei  der  Dualität  im 
Allgemeinen  statthabenden  Beziehungen  in  etwas  modificirt,  sondern 
es  treten  noch  Relationen  von  eigenthümlicher  Beschaffenheit  hinzu. 
Nachstehende  Sätze  geben  eine  kurze  Uebersicht  dieser  merkwürdi- 
gen Beziehungen*). 

Zuerst  folgt  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden: 

1)  Zu  jedem  Pufwte  gehört  ei?ie  ihn  enthaltende  Nullebeiie  und  zu 
jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Nullpunct, 

2)  Ist  von  einer  Ebene  und  einem  iti  ihr  liegenden  Puncte  erstere 
die  Nullebene  des  letzteren,  so  ist  auch  letzterer  der  Nullpunct  der 
ersteren,  und  umgekehrt, 

3)  Liegt  ein  Punct  in  einer  Ebene,  so  geht  die  Ntdlebene  des 
Punctes  durch  den  Nullpwict  der  Ebene; 

oder  was  dasselbe  ist: 

3')  Geht  eifie  Ebene  durch  einen  Punct ,  so  liegt  dei'  Nullpunct 
der  Ebene  in  der  Nullebene  des  Punctes. 


"*}  Ausführlicher  habe  ich  diesen  Gegenstand  in  einer  Abhandlung  »Ueber  eine 
besondere  Art  dualer  Verhältnisse  zwischen  Figuren  im  Haume«  in  Crelle's  Journal, 
Bd.  10,  p.  317  (im  1.  Bande  der  vorliegenden  Ausgabe  p.  489  ff.  abgedruckt)  unter- 
sucht 
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Aus  3)  fliesst  weiter:  Liegen  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene,  so 
gehen  die  Nullebenen  der  Puncte  durch  den  NuUpunct  der  Ebene; 
d.  h.: 

4)  Von  mehrerefi  in  einer  Ebene  liegetiden  Puncten  schneiden  sich 
die  Nullebenefi  in  einem  Puncte^  welcher  in  ersterer  Ebene  liegt  und 
ihr  NuUpunct  ist. 

Ebenso  folgt  aus  3'): 

4 ')  Von  mehreren  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  Ebenen  liegen 
die  Nullpuncte  in  einer  Ebene^  welche  ersteren  Pu7ict  enthält  und  seine 
Nullebene  ist. 

Aus  4)  schliessen  wir  ferner :  Von  mehreren  in  zwei  Ebenen  zu- 
gleich, d.  i.  in  einer  Geraden,  liegenden  Puncten  gehen  die  Null- 
ebenen sowohl  durch  den  Nullpunct  der  einen,  als  durch  den  der 
anderen  jener  zwei  Ebenen,  d.  i.  sie  schneiden  sich  in  der  diese  zwei 
Nullpuncte  verbindenden  Geraden;  also: 

5)  Die  Nullebenen  mehrerer  in  einer  Geraden  liegenden  Puncte 
schneiden  sich  tciederum  in  einer  Geraden, 

Aehnlicherweise  ergibt  sich  aus  4'): 

5')  Die  Nullpuncte  mehrerer  sich  in  einer  Geraden  schneidenden 
Ebenen  liegen  vnederum  in  einer  Gerade?^, 

Nach  5)  und  5')  entspricht  also  jeder  Geraden  eine  zweite  Ge- 
rade, so  dass  jeder  Punct  der  einen  zu  seiner  Nullebene  die  durch 
ihn  und  durch  die  andere  Gerade  gelegte  Ebene  hat,  und  dass  von 
jeder  durch  die  eine  Gerade  gelegten  Ebene  der  Nullpunct  derjenige 
ist,  in  welchem  sie  von  der  anderen  Geraden  geschnitten  wird.  Je 
zwei  solchergestalt  sich  entsprechende  Gerade  sind  zugleich  die 
Richtungen  zweier  Kräfte,  auf  welche  sich  das  System  reduciren 
lässt.  Denn  sind  a  und  b  die  Nullebenen  der  Puncte  A  und  j5, 
und  geht  die  eine  der  beiden  Kräfte  durch  A  oder  j5,  so  muss  die 
andere  resp.  in  a  oder  b  liegen;  geht  folglich  die  eine  durch  A  und 
B  zugleich,  so  muss  die  andere  den  Durchschnitt  von  a  mit  6,  d.  i. 
die  der  AB  entsprechende  Gerade  zur  Richtung  haben. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  B  in  a  liegt,  geht  nach  3)  die 
Nullebene  b  von  B  durch  den  Nullpunct  A  von  a,  d.  i.  a  und  b 
schneiden  sich  in  AB  selbst.  Jede  in  einer  Ebene  a  durch  den 
Nullpunct  A  derselben  gezogene  Gerade,  oder,  was  dasselbe  ist,  jede 
durch  einen  Punct  A  gelegte  Gerade,  welche  zugleich  in  der  Null- 
ebene a  des  Punctes  liegt,  also  jede  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das 
Moment  des  Systems  Null  ist,  hat  folglich  sich  selbst  zur  Entsprechen- 
den, und  es  ist  daher  unmöglich,  das  System  auf  zwei  Kräfte  zu 
reduciren,  von  denen  die  eine  eine  solche  Gerade  zur  Richtung  hat. 
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Um  diese  Sätze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen  wir  von 
den  drei  Coordinatenebenen,  worauf  das  System  der  Kräfte  in  dem 
Vorigen  bezogen  worden,  die  NuUpunete,  und  von  dem  Anfangs- 
puncte  der  Coordinaten  O  die  Nullebene  zu  bestimmen  suchen. 

Für  eine  in  der  Ebene  der  xy  liegende  Axe  sind  h  und  H  Null 
(§.  62),  folglich  das  Moment  des  Systems  (§.  65)  in  Bezug  auf  eine 
solche  Axe  gleich 

rF[L-ffC)  +  rG[M+fC)  . 

Man  sieht  nun  sogleich,  dass,  wenn  many  und  ff  durch  die  Glei- 
chungen 

M+fC=0      und      L  —  ffC=0 

bestimmt,  dieses  Moment,  unabhängig  von  F  und  G,  also  für  jede 
in  der  Ebene  der  xy  enthaltene  Axe,  welche  durch  den  Punct  (/,  ff) 
geht,  Null  wird.     Dieser  Punct,  d.  i. 

(--        -         0^ 

l      C  '        C"  / 

ist  daher  der  Nullpunct  der  Ebene  der  xy,  und  ebenso  finden  sich 

(«.  -^.  f)    »»-    (f.   «■   -I) 

als  die  Nullpuncte  der  Ebenen  der  yz  und  zz. 

Femer  ist  für  eine  durch  0  gelegte  Axe,  wenn  wir  den  An- 
fangspunct  [/,  y,  h)  derselben  mit  O  zusammenfallen  lassen  und  da- 
her y*,  ffj  h  gleich  Null  setzen,  das  Moment  dargestellt  durch 

rFL  +  rGM+rHN  . 

Da  nun  jetzt  (F,  Cr,  H)  der  Endpunct  der  Axe  ist,  so  liegt  der- 
selbe, und  mithin  die  von  0  ausgehende  Axe  selbst,  wenn  in  Bezug 
auf  sie  das  Moment  Null  ist,  in  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Lz  +  My  +  Nz  =  Q  , 

welches  also  die  Gleichung  der  Nullebene  des  Punctes  O  ist. 

In  dieser  Ebene  müssen  nach  4')  die  Nullpuncte  der  in  O  sich 
schneidenden  Coordinatenebenen  liegen.  Auch  finden  ^inir  dieses 
durch  unsere  Rechnung  bestätigt,  wenn  wir  in  der  Gleichung  für 
erstere  Ebene  die  vorhin  für  die  Nullpuncte  erhaltenen  Coordinaten 
substituiren. 

§.87.  Weitere  Folgerungen  ergeben  sich,  wenn  wir  Systeme 
von  Ebenen  betrachten,  die  entweder  mit  einer  und  derselben  Ge- 
raden, oder  mit  einander  parallel  sind. 

Drei  oder  mehrere  sich  in  Parallelen  schneidende  Ebenen  können 
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als  solche  angesehen  werden,  die  sich  in  einem  unendlich  entfernten 
Puncte  schneiden,  und  wir  schliessen  daher  nach  4'): 

6)  Die  Nullpuncte  mehrerer  sich  in  Parallelen  schneidenden  Ebenefi 
liegen  in  einer  mit  den  parallelen  Durchschnittelinien  ebenfalls  paral- 
lelen Ebene,  deren  Nüllpunct  unendlich  entfernt  nach  der  durch  die 
Parallelen  bestimmten  Richtung  zu  liegt 

Da  femer  parallele  Ebenen  als  solche  betrachtet  werden  können, 
die  sich  in  einer  unendlich  entfernt  liegenden  Geraden  schneiden, 
so  müssen  nach  5') 

7)  die  Nullpuncte  mehrerer  paralleler  Ebenen  in  einer  Geraden 
liegen. 

Seien  a,  a',  a",  ...  mehrere  unter  sich  parallele  Ebenen,  und 
bilden  ebenso  b ,  b\  V\  . . .  ein  zweites  System  unter  sich,  aber  nicht 
auch  mit  den  ersteren  paralleler  Ebenen.  Von  a,  a',  ...  seien  A, 
A\  , . .  und  von  J,  i',  ...  seien  B,  B\  . . .  die  Nullpuncte,  so  liegen 
nach  7)  A ,  A\  ...  in  einer  Geraden  a ,  und  B ,  JS',  ...  in  einer 
zweiten  Geraden  ß.  Da  femer  die  Ebenen  a,  a',  ...  von  den  Ebe- 
nen 6,  b\  ...  in  einander  parallelen  Geraden  geschnitten  werden, 
so  liegen  nach  6)  sämmtliche  Nullpuncte -4,  A\  ...  J?,  5',  ...,  also 
auch  die  Geraden  a  und  ß,  in  einer  Ebene.  Zugleich  aber  können 
a  und  ß  keinen  Punct  mit  einander  gemein  haben.  Denn  fiele  z.  B. 
A  mit  B  zusammen,  so  müssten  auch  die  Nullebenen  a  und  b  dieser 
Puncte  zusammenfallen,  welches  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Mit- 
hin sind  a  und  ß  mit  einander  parallel,  und  wir  können  den  Satz 
aufstellen : 

Hat  man  mehrere  Systeme  paralleler  Ebenen,  so  sind  die  Ge- 
raden, welche  sich  in  jedem  Systeme  durch  die  Nullpuncte  der 
Ebenen  legen  lassen,  insgesammt  mit  einander  parallel. 

Diese  parallele  Richtung  der  Geraden  ist,  wie  man  leicht  sieht, 
dieselbe,  welche  wir  im  Obigen  bei  jedem  Systeme  von  Kräften  als 
einzig  in  ihrer  Art  fanden  und  uns  vertical  dachten.  Wir  wollen 
anch  gegenwärtig  diese  Richtung  vertical  annehmen  und  hiemach 
den  vorigen  Satz  so  aussprechen: 

8)  Die  Nullpuncte  eines  Systems  paralleler  Ebenen  liegen  in  einer 
veriicalen  Linie, 

Hieraus  folgt  leicht  der  umgekehrte  Satz: 

9)  Von  zwei  Puncten  A  und  B,  die  in  einer  Verticallinie  liegen^ 
sind  die  Nullebenen  a  und  b  parallel. 

Denn  wären  sie  es  nicht,  so  lege  man  durch  B  eine  Ebene  V 
parallel  mit  a.     Der  Nüllpunct  von  b'  müsste   dann   derjenige  sein, 
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in  welchem  V  von  einer  durch  A  gelegten  Verticale  getroffen  wird, 
folglich  B  selbst.  Mithin  hätte  B  xwei  rerschiedene  Nollebenen. 
welches  nicht  möglich  ist. 

10)  Jede  terticale  Ebene  c  hat  einen  unendlich  entfernten  Null- 
punct,  und  jeder  unendlich  entfernte  Punrt  C  eine  terticale  Nullebene. 

Denn  seien  A  und  B  zwei  Puncte  in  r.  welche  in  einer  Terti- 
calen  Linie  liegen.  Die  Nullebenen  a  und  h  von  A  und  B  sind 
folglich  (9>  einander  paralleL  und  da  nach  3)  in  a  sowohl,  als  in  &. 
der  Nullpunct  von  c  liegt,  so  muss  dieser  unendlich  entfernt  sein. 

Vm  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  lege  man  durch 
C  eine  Ebene  n.  und  eine  mit  a  parallele  Ebene  6.  die.  weil  C  un- 
endlich entfernt  sein  soll,  ebenfalls  als  durch  C  gehend  zu  betrach- 
ten ist.  Nach  3')  geht  aber  die  NuUebene  von  C  sowohl  durch  den 
NuUpunct  A  von  a.  als  durch  den  Nullpunct  B  von  b.  also  durch 
die  Verticallinie  AB  (S)  und  ist  daher  selbst  vertical. 

Da  die  Nullebenen  zweier  Puncte,  die  in  einer  Verticale  li^en, 
einander  parallel  sind  (9).  also  sich  erst  in  einer  unendlich  entfernten 
Geraden  schneiden,  so  ist  die  einer  Yerticalen  entsprechende  Gerade 
unendlich  entfernt.  Von  den  zwei  Kräften,  worauf  sich  das  System 
zurückführen  lässt,  kann  daher  keine  eine  verticale  (mit  der  Haupt- 
linic  parallele)  Richtung  haben,  ebenso  wenig,  als  sie  mit  einer  Axe. 
für  welche  das  Moment  des  Systems  Null  ist,  zusammenfallen  kann 
;§.  86). 

§.  SS.  Zusätze.  Sei  ABCD  eine  dreiseitige  Pyramide,  und 
von  ihren  Seitenflächen  BCD,  CDA,  DAB.  ABC  seien  die  Null- 
puucte  resp.  F,  G,  H,  /,  so  ist  FGHI  eine  in  ABCD  einge- 
schriebene Pyramide,  zugleich  aber  auch  eine  um  letztere  um- 
schriebene. Denn  die  Ebene  durch  die  NuUpuncte  G,  H,  I  der 
sich  in  A  schneidenden  Ebenen  CDA,  DAB,  ABC  ist  nach  §.  8G, 
4')  die  Nullebene  von  A,  und  auf  gleiche  Art  sind  HIF,  IFG, 
FGH  die  Nullebenen  von  B,  C,  D.  Die  zwei  Pvramiden  stehen 
daher  in  einer  solchen  gegenseitigen  Beziehung,  dass  die  Ecken  der 
einen  die  NuUpuncte  der  Flächen  der  anderen,  und  die  Flächen  der 
einen  die  Nullebenen  der  Ecken  der  anderen  sind.  Dabei  entspricht 
jeder  Kante  der  einen  Pyramide  eine  Kante. in  der  anderen;  z.  B. 
der  Kante  ABy  in  welcher  sich  die  Flächen  DAB  und  ABC 
schneiden,  die  Kante  HI,  welche  die  NuUpuncte  dieser  Flächen 
verbindet*). 


•)  Ueber  die  Construction  zweier  solcher  PjTamiden   siehe   den  Aufsatz    des 
Verf.:  »Kann  von  zwei  dreiseitigen  Ppamiden  eine  jede  in  Bezug  auf  die  andere 
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Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auch  auf  jedes  andere  Polyeder 
anwenden.  Sei  S  die  Ecke  eines  Polyeders,  a,  bj  c,  ...  die  in  die- 
ser Ecke  in  der  Ordnung,  wie  sie  an  einander  grenzen  (a  an  6,  b 
an  Cj  u.  s.  w.),  zusammenstossenden  Seitenflächen,  und  Aj  B,  C,  ... 
die  Nullpuncte  dieser  Flächen,  die  daher  in  einer  Ebene,  in  der 
Nullebene  von  Sj  liegen.  ABC  ,,,  ist  mithin  ein  ebenes  Vieleck, 
und  auf  gleiche  Art  wird  bei  jeder  anderen  Ecke  durch  die  Null- 
puncte der  um  die  Ecke  herumliegenden  Flächen  ein  ebenes  Vieleck 
bestimmt.  Von  allen  Seiten  aller  dieser  Vielecke  gehört  aber  jede 
Seite,  z.  B.  ABy  zweien  Vielecken  zugleich  an.  Denn  wenn  die 
Kante  des  Polyeders,  in  welcher  sich  die  Flächen  a  und  b  schnei- 
den, und  von  welcher  S  der  eine  Endpunct  ist,  zum  anderen  End- 
puncte  die  Ecke  T  hat,  so  gehört  die  Seite  AB  des  Winkels  ABC ... 
auch  zu  dem  Vielecke,  welches  sich  in  der  Nullebene  von  T  aus 
den  NuUpuncten  der  in  T  zusammenstossenden  Flächen  bildet.  Alle 
diese  Vielecke  hängen  daher  als  Seitenflächen  eines  zweiten  Poly- 
eders zusammen,  welches  in  das  erstere  zugleich  um-  und  ein- 
geschrieben ist;  eingeschrieben,  weil  seine  Ecken  A,  J5,  ...  die 
Nullpuncte  der  Flächen  a ,  i ,  ...  des  ersteren  sind,  —  umschrieben, 
weil  seine  Flächen  ABC  .  ,,^  u.  s.  w.  die  Ecken  S^  u.  s.  w.  des 
ersteren  zu  NuUpuncten  haben.  Jedes  von  ihnen  hat  daher  ebenso 
viel  Ecken  und  Flächen,  als  das  andere  resp.  Flächen  und  Ecken 
hat;  nach  dem  bekannten  Euler' sehen  Satze,  dass  die  Kantenzahl 
der  um  zwei  Einheiten  verminderten  Summe  der  Ecken-  und  Flächen- 
zahlen gleich  ist,  haben  folglich  beide  Polyeder  gleichviel  Kanten, 
was  auch  schon  daraus  fliesst,  dass  jeder  Kante  des  einen  eine  Kante 
des  anderen  entspricht,  z.  B.  der  Kante  des  ersten,  in  welcher  sich 
die  Flächen  a  und  b  schneiden,  die  Kante  AB  des  zweiten. 

Seien,  um  diese  Betrachtungen  noch  durch  ein  Beispiel  deut- 
licher zu  machen,  a  und  a\  b  und  4',  c  und  c  die  sechs  sich  zu 
zweien  gegenüberliegenden  Vierecke  eines  Hexaeders,  im  weiteren 
Sinne  genommen,  so  sind  die  Nullpuncte  Ay  A',  B,  B\  C,  C"  die- 
ser Flächen  die  Ecken  eines  in  und  um  das  Hexaeder  beschriebenen 
Octaeders,  welche  sich  ebenso  paarweise,  A  und  A^  u.  s.  w.  gegen- 
überstehen. Sowie  das  Hexaeder  6  Flächen  und  8  Ecken  hat,  kom- 
men dem  Octacder  8  Flächen  und  G  Ecken  zu.  Die  Zahl  der  Kan- 
ten ist  aber  bei  jedem  der  beiden  Körper  gleich  12. 

Ist  das  Hexaeder  ein  Parallelepipedum,   und  daher  d  mit  a,    V 

um-  und  eingeschrieben  zugleich  heissen?«  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  p.  273  (im 
I.Bande  der  vorliegenden  Ausgabe  p.  439  ff.  abgedruckt).  VergL  auch  Steiner, 
Systematische  Entwickelungen  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  ein- 
ander (Berlin,  1832) ,  Art.  58. 
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mit  by  c'  mit  c  parallel^  8o  sind  die  drei  Diagonalen  AA',  BB', 
CC  des  Octaeders  einander  parallel  (§.  87,  8);  die  Ebene  AÄBB' 
ist  parallel  mit  den  vier  Kanten  des  Parallelepipedums,  in  denen 
sich  die  Flächen  a,  a\  h,  V  schneiden;  u.  s.  w.  (§.  87,  6).  Allerdings 
macht  es  einige  Schwierigkeit,  sich  ein  Octaeder,  dessen  Diagonalen 
einander  parallel  sind,  vorzustellen.  Es  gehört  zu  den  bis  jetzt  noch 
nicht  betrachteten  Polyedern,  deren  Flächen  sich  innerhalb  der  sie 
begrenzenden  Kanten  schneiden,  zu  Polyedern,  welche  den. in  §.  45, 
3)  gedachten  Vielecken  analog  sind,  deren  Perimeter,  bevor  sie  in 
sich  zurückkehren,  sich  gleichfalls  ein  oder  mehrere  Male  begegnen. 


Kelationen  zwischen  Momenten,  deren  Axen  beliebige 

Richtungen  haben. 

§.  89.  Die  Momente  eines  Systems  in  Bezug  auf  mehrere  sich 
in  einem  Puncte  M  schneidende  Axen  sind,  ^vie  wir  in  §.  76  gesehen 
haben,  den  Theilen  der  Axen  proportional,  welche  in  letzteren  von 
einer  gewissen  durch  M  zu  beschreibenden  Kugclfläche  abgeschnitten 
werden.  Sind  daher  von  drei  sich  in  einem  Puncte  M  schneidenden 
und  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  MA,  MB^  MC  die  Mo- 
mente aj  ßj  y  gegeben,  so  lässt  sich  daraus  das  Moment  d  für  irgend 
eine  vierte  durch  M  gehende  Axe  MD  durch  folgende  einfache 
Construction  finden: 

Man  nehme  in  den  Axen  MA^  MB,  MC  die  Abschnitte  31  a, 
Mby  31  c  proportional  mit  a,  ß,  y  und  beschreibe  durch  die  vier 
Puncte  M,  a,  b,  c  eine  Kugelßäche,  Schneidet  nun  diese  die  Are 
MD  in  dj  so  wird  Md  dem  gesuchten  d  proportional  sein. 

Ebenso  lässt  sich  aus  den  Momenten  3/a,  Mb  zweier  sich 
schneidenden  Axen  MA ,  MB  das  Moment  Md  für  jede  dritte  durch 
31  gehende  und  mit  ersteren  beiden  in  einer  Ebene  liegende  Axe 
31 D  finden,  indem  man  durch  M,  a,  b  einen  Kreis  beschreibt, 
welcher  3ID  in  d  schneiden  wird. 

§.  90-  Schneiden  sich  die  drei  Axen,  deren  Momente  gegeben 
sind,  unter  rechten  Winkeln,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  sehr  einfach 
durch  Rechnung  lösen.  —  Sei  unter  allen  durch  M  gehenden  Axen 
MS  die  Axe  des  grössten  Moments,  und  daher,  wenn  diese  von  der 
Kugelfläche  in  s  geschnitten  wird.  Ms  ein  Durchmesser  der  Kugel. 
Alsdann  ist 


g.  91.  Sechstes  Kapitel.    Theorie  der  Momente.  129 

Ma  =  Ms  .  cos  SMA  , 

oder^  wenn  wir  das  grösste  Moment  gleich  a  setzen  und  uns  eine 
zweite  Kugel  denken,  die  um  31  als  Mittelpunct  mit  der  gemein- 
schaftlichen Länge  der  Axen  als  Halbmesser  beschrieben  ist,  und 
auf  deren  Oberfläche  daher  die  Puncte  S,  A^  By  C,  D  liegen: 

a  =  a  cos  AS  , 
und  ebenso 

ß  =  a  cos  BS  ,        y  =  a  cos  CS  ,         d  =  a  cos  DS  . 

Schneiden  sich  nun,  wie  angenommen  worden,  die  drei  Axen 
MA,  MB,  MC  unter  rechten  Winkeln,  und  sind  daher  die  Seiten 
und  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  insgesammt  gleich  90°,  so 
hat  man: 

cos  DS  =  cos  AD  cos  AS  +  cos  BD  cos  BS  +  cos  CD  cos  CS  . 

Hierin  für  cos  DSy  cos  AS  y  ...  die  ihnen  nach  vorigen  Formeln  pro- 
portionalen Werthe  d,  a,  ...  substituirt,  erhält  man: 

{A)  d  =  a  cos  AD  -f  ß  cos  BD  +  y  cos  CD  . 

Aus  den  Momenten  für  drei  sich  unter  rechten  Winkeln  in  einem 
Puncte  schneidenden  Axen  findet  sich  demnach  das  Moment  für  jede 
vierte  durch  denselben  Punct  gehende  Axe^  wenn  man  erstere  drei 
Momente  resp,  mit  den  Cosinus  der  Winkel  multiplicirt ,  welche  von 
den  Axen  dieser  Momente  mit  der  Axe  des  vierten  gebildet  wm^den, 
und  diese  Producte  addirt. 

Uebrigens  ist  unter  derselben  Voraussetzung,  dass  BC=CA 
==^J5  =  90°: 

cos  AS^  +  cos  BS^  +  cos  CA*  =  1 
und  daher 

a*  +  /5?*  +  y*  =  a*  , 

cos  AS  =^  ■  ,         cos  BS  =  u.  s.  w. , 

ya*  +  /?»  +  y«' 

Formeln,  mittelst  deren  man  aus  den  Momenten  für  drei  sich  recht- 
winklig in  einem  Puncte  schneidende  Axen,  von  der  durch  denselben 
Punct  gehenden  Axe,  welche  das  grösste  Moment  hat,  dieses  Moment 
selbst  und  die  Lage  der  Axe  finden  kann. 

§.91.  Die  in  §.  90  erhaltene  Relation  zwischen  vier  Momenten, 
von  deren  vier  Axen  sich  drei  unter  rechten  Winkeln  treffen,  ist 
zuerst  von  Euler  gegeben  worden*).    Es  ist  aber  nicht  schwer,  eine 


♦)  Nova  Acta  Petropolitana,  tom.  VII,  vom  Jahre  1793. 
Hob  im  Werke  U\. 
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eben  so  einfache  Formel  für  den  allgemeineren  Fall  hennileiten^ 
wenn  die  vier  Axen  willkürliche  Winkel  mit  einander  machen. 

1)  Von  einer  durch  die  Gerade  PQ  vorgestellten  Kraft  ist  das 
Moment  in  Bezug  auf  die  Axe  A^B^  die  Pyramide  A^B^PQ  (§.  59, 
Zus.).  Seien  nun  A  und  B  zwei  beliebige  andere  Puncte  in  A^B^, 
so  verhalten  sich  die  Pyramiden  A^B^PQ:  ABPQ  wie  die  Dreiecke 
A^B^P:  ABP,  und  diese  wie  die  Geraden  A^B^  :  AB;  und  es  ist 
daher,  wenn  wir  die  Axenlänge  A^B^  zur  Einheit  des  Maasses 
nehmen : 

ABPQ  =  AB.A,B,PQ  , 

wo  die  Linie  AB  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenachdem  sie 
mit  der  in  sie  fallenden  Axe  A^B^  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtung  hat. 

2)  Auf  gleiche  Art  ist,  wenn  wir  noch  andere  Kräfte  P'Q\ 
P"Q",  ...  auf  die  Axe  A^B^  beziehen: 

ABP'Q'  =  AB  ,  A.B^P'Q'  , 

u.  8.  w.  Addiren  wir  alle  diese  Gleichungen,  so  kommt  mit  An- 
wendung des  Summationszeichens  2,  und  wenn  wir  das  Moment  des 
von  den  Kräfiien  PQ,  P'Q\  ...  gebildeten  Systems  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  welche  in  der  Geraden  AB  liegt,  aber  nicht  AB  selbst, 
sondern  die  eben  festgesetzte  Linieneinheit  A^  J3,  zur  Länge  hat,  mit 
[AB]  bezeichnen: 

2ABPQ  =  AB.2A,B^PQ  =  AB,[AB]  . 

3)  Seien  MA^,  MB^,  MC^,  MD^  vier  sich  in  einem  Puncte 
M  schneidende  Axen,  von  denen  wenigstens  die  drei  ersten  nicht  in 
einer  Ebene  liegen.  Man  nehme  in  MD^  beliebig  einen  Punct  D 
und  construire  um  MD  als  Diagonale  ein  Parallelepipedum ,  dessen 
in  M  zusammenstossende  Kanten  in  die  Axen  MA^,  MB^j  MCy^ 
fallen.  Seien  resp.  Ay  B,  C  die  anderen  Endpuncte  dieser  Kanten, 
so  ist,  wenn  PQ  wiederum  eine  Kraft  bezeichnet: 

MDPQ  =  MAPQ  +  MBPQ  +  MCPQ 

(§.  63,  3),  folglich  auch  bei  einem  Systeme  von  mehreren  Kräften 
PQ,  P'Q\  u.  s.w.: 

2MDPQ  =  2MAPQ  +  2MB PQ  +  2MCPQ   , 

folglich  nach  2): 

(B)        MD.[MD]  =  MA.[MA]  +  MB.[MB]  +  MC,[MC]  . 

Wenn  demnach  für  die  drei  Axeii  MA^,  MB^y  MC^  die  Mo- 
mente  [MA],  [MB],  [MC]  gegeben  sind,  wid  das  Moment  [MD]  für 
die  Axe  MD^  gesucht  toird,  so  co7istf*uire  man  das  Parallelepipedum 
MAB  CD,    als  wodurch  sich  die    Verhältnisse  zwischen  MA.    MB, 
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MCj  MD  ergehen^  und  man  erhält  damit  nach  letzterer  Gleichung 
das  gesuchte  Moment.  - 

§.  92.  Zusätze,  a)  Macht  man  in  den  kxen  MA^,  ...,  MD^ 
die  Linien  Ma,  ...,  Md  den  Momenten  der  Axen  lesp.  proportional, 
so  liegen  a,  i,  Cy  d  mit  M  in  der  Oberfläche  einer  Kugel  (§.  76), 
und  man  bekommt  damit  den  geometrischen  Satz: 

Hat  man  eine  Kugel  und  ein  Parallelepipedumj  dessen  eine  Ecke 
M  in  der  Fläche  der  ersteren  liegt ,  und  sind  a ,  i ,  c ,  d  die  Puncte, 
in  denen  die  Kugelfläche  resp.  von  den  in  M  zusammenstossenden  Kan- 
ten MAy  MBy  MC  und  der  Diagonale  MD  des  Parallekpipedums 
geschnitten  wirdy  so  ist: 

MD,Md  =  MA,Ma  +  MB.Mb  +  MC.Mc  . 

b)  Schneiden  sich  die  drei  Axen  MA^ ,  MB^ ,  MC^^  unter  rechten 
Winkeln,  so  besteht  die  Proportion 

MA  :  MB  :  MC:  MD  =  cos  A^MD^  :  co^B.MD,  :  cos  C^MD^  :  1 

und  man  kommt  durch  Substitution  dieser  Verhältnisswerthe  in  die 
allgemeine  Gleichung  (B)  auf  die  specielle  Gleichung  {A)  in  §.  90 
wieder  zurück. 

§.  93.  So  sehr  auch  die  Gleichung  {B)  die  Euler'sche  {A)  an 
Allgemeinheit  übertrifft,  so  ist  sie  doch  nur  als  ein  specieller  Fall 
einer  weit  allgemeineren  Relation  anzusehen,  die  sich  auf  ganz  ähn- 
liche Art  wie  {B)  entwickeln  lässt. 

Man  habe,  wie  vorhin,  ein  beliebiges  System  von  Kräften  PQ, 
P'Q',  P"Q\  ...,  welches  Ä  heisse.  Seien  femer  ^^',  BSy  CC\  ... 
die  Kräfte  eines  zweiten  Systems  T,  welche  einander  das  Gleichge- 
wicht halten.  Alsdann  ist  wegen  dieses  Gleichgewichts  von  T,  wenn 
man  T  nach  und  nach  auf  alle  Kräfte  PQ,  P'Q\  ...  des  Systems 
Sj  als  auf  Axen,  bezieht  (§.  58): 

AA'PQ   +BBPQ   +CC'PQ   +.  =  0 

AA'P'Q'  4-  BEP'Q'  +  CC'P'Q'  +  ...  =  0 

u.  s.  w. ;  und  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  siunmirt : 
2AA'PQ  +  2BB'PQ  +  :SCC'PQ  +  ,„  =  (S  ; 
folglich  nach  §.91,  2: 

AA' .  [AÄ]  +  BB' .  [BB']  +  CC  .  [CC]  -J-  ...  =  0  , 

wo  [-4-4'],  [äJ?'],  \CC%  ...  die  Momente  des  Systems  8  für  Axen 
bezeichnen,  welche  an  Länge  einander  gleich  sind  und  resp.  in  den 
€reraden  AÄy  BH,  CC\  ...  liegen,   und  wo  man,  wie  schon  er- 

9» 
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innert,  die  Coef&cienten  AÄ^  BB\  CC\  . . .  dieser  Momente  positiv 
oder  negativ  zu  nehmen  hat,  jenachdem  die  Richtungen  dieser  Linien 
mit  denen  der  in  sie  fallenden  Axen  übereinstimmen,  oder  nicht. 

Bezieht  man  demnach  ein  System  S  von  Kräften  auf  mehrere 
(einander  gleiche)  Axen,  und  kann  man  nach  der  Richtung  einer  Jeden 
dieser  Axen  eine  Kraft  wirken  lassen  von  der  Grösse,  dass  alle  diese 
neuen  Kräfte  einander  das  Gleichgewicht  halten,  so  ist  die  Summe  der 
Momente  von  S,  jedes  Moment  vorher  mit  einem  CoSfßcienten  multi- 
plicirt,  V)elcher  der,  der  Axe  des  Moments  zugehörigen  Kraft  propor- 
tional ist,  gleich  Null, 

Auf  gleiche  Art  findet  sich,  wenn  AÄ  die  Resultante  von  BB\ 

AA' .  [AA']  =  BB' .  [BB]  +  CC  .  [(7(7']  +  . . . 

Auch  fliesst  dieses  schon  aus  der  vorhergehenden  Formel.  Denn 
alsdann  sind  A'A,  BB',  CC,  ...  mit  einander  im  Gleichgewichte 
und  daher 

AA  .  [ÄA]  4-  BB  .  [BE]  +  CC  .  [CC] . . .  =  0  . 

Es  ist  aber  A'A  =  — AA'  und  [A'A]  =  [AA'],  indem  der  eine 
Ausdruck,  so  gut  wie  der  andere,  das  Moment  des  Systems  S  in  Be- 
zug auf  eine  Axe  vorstellt,  welche  in  der  durch  die  zwei  Puncto  A 
und  A'  gezogenen  Geraden  enthalten  ist;  folglich  u.  s.  w. 

§.  94.  Beispiele.  1)  Hat  man  vier  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Axen,  so  kann  man  immer  ein  Parallelepipedum  con- 
struiren,  von  welchem  drei  in  dem  Puncte  zusammenstossende  Kan- 
ten und  die  durch  denselben  Punct  gehende  Diagonale  in  die  vier 
Axen  zu  liegen  kommen.  Von  vier  Kräften  aber,  welche  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  durch  diese  drei  Kanten  und  die  Diago- 
nale vorgestellt  werden,  ist  die  Kraft  in  der  Diagonale  die  Resul- 
tante der  drei  anderen.  Hiermit  das  vorige  Theorem  in  Verbindung 
gebracht,  kommen  wir  auf  den  Satz  in  §.91  zurück,  der  daher  von 
dem  vorigen  nur  ein  besonderer  Fall  ist. 

2)  Ist  AB  CD  ein  Parallelogramm,  so  sind  die  Kräfte  AB  und 
AD  mit  den  Kräften  BC  und  DC  gleich^virkend,  und  daher: 

AB .  [AB]  -f-  AD  .  [AD]  =  BC.[BC]  +  DC.  [DC]  . 

3)  Construirt  man  zu  einem  ebenen  Vierecke  AB  CD  (vergL 
Fig.  13  auf  p.  46)  ein  zweites  ah  cd,  dessen  Seiten  ab,  bc,  ...  mit  den 
gleichnamigen  AB,  BC,  ...  des  ersteren,  und  dessen  Diagonalen  ac, 
bd  mit  den  ungleichnamigen  BD,  AC  des  ersteren  parallel  sind  so 
sind  vier  Kräfte,  welche  in  den  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  wir- 


§.95. 
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ken,  und  deren  Intensitäten  sich  wie  die  entsprechenden  Seiten  des 
anderen  verhalten,  im  Gleichgewichte  (§.  29);  folglich: 

ab  .[AB]  +  bc.  [BC]  +  cd, [CD]  +  da  .  [DA]  =  0  , 
80  wie 

AB .  [ab]  4-  BC,[bc]  +  CD  .  [cd]  +  DA  .  [da]  =  0  , 

zwei  Gleichungen,  deren  jede  die  Relation  zwischen  den  Momenten 
für  irgend  vier  in  einer  Ebene  gelegene  Axen  darstellt. 

§.  95.  Folgerungen,  a)  Ist  in  dem  zweiten  Beispiele  des 
§.  94  D  der  NuUpunct  der  Ebene  des  Parallelogramms  ABCDj  so 
ist  [AD]  =  0,  [nC]  =  0,  und  die  Formel  wird : 

AB.[AB]  =  BC.[BC]  ; 

folglich  verhalten  sich  die  Momente  [AB]  und  [BC]  wie  BC  und 
ABy  d.  i.  wie  die  Abstände  der  Linien  AB  und  BC  von  D\   also: 

Von  je  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  Axefi  sind  die  Momente  den 
Abständen  der  Axen  vom  Nullpuncte  der  Ebene  proportional,  so  dass, 
wenn  man  um  den  NuUpunct  als  Mittelpunct  Kreise  in  der  Ebene  he- 
schreibt y  alle  Axen,  welche  einen  und  denselben  Kreis  berühren,  gleiche 
Momente  haben,  und  dass  für  Axen,  welche  Tangenten  verschiedener 
Kreise  sind,  die  Momente  sich  wie  die  Halbmesser  der  Kreise  ver- 
halten. 

b)  Sind  daher  AA\  BB'  (vergl.  Fig.  28)  zwei  parallele  Axen, 
und  trägt  man  auf  sie  Längen  Aa,  Bb,  welche  den  Momenten  für 
diese  Axen  proportional  sind,  so 
muss  in  der  Geraden  DD',  welche 
durch  den  Schneidepunct  D  der  Ge- 
raden AB  und  ab  parallel  mit  den 
Axen  gezogen  wird,  der  NuUpunct 
der  Ebene  der  Axen  liegen.  Denn 
die  Abstände  der  AA'  und  BB'  von 
irgend  einem  Puncte  dieser,  und  nur 
dieser  Geraden  DD'  verhalten  sich 
wie  Aa  und  Bb,  In  Bezug  a.\i{  DD', 
als  Axe,  ist  daher  das  Moment  Null,  und  für  je  zwei  mit  DD'  pa- 
rallele und  in  einer  Ebene  gelegene  Axen  sind  die  Momente  den 
Abständen  der  Axen  von  DD'  proportional.  Für  eine  dritte  mit 
AA'  und  BB'  parallele  und  mit  ihnen  in  derselben  Ebene  li^ende 
Axe  CC,  die  von  AB  in  C  und  von  ab  ia  c  geschnitten  wird,  ist 
folglich  das  Moment  proportional  mit  Cc. 

c)  Auf  ähnliche  Art,  wie  hiernach  aus  den  Momenten  für  zwei 
parallele  Axen  das  Moment  für  jede   dritte  mit  ihnen  parallele  und 
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Fig.  29. 


in  derselben  Ebene  enthaltene  Axe  gefunden  werden  kann,  lässt  sich 
auch  aus  den  Momenten  Aa^  Bb,  Cc  (vergl.  Fig.  29)  fiir  drei  pa- 
rallele und  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Axen  das  Moment  für 
jede  vierte  mit  ihnen  parallele  Axe  p  überhaupt  bestimmen.  —  Eine 

durch  Aa  und  Bb  gelegte  Ebene  und 
eine  durch  Cc  und  p  gelegte  mögen  sich  in 
der  Geraden  q  schneiden,  die  mit  den  vier 
Axen  Aa,  Bb,  Cc,  p  parallel  sein  wird. 
Sind  daher  F  und  /  die  Durchschnitte 
von  q  mit  AB  und  ab,  so  ist  Ff  das  Mo- 
ment fiir  q,  und  ebenso,  wenn  p  von  CF 
und  cf  resp.  in  G  und  g  getroffen  wird, 
Gff  das  Moment  für  p.  Es  li^  aber  G 
mit  A,  Bj  C,  und  g  mit  a,  b,  c  in  einer 
Ebene,  welches  folgende  noch  kürzere 
Regel  gibt:  Man  lege  durch  A,  B,  C 
eine  Ebene  und  eine  zweite  durch  a,  b,  c,  und  wenn  diese  Ebenen 
die  vierte  Axe  p  resp.  in  O  und  g  schneiden ,  so  ist  Gg  das  für  p 
gesuchte  Moment. 

Sind  daher  von  drei  parallelen  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen- 
den Axen  die  Momente  einander  gleich,  so  ist  auch  das  Moment 
jeder  vierten  mit  ihnen  parallelen  Axe  von  derselben  Grösse,  indem 
dann  jene  zwei  Ebenen  eine  parallele  Lage  haben.  Sind  aber  die 
drei  Momente  ungleich,  so  schneiden  sich  die  zwei  Ebenen,  und 
wenn  man  durch  ihre  Durchschnittslinie  eine  Ebene  a  parallel  mit 
den  Axen  Aa,  ...  legt,  so  ist  von  jeder  mit  Aa,  ...  parallelen  Axe 
das  Moment  dem  Abstände  der  Axe  von  a  proportional.  Alle  Axen, 
die  parallel  mit  Aa,  ...  und  in  einer  und  derselben  mit  a  parallelen 
Ebene  enthalten  sind,  haben  daher  einander  gleiche  Momente.  Jede 
in  a  selbst  fallende  und  mit  Aa,  ...  parallele  Axe  hat  ein  Moment 
gleich  Null.  Der  NuUpunct  der  Ebene  a  ist  daher  unendlich  ent- 
fernt und  liegt  nach  der  durch  die  Parallelen  Aa,  ...  bestimmten 
Richtung.  Die  Ebene  a  ist  folglich  mit  der  Hauptlinie  des  Systems 
parallel  (§.  87,  10). 


§.  96.  Zusatz.  Aus  dem  Satze  des  §.  95,  dass  die  Momente 
für  Axen,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sich  wie  die  Abstände  der  Axen 
vom  NuUpuncte  der  Ebene  verhalten,  fliesst  eine  leichte  Methode, 
um  aus  defi  Momenteri  dreier  Axen  in  einer  Ebene,  die  nicht  alle  drei 
mit  einafider  parallel  sind  oder  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  den 
Nullpunct  der  Ebene  und  damit  das  Moment  für  jede  vierte  Axe  der 
Ebene  zu  finden.    Sei  ABC  (vergl.  Fig.  30)  das  von  den  Richtungen 
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der  drei  Axen  gebildete  Dreieck,  (von  welchem  die  eine  Ecke  auch 
unendlich  entfernt  sein  kann,)  und  die  Momente  dieser  nach  BC, 
CAy  AB  gerichteten  Axen  seien/*,  g,  k.  Man  construire  ein  zwei- 
tes Dreieck  ÄBfC\  dessen  Seiten  B*C\  ...   mit  den  gleichnamigen 


Fig.  30. 

BCy  ...  des  ersteren  parallel  laufen  und  von  BC^  ...  sich  in  Ab- 
ständen befinden,  die  den  Momenten  y,  g^  h  proportional  sind.  Da 
hiemach  die  Abstände  des  Punctes  A'  von  CA  und  AB  sich  wie  g 
zu  h  verhalten,  und  in  demselben  Verhältnisse  die  Abstände  jedes 
anderen  Punctes  der  Linie  AA\  und  nur  dieser,  von  CA  und  AB 
sind,  so  muss  jenem  Satze  zufolge  der  Nullpunct  der  Ebene  in  AA', 
und  aus  ähnlichem  Grunde  auch  in  BJff  und  CC\  liegen.  Die 
drei  Geraden  AA\  BJff,  CC  schneiden  sich  daher  in  einem  Puncte 
JV,  im  Nullpuncte  der  Ebene,  und  das  Moment  für  jede  vierte  Axe 
der  Ebene  verhält  sich  z.  B.  zu  f,  wie  der  Abstand  der  vierten  Axe 
von  N  zum  Abstände  der  Axe  BC  von  N. 

Beiläufig  folgt  hieraus  der  auch  sonst  schon  bekannte  geome- 
trische Satz,  dass  bei  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Drei- 
ecken die  drei  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden  Ecken  ver- 
binden, sich  in  einem  Puncte  schneiden. 

Die  Aufgabe,  aus  den  Momenten  dreier  in  einer  Ebene  liegen- 
den Axen  das  Moment  für  irgend  eine  vierte  Axe  der  Ebene  zu 
finden,  kann  auch  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  in  §.  94,  3  ge- 
löst werden,  wie  von  selbst  einleuchtet. 

Noch  eine  Lösung  der  Aufgabe  geht  aus  der  in  §.  89,  zu  Ende 
bemerkten  Construction  hervor.  Liegen  nämlich  die  Axen,  deren 
Momente  gegeben  sind,  in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  und  ist 
D  ein  beliebiger  Punct  der  vierten  Axe,  so  erhält  man  mittelst  jener 
Construction  aus  den  Momenten  der  Axen  in  ^i^  und  AC  das  Mo- 
ment der  Axe  in  AD,  aus  den  Momenten  der  Axen  in  ^C  und 
BC  das  Moment  der  Axe  in  CD,  und  aus  den  Momenten  der  Axen 
in,  AD  und    CD  das  Moment   der  vierten  Axe   selbst.   —  Hiermit 
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ergeben  sich  zugleich  einige  geometrische  Sätze,  bei  deren  Ent- 
Wickelung  ich  mich  aber  nicht  aufhalten  will. 

§.97.  Die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Relationen  zwischen 
den  Momenten  eines  Systems  in  Bezug  auf  mehrere  Axen  &nden 
nur  dann  statt,  wenn  Kräfte  bestimmt  werden  konnten,  welche,  nach 
den  Axen  wirkend,  einander  das  Gleichgewicht  hielten.  Die  Rela- 
tionen selbst  waren  von  linearer  Form,  und  jene  Kräfte  traten  da- 
rin als  Coefficienten  der  Momente  auf.  Es  entsteht  nun  die  Frage, 
ob  nicht  auch  dann,  wenn  ein  solches  Gleichgewicht  nicht  möglich 
ist,  Relationen,  wenn  auch  von  anderer,  als  linearer  Form,  zwi- 
schen den  Momenten  sich  angeben  lassen. 

Um  dieses  zu  untersuchen,  wollen  wir  mehrere  Axen  in  solcher 
Anzahl  n,  und  in  solcher  Lage  gegen  einander  voraussetzen,  dass 
zwischen  den  auf  sie  bezogenen  Momenten  irgend  eines  Systems  von 
Kräften  stets  eine  Gleichung,  und  nur  eine,  stattfindet.  Für  ein 
System  S  seien  diese  n  Momente  gleich  3f,  3/',  3/",  ...;  für  ein 
beliebiges  andere  S'  seien  sie  gleich  31+  N,   M'  +  N\  M"  +  A^", 

Nach  der  Natur  der  Momente  werden  alsdann  für  ein  drittes 

System,  welches  aus  den  Kräften  von  S'  und  den  direct  entgegen- 
gesetzten von  S  besteht,  die  Momente  in  Bezug  auf  dieselben  n 
Axen,  gleich  N,  JV',  iNT',  ...  sein.  Besteht  daher  die  gesuchte  Glei- 
chung das  einemal  zwischen  M^  3/',  . . .  und  das  anderemal  zwischen 
M'\-Nj  M'  +  N\  ...,  so  muss  sie  auch  bestehen  zwischen  N,  N\ 
...,  d.  i.  wenn  man  für  3f ,  M\  ...  die  Incremente  setzt,  welche  diese 
Grössen  der  Gleichung  zufolge  haben  können.  Wie  die  Analysis 
lehrt,  ist  dieses  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die  Gleichung  von 
der  linearen  Form 

pM+p'M'  -f-//'3f "  +  . . .  =  0 

ist,  wo  /),  p\  p\  ...  Zahlen  vorstellen,  die  von  einem  Systeme  AS'zum 
anderen  in  constanten  Verhältnissen  zu  einander  stehen*). 


*;  In  der  That,  sind  z.  B.  drei  Veränderliche  x,  y,  z  durch  eine  Gleichung 
z=sf[Xf  y)  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung  zwischen 
ihren  Incrementen  jJxt  ^y ,  ^s- 

wo  p ,  q,  r,  8,  tf  ...  die  aus  der  Gleichung  z=sf{x,  y)  zu  bestimmenden  DifFe- 
rentialquotienten 

dz      dz      rffz         d^z        d^z 

Ji'  d^'  rf7«'  7^'  äp'  •• 

bezeichnen.  Soll  nun  zwischen  den  Incrementen  dieselbe  Gleichung,  wie  zwischen 
x,  y,  z,  stattfinden,  soll  also  dz  bloss  von  dx  und  ^y,  nicht  aber  von  x  und 
y  abhängen,   so  müssen  auch  in  jener  allgemeinen  Gleichung  der  Incremente  die 
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Um  diese  coustantcn  Verhältnisse  zu  bestimmen^  setze  man,  das 
System  S  bestehe  aus  einer  einzigen  Kraft.  Alsdann  sind  Jfcf,  M\  ... 
die  (sechsfachen)  Pyramiden,  welche  diese  eine  Kraft  S  zur  gemein- 
schaftlichen Kante  und  die  der  Längeneinheit  gleichen  n  Axen  zu 
gegenüberstehenden  Kanten  haben.  Die  Producte  pM^  p*M\  ... 
sind  folglich  Pyramiden,  die  man  erhält,  wenn  man  in  den  vorigen 
die  mit  den  Axen  zusammenfallenden  Kanten  resp.  gleich  p^  p\  ..., 
statt  gleich  1,  nimmt;  folglich  auch  die  Momente  /?,/>',  ...,  welche 
in  den  n  Axen  wirken,  in  Bezug  auf  eine  in  der  Richtung  von  S 
liegende  Axe.  Da  nun  die  Summe  dieser  Momente  für  jede  Lage 
von  *S'  Null  sein  soll,  so  müssen  die  Kräfte  /),  ;/,  ...  einander  das 
Gleichgewicht  halten. 

Sind  demnach  mehrere  Axen  in  solcher  A^izahl  n  und  in  sol- 
cher Lage  gegen  einander  vorhanden y  dass  die  Momente  3f,  M' ,  . . . 
jl^(n-«)  ßij,  ^ — I  derselbeti  nach  der  Beschaffenheit  des  Systems, 
welches  auf  sie  bezogen  toird,  alle  möglichen  Werthe  habe?i  können, 
das  Moment  Jf^'*"*)  für  die  n^^  Axe  aber  durch  jefte  n —  1  Momente 
bestimmt  wird,  so  ist  die  deshalb  zunscheti  den  ?i  Mometiten  stattfindende 
Gleichung  ton  der  linearen  Form: 

pM^p'M'  +  . . .  -Hy»»-*)  if  C-O  =  0  , 

und  Kräfte,  welche  die  Richtungen  der  n  Axen  haben  und  sich  me  die 
Coeffidenten  p,  p',  ...  /?(**"*)  verhalten,  sind  mit  einander  im  Gleich- 
gewichte. 

Sind  folglich  —  so  können  wir  hieraus  noch  schliessen  —  die 
Momente  für  irgend  n  —  1  Axen  von  einander  unabhängig,  und  las- 
sen sich  für  die  n —  1  Axen  und  eine  ?i^  keine  Kräfte  angeben, 
welche,  nach  ihnen  wirkend,  einander  das  Gleichgewicht  halten,  so 
ist  auch  das  Moment  für  die  n^  Axe  von  den  Momenten  für  die 
ji  —  1  ersteren  unabhängig. 

Dieselbe  Folgerung  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  die  Mo- 
mente für  die  w — 1  ersteren  Axen,  oder  für  einige  derselben,  von 
einander  abhängig  sind,  so  dass  zwischen  ihnen  eine  oder  auch 
etliche  Gleichungen  (a)  stattfinden.  Denn  gäbe  es  eine  Gleichung 
(ß)  zwischen   dem  n^^  Momente  und   den   übrigen,  so  könnte   man 


Coefficienten /),  q,  r,  s,  t,  ...  unabhängig  von  x  und  y,  folglich  constant  sein. 
Sind  aber  p  und  q  constant,  so  sind  alle  folgenden  r,  s,  t,  ...  Null.  Hiernach 
ist  die  Gleichung  zwischen  den  Incrementen : 

Jz^pJx  +  qJy  , 

und  damit  die  Gleichung  zwischen  x^  y,  z  selbst: 

z^px-\-qy  , 
yfO'P  und  q  constant  sind. 


138  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  98. 

aus  (ß)  mittelst  der  Gleichungen  [a)  so  viel  der  n —  l  ersteren  Mo- 
mente eliminiren,  dass  in  (ß)  ausser  dem  n^^  Momente  nur  solche 
zurückblieben,  welche  von  einander  unabhängig  wär^n,  und  es  müss-^ 
ten  dann  Kräfte,  nach  den  Axen  dieser  Momente  wirkend,  mit  der 
Kraft  in  der  n^^  Axe  im  Gleichgewichte  sein  können,  welches 
gegen  die  Voraussetzung  streitet;  überhaupt  also: 

Jenachdem  sich  für  die  Richtungen  gegebener  Axen  Kräfte,  die 
im  Gleichgetcichte  mit  einander  sind,  angeben  lassen,  oder  nicht,  ßndet 
auch  zwischen  den  Momenten  eines  Systems  in  Bezug  auf  diese  Axen 
Abhängigkeit,  oder  keine,  statt. 

§.  98.  Nach  den  Ergebnissen  des  §.  97  ist  die  Untersuchung 
über  die  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen  den  Momenten  eines 
Systems  in  Bezug  auf  gegebene  Axen  in  jedem  Falle  auf  die  Be- 
antwortung der  Frage  zurückgebracht:  Welches  muss  die  gegenseitige 
Lage  einer  gegebenen  Anzahl  gerader  Linien  sein,  wenn  Kräfte  sollen 
gefunden  werden  können,  welche,  nach  diesen  Linien  wirkend,  einander 
das  Oleichgewicht  halten? 

Wir  gehen,  um  diese  schon  an  sich  nicht  uninteressante  Frage 
zu  beantworten,  von  den  sechs  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts aus: 

fA=0,        B=0,         0=0, 
^""^  \  L  =  0  ,        M=  0  ,         N=  0  , 

wo,  wenn  P,  P',  ...  die  Kräfte  des  Systems  und  g>j  Xf  ^'i  <P'j  Xi 
\p'\  . . .  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Richtungen  von  P;  P'\  . . . 
mit  den  drei  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  machen, 
und  wenn  (x,  y,  z),  (x',  y\  z'),  ...  beliebige  in  den  Richtungen  von 
P,  P',  ...  genommene  Puncto  sind: 

A  =  ^Pco%q>  ,         J5  =  2Pcosx,         C=-SPcos?//, 
L  =  JS  P{y  cos  \p  —  z  C08x)  i        M=  2  P(z  cos  q>  —  x  cos  xf})  , 

iV  =  2  P(x  cos  X  —  y  C08  flP)  • 
Aus  dem  Früheren  wissen  wir,  dass  zwischen  z^vei  Kräften  nur 
dann  Gleichgewicht  herrschen  kann,  wenn  ihre  Richtungen  in  eine 
und  dieselbe  Gerade  fallen  (§.  4,  I),  und  zwischen  drei  Kräften  nur 
dann,  wenn  ihre  Richtungen  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen 
(vergl.  §.  85,  1)  und  sich  darin  entweder  in  einem  Puncto  schneiden 
oder  einander  parallel  sind.  Dasselbe  muss  sich  auch  aus  den  Glei- 
chungen (a)  folgern  lassen.  Doch  wollen  wir  uns  bei  den  hierzu 
nöthigen  Rechnungen  nicht  aufhalten,  sondern  sogleich  zu  dem  Falle 
übergehen,  wenn 

1)  das  System  aus  vier  Kräf(;en  besteht.   Eliminirt  man  diese  vier 
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Kräfte  aus  den  Gleichungen  (a),  so  bleiben,  weil  in  (a)  nur  die 
gegenseitigen  Verhältnisse  der  Kräfte  vorkommen,  drei  Gleichungen, 
sie  mögen  {b)  heissen,  —  zwischen  den  die  Richtungen  der  vier 
Kräfte  bestimmenden  Grössen  Xj  j/,  z,  q>,  Xi  ^i  ^\  •••  V'"  zurück. 
Diese  Gleichungen  [b)  geben  daher  für  die  gegenseitige  Lage  der  vier 
Richtungen  die  Bedingungen  an,  unter  denen  es  möglich  ist,  dass 
vier  nach  diesen  Richtungen  wirkende  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht 
halten  können. 

Nun  wird  die  Lage  einer  geraden  Linie  im  Räume  im  Allge- 
meinen durch  vier  Constanten  bestimmt,  z.  B.  die  Richtung  der 
Kraft  P  durch  die  zwei  Coordinaten  x,  y  ihres  Durchschnitts  mit 
der  Ebene  der  a?,  y,  und  durch  die  zwei  Winkel  q>  und  x>  welche 
P  mit  den  Axen  der  x  und  y  macht.  Die  Lage  einer  Geraden  ist 
daher  als  bestimmt  anzusehen,  wenn  zwischen  diesen  vier  Constanten 
vier  Gleichungen  gegeben  sind.  Zu  einer  solchen  Gleichung  führt 
unter  anderen  die  Bedingung,  dass  die  Gerade  eine  andere  gegebene 
Linie  schneiden  soll;  zu  zwei  solchen  Gleichungen  die  Bedingung, 
dass  die  Gerade  durch  einen  gegebenen  Punct  gehen,  oder  in  einer 
gegebenen  Ebene  liegen  soll. 

Bezeichnen  wir  daher  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  mit  a,  J, 
c,  d  und  nehmen  a,  &,  <?  als  willkürlich  gegeben  an,  so  haben  wir 
für  die  Bestimmung  der  vier  Constanten  von  d  die  drei  Gleichungen 
(b) ,  und  wir  können  daher  nach  Willkür  noch  eine  vierte  Gleichung 
hinzusetzen,  welche  z.  B.  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  d  eine  ge- 
gebene Gerade  /  schneiden  soll.  Dies  fuhrt  zu  der  bestimmten  Auf- 
gabe: 

Zu  drei  gegebenen  Richtungen  a,  J,  c  eine  vierte  d  zu  ßiiden^ 
welche  eine  noch  ärgere  gegebene  Gerade  l  schneidet^  dergestalt^  dnss 
sich  vier  Kräfte  angeben  lassen ^  welche,  nach  diesen  vier  Sichtungen 
tcirkend,  im  Gleichgewichte  sind, 

2)  Bestehe  das  System  aus  fünf  Kräften.  Nach  Elimination 
derselben  aus  den  sechs  Gleichungen  (a)  erhält  man  zwei  Bedin- 
gungsgleichungen (b)  zwischen  ihren  Richtungen.  Lässt  man  daher 
vier  dieser  Richtungen  gegeben  sein,  so  muss  die  fünfte  den  zwei 
Gleichungen  (b)  Genüge  leisten,  und  man  kann  daher  üur  vollstän- 
digen Bestimmung  der  vier  Constanten  der  fünften  Richtung  noch 
zwei  beliebige  andere  Gleichungen  zwischen  diesen  Constanten  hin- 
zufügen, wodurch  z.  B.  die  Bedingung  ausgedrückt  wird,  dass  die 
fünfte  Richtung  durch  einen  gegebenen  Punct  M  gehen,  oder  in 
einer  gegebenen  Ebene  jti  liegen  soll.  Hieraus  fliesst  die  bestimmte 
Au%abe: 
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Zu  vier  gegebenen  Richtungen  a ,  6 ,  c ,  d  eine  fünfte  e  zu  fin- 
den^ welche  durch  einen  gegebenen  Punct  M  geht^  oder  in  eifier  ge^ 
gebenen  Ebene  fi  etithalten  ist,  dergestalt,  dass  sich  nach  diesen  fünf 
Richtungen  toirkende  Kräfte  angeben  lassen,  welche  sich  das  Gleichge- 
wicht halten, 

3)  Hat  man  ein  System  von  sechs  Kräften,  so  geht  nach  Eli- 
mination derselben  aus  (a)  eine  einzige  Gleichung  (b)  zwischen  den 
Richtungen  hervor.  Hier  können  also  fünf  Richtungen  beliebig  ge- 
geben sein  und  für  die  sechste  drei  Bedingungen  nach  Willkür  ge- 
nommen werden,  z.  B.  dass  die  sechste  drei  gegebene  Gerade,  oder 
einen  gegebenen  Punct  und  eine  gegebene  Gerade  treffen  soll.  Man 
hat  daher  die  Aufgabe: 

Zu  fünf  gegebenen  Richtungen  a,  J,   c,   d,    e  eine  sechste  f  zu 
finden  y   welche  in  einei'  gegebenen  Ebene  n  liegt  und  darin  einen  ge- 
gebenen Punct  M  trifft,  dergestalt,   dass  sich  nach  diesen  sechs  Rich- 
tungen vnrkende  Kräfte  angeben  lassen,  welche  sich  das  Gleichgewicht 
halten, 

4)  Ist  das  System  aus  sieben  Kräften  zusammengesetzt,  so  lassen 
sich  aus  [a)  je  fünf  derselben  eliminiren,  und  man  bekommt  damit 
das  Verhältniss  je  zweier  Kräfte  zu  einander,  ausgedrückt  durch  die 
Grössen,  welche  die  Richtungen  der  sieben  Kräfte  bestimmen. 

Sind  daher  sieben  Richtungen  gegeben,  so  ist  es  im  Allgemeinen 
immer  möglich,  Kräfte  zu  findest,  welche,  nach  dieseti  Richtungen  wir- 
kend y  einander  das  Gleich getcicht  haltefi.  Die  Intensität  einer  dieser 
Kräfte  kann  nach   IViUkür  bestimmt  werden. 

Aehnlicher^veise  erhellt,  dass  im  Allgemeinen  für  acht,  neun  etc. 
gegebene  Richtungen  sich  Kräfte  im  GleichgoWchte  finden  lassen, 
und  dass  von  diesen  Kräften  resp.  zwei,  drei,  etc.  ihrer  Intensität 
nach  >rillkürlich  genommen  werden  können. 

§.  99.  Zusätze,  a)  Von  den  drei  in  §.  98  gestellten  Aufgaben 
lässt  sich  die  erste,  ohne  die  allgemeinen  Formeln  [a)  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  auch  folge ndergestalt  durch  Construction  lösen.  Zuerst  sieht 
man  leicht,  dass  jede  Gerade  x,  welche  die  drei  gegebenen  Rich- 
tungen a,  b,  c  zugleich  schneidet,  auch  die  vierte  d  schneiden 
muss.  Denn  heissen  P,  Q,  R^  S  die  nach  a,  b,  c,  d  gerichteten 
Kräfte,  so  sind  in  Bezug  auf  x,  als  Axe,  die  Momente  von  P,  Q, 
R  einzeln  Null  (§.  60),  mithin  muss  wegen  des  Gleichgewichtes 
zwischen  P,  Q,  R,  S  auch  das  Moment  von  aS'  für  x  Null  sein;  dieses 
ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn  x  der  Richtung  d  begegnet. 

Halte7i  sich  daher  vier  Kräfte  das  Gleichgemcht ,   so   trifft  jede 
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Gerade  j  welche  die  Richtungen  dreier  der  vier  Kräfte  schneidet,  auch 
die  Richtung  der  vierten. 

Es  ist  aber  bekannt,  dass,  wenn  eine  Gerade  x  so  fortbewegt 
wird,  dass  sie  drei  andere  a,  b^  c  fortwährend  schneidet,  jede  Gerade 
d,  welche  drei  verschiedenen  Lagen  A,  i,  k  der  x  begegnet,  auch 
jede  vierte  Lage  der  x  trifft,  dass  folglich  die  durch  die  Bewegung 
der  X  erzeugte  Fläche,  —  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  — 
auch  entsteht,  wenn  rf  an  ä,  «,  k  fortgeführt  wird. 

Man  ziehe  demnach  drei  Gerade  ä,  t,  k,  deren  jede  die  Rich- 
tungen, a,  b,  c  zugleich  schneidet,  und  die  Aufgabe  ist  darauf  zu- 
rückgebracht:  eine  Gerade  d  so  zu  legen,  dass  sie  die  vier  Geraden 
/*,  I,  Ä,  /  zugleich  trifft.  Dieses  ist  aber  im  Allgemeinen  entweder 
auf  doppelte  Weise,  oder  gar  nicht  möglich,  jenachdem  nämlich  das 
durch  die  Bewegung  von  x  oder  d  erzeugte  Hyperboloid  von  der 
Geraden  /  entweder  in  zwei  Puncten,  oder  gar  nicht  getroffen  wird. 
Im  ersteren  Falle  führe  man  die  Gerade  rf  an  ä,  /,  A  so  weit  fort, 
bis  sie  durch  den  einen  oder  den  anderen  Schneidepunct  geht,  und 
sie  wird  dann  die  verlangte  Lage  haben.  Im  letzteren  Falle  a6er 
ist  die  Lösung  der  Aufgabe  unmöglich. 

Nachdem  somit  die  Richtung  von  d,  wo  möglich,  bestimmt  wor- 
den, hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräf- 
ten P,  Q,  R,  S  noch  auszumitteln.  Man  lege  die  Kräfte  parallel 
mit  ihren  bekannten  Richtungen  a,  i,  c,  c^  an  einen  und  denselben 
Punct.  Weil  dadurch  das  Gleichgewicht,  das  zwischen  ihnen  be- 
stehen soll,  nicht  gestört  wird  (§.  67,  2),  so  muss  jetzt  die  Resultante 
von  P  und  Q,  welche  T  heisse,  der  Resultante  von  R  und  S  gleich 
und  direct  entgegengesetzt  sein.  Die  Richtung  von  T  ergibt  sich 
hiermit  als  der  Durchschnitt  der  Ebene,  in  welcher  P  und  Q  liegen, 
mit  der  Ebene,  in  welcher  R  und  S  sind.  Nach  §.  28,  a  kennt  man 
damit  die  Verhältnisse  zwischen  P,  Q,  T,  sowie  zwischen  -R,  5, 
—  Tj  folglich  auch  die  Verhältnisse  zwischen  P,  Qj  R,  S  selbst. 

b)  Ohne  bei  der  Lösung  der  zweiten  und  dritten  Aufgabe  zu 
verweilen,  will  ich  über  diese  Aufgaben  nur  folgende  Bemerkungen 
hinzufügen. 

Da  sich  bei  vier  gegebenen  Richtungen  a,  i,  o,  cf  zu  jedem 
Puncte  M  eine  durch  ihn  gehende  fünfte,  sowie  zu  jeder  Ebene  /u 
eine  in  ihr  liegende  fünfte  Richtung  finden  lässt,  so  wird  durch  alle 
fünften  Richtungen,  die  zu  vier  gegebenen  gefunden  werden  können, 
der  ganze  Raum  erfüllt,  jedoch  so,  dass  sich  im  Allgemeinen  keine 
zwei  derselben  schneiden,  oder,  was  dasselbe  ist,  keine  zwei  in  einer 
Ebene  liegen,  indem,  wenn  es  für  einen  Punct  zwei  durch  ihn 
gehende  fünfte  Richtungen  e  und  e^  gäbe,    auch  jede   andere  durch 
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M  gehende  und  in  der  Ebene  von  e  und  e^  liegende  Grerade  f  eine 
fünfte  Richtung  sein  könnte.  Sind  nämlich  P,  Q,  B,  S,  T  Kräfte, 
die,  nach  a,  b,  c,  d,  e  gerichtet,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und 
sind  die  nach  a,  J,  c,  rf,  e^  gerichteten  Kräfte  P^,  Q^,  i2|,  S^^  T^ 
ebenfalls  im  Gleichgewichte,  so  würden  auch  die  Kräfte  P-^-P^, 
Q-^-Q^,  22  +  Ä| ,  S  +  S^  mit  der  Resultante  der  nach  e  und  e^  ge- 
richteten Kräfte  T  und  Z\  im  Gleichgewichte  sein.  Weil  es  aber 
sowohl  bei  den  ersteren  £unf  Ejräften  P,  Q^  R,  S,  T,  als  bei  den 
fiinf  letzteren  P^ ,  Q^ ,  -B, ,  S^,  T^y  nur  auf  ihr  gegenseitiges  Verhält- 
niss  ankommt,  so  würde  man  das  noch  willkürliche  Verhältniss  von 
T  zu  T^  so  bestimmen  können,  dass  die  gedachte  Resultante  irgend 
eine  durch  M  gehende  und  in  der  Ebene  von  e  und  e^  liegende 
Richtung  /  hätte.  Hiemach  aber  hätte  die  Au^be,  ihrer  Natur 
entgegen,  unzählig  viele  Lösungen. 

Haben  die  vier  gegebenen  Richtungen  eine  solche  Lage,  dass 
sich  zwei  Gerade  m  und  n  angeben  lassen,  von  deren  jeder  jede  der 
vier  Richtungen  geschnitten  wird,  so  ist  die  einem  Puncte  M  zuge- 
hörige fünfte  Richtung  e  diejenige,  welche  durch  M,  die  m  und  n 
zugleich  schneidend,  gelegt  wird.  Denn  für  m  und  n,  als  Axen,  ist 
das  Moment  jeder  der  nach  a,  fr,  c,  d  wirkenden  Kräfte  Null.  Mit- 
hin muss  auch  das  Moment  der  nach  e  gerichteten  Kraft  in  Bezug 
auf  m  sowohl,  als  auf  n.  Null  sein. 

c)  Sind  fünf  Richtungen  a^  bj  c,  dy  e  gegeben,  so  sind  alle  da- 
raus herzuleitenden  sechsten  Richtungen  f,fi,f^t  . . . ,  welche  durch 
einen  und  denselben  Punct  M  gehen,  in  einer  Ebene  enthalten. 
Denn  gesetzt,  es  lägen  /,  /^ ,  /,  nicht  in  einer  Ebene.  Da  nun  drei 
Kräfte,  die  nach  drei  sich  in  einem  Puncte  M  schneidenden  und 
nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Richtungen  wirken,  immer  in  sol- 
chen Verhältnissen  zu  einander  genommen  werden  können,  dass  ihre 
durch  M  gehende  Resultante  irgend  eine  beliebige  Richtung  hat,  so 
würde  man  nach  ähnlichen  Schlüssen,  wie  vorhin,  von  den  fünf 
Richtungen  a,  i,  r,  dy  e  zu  allen  durch  3/ gehenden  Richtungen  über- 
haupt, also  auch  zu  allen  durch  M  gehenden  und  in  der  Ebene  /i 
enthaltenen  Richtungen,  nicht  bloss  zu  einer  derselben,  wie  es  die 
dritte  Aufgabe  fordert,  gelangen  können.  Sind  aber  die  sechsten 
Richtungen,  welche  den  Punct  M  treffen,  in  einer  Ebene  v  enthal- 
ten, so  ist  die  in  der  Au%abe  geforderte  Richtung  der  Durchschnitt 
der  Ebenen  ju  und  v. 

Auf  ähnliche  Weise  zeigt  sich,  dass  alle  aus  a,  &,  c,  (/,  e  herzu- 
leitenden sechsten  Richtungen,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene 
fi  liegen,  sich  in  einem  Puncte  N  dieser  Ebene  schneiden  müssen,  und 
dass  die  in  der  Aufgabe  verlangte  Richtung  die  Gerade  MN  ist. 
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Bei  einer  solchen  Lage  der  fünf  Bichtungen  endlich,  bei  welcher 
sie  sämmtlich  von  einer  Geraden  m  geschnitten  werden,  wird  jede 
aus  ihnen  herzuleitende  Richtung  von  m,  als  von  einer  der  Axen, 
für  welche  das  Moment  der  sechs  Ejräfte  Null  ist,  gleichfalls  ge- 
troffen. Die  in  diesem  Falle  gesuchte  sechste  Richtung  ist  daher 
die  von  M  nach  dem  Durchschnitte  von  ju  und  m  gezogene  Gerade. 


§.  100.  Dieselben  Bedingungen,  die  wir  somit  für  die  Rich- 
tungen von  Kräften  gefunden  haben,  wenn  die  Kräfte  sich  das 
Gleichgewicht  sollen  halten  können,  müssen  nun  auch  für  die  Rich- 
tungen von  Axen  stattfinden,  wenn  zwischen  den  Momenten  irgend 
eines  Systems  in  Bezug  auf  diese  Axen  eine  Relation  bestehen  soll, 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  das  Moment  für  eine  dieser  Axen  aus 
den  Momenten  für  die  übrigen  soll  hergeleitet  werden  können.  Es 
findet  daher 

1)  ztoischen  den  Momenten  eines  Systems  in  Bezug  auf  zwei  Axen 
nur  dann  eine  Relation  statte  wenn  letztere  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden liegen.  Die  zwei  Momente  sind  dann  einander  gleich  und  liaben 
einerlei  oder  entgegengesetzte  Zeichen^  jenachdem  die  Axen  einerlei  oder 
entgegengesetzte  Bichtungen  haben, 

2)  Zunschen  den  Momenten  in  Bezug  auf  drei  Axen,  von  denen 
keine  zwei  in  dieselbe  Gerade  fallen,  gibt  es  nur  dann,  und  dann 
immer  eine  Relation,  wenn  die  drei  Axen  in  einer  Ebene  liegen  und 
»ich  darin  entweder  in  einem  Puncte  schneidefi  (§.  89),  oder  einander 
parallel  sind  (§.  95,  J). 

3)  Sind  die  Momente  dreier  Axen  von  eifumder  unabhängig,  so 
kann  aus  ihnen  das  Moment  für  Jede  vierte  bestimmt  werden ,  toelche 
gegen  die  ersteren  drei  eine  solche  Lage  hat,  dass  Jede  Gerade,  toelche 
erstere  drei  schneidet,  auch  der  vierten  Axe  begegnet. 

Von  den  Momenten  dreier  Axen,  die  in  einer  Ebene  liegen, 
aber  sich  nicht  in  einem  Puncte  schneiden,  ist  daher  das  Moment 
jeder  vierten  Axe  in  der  Ebene  abhängig  (§.  96),  und  aus  den  Mo- 
menten dreier  Axen,  die  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  aber  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  kann  das  Moment  für  jede  vierte  den  Punct 
treffende  Axe  gefunden  werden  (§.  89  und  §.  91).  Wenn  keine  von 
drei  Axen  die  andere  schneidet,  so  ist  von  ihren  Momenten  das 
Moment  jeder  vierten  abhängig,  welche  zu  den  drei  ersteren  eine 
hyperboloidische  Lage  hat  (§.  99,  a). 

4)  Bei  vier  Axen,  die  rücksichtlich  der  auf  sie  bezogenen  Momente 
von  einander  unabhängig  sind,  gibt  es  für  Jeden  Punct  eine  durch  ihn 
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gehefide,  und  für  jede  Ebene  eine  in  ihr  liegende  Axe,  deren  Moment 
aus  den  Momenten  der  vier  ersteren  bestimmt  ujerdeft  kann  (§.  99,  b). 

Wird  jede  der  vier  Axen  von  denselben  zwei  Geraden  getroffen, 
so  sind  von  ihnen  alle  diejenigen,  und  keine  anderen,  abhängig, 
welche  gleichfalls  von  diesen  Geraden  geschnitten  werden. 

5)  Bei  fünf  von  einander  unabhängigen  Axen  gibt  es  für  jeden 
Pimct  eine  durch  ihn  gehende  Ebene j  und  für  jede  Ebene  einen  in  ihr 
liegenden  Punct  dergestiüt,  dass  aus  den  Momenten  für  erster e  fünf 
Axen  das  Moment  für  jede  durch  den  Punct  gehende  und  in  der  Ebene 
zugleich  enthaltene  Axe  gefunden  werden  kann  (§.  99,  c). 

Werden  die  fünf  Axen  von  einer  und  derselben  Geraden  ge- 
sshnitten,  so  sind  von  ihnen  alle  diejenigen,  und  keine  anderen,  ab- 
hängig, welche  dieser  Geraden  ebenfalls  begegnen. 

6)  Aus  den  Momenten  für  sechs  von  einander  unabhängige  Axen 
kann  das  Mometit  für  jede  siebente  gefunden  werden  (§.  9S  zu  Ende). 

§.  101.  Zusatz.  Da  die  Gleichung  zwischen  den  von  ein- 
ander abhängigen  Momenten  von  linearer  Form  ist  und  darin  kein 
von  den  Momenten  freies  Glied  vorkommt  (§.  97),  so  schliessen  wir 
noch ,  dass  wenn  von  den  n  —  l  Momenten ,  woraus  sich  ein  «**^" 
bestimmen  lässt,  jedes  gleich  Null  ist,  auch  das  ;***  gleich  Null 
sein  muss. 

Süid  also  die  Momente  für  sechs  von  einander  unabhängige  Axeti 
einzeln  gleich  Null,  so  ist  es  auch  das  Moment  j'eder  siebenten^  und  es 
herrscht  Gleichgewicht. 

Ebenso,  wie  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene 
daraus,  dass  die  Momente  des  Systems  fiir  drei  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegende  Puncte  der  Ebene  gleich  Null  waren,  die  NuUität 
des  Moments  für  jeden  anderen  Punct  der  Ebene,  und  somit  das 
Gleichgewicht  des  Systems,  sich  folgern  liess  (§.  33,  A*),  kann  also 
bei  einem  System  im  Räume  auf  die  Nullität  aller  Momente  und 
somit  auf  das  Gleichgewicht  geschlossen  werden,  wenn  man  weiss, 
dass  fiir  irgend  sechs  von  einander  unabhängige  Axen  die  Momente 
einzeln  gleich  Null  sind.  —  Dasselbe  ergibt  sich  auch  aus  dem  all- 
gemeinen Ausdrucke  für  das  Moment  eines  Systems  im  Räume  (§.  65) : 

F(L  —  gC  +  hB)+G[M—hA+fC)  +  H(N—fB  +  gA)  . 

Denn  schon  dadurch,  dass  man  denselben  für  sechs  verschiedene 
Axen,  also  für  sechs  verschiedene  Systeme  zusammengehöriger  Werthe 
von/,  g^  hj  Fj  Gj  H,  Null  setzt,  gelangt  man  zu  den  sechs  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts:  A  =  0,  ...,  N=0. 
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Wenn  femer  in  Bezug  auf  fünf  von  einander  unabhängige  Axen 
die  Momente  eines  nicht  im  Gleichgewichte  befindlichen  Systems 
einsein  gleich  Null  sind,  so  sind  es  auch  die  Momente  aller  anderen, 
von  ersteren  fiinf  abhängigen  Axen,  nicht  aber  das  Moment  einer 
Axe,  welche  von  ihnen  unabhängig  ist,  indem  sonst  nach  dem  Vor- 
hergehenden das  System  im  Gleichgewichte  wäre,  gegen  die  Voraus- 
setzung. Aus  fünf  von  einander  unabhängigen  Axen,  deren  Momente 
gleich  Null  sind,  lassen  sich  daher  alle  übrigen  Axen,  die  ein  Mo- 
ment gleich  Null  haben,  finden.  —  Eben  so,  wie  alle  durch  einen 
Punct  gehenden  Axen,  deren  Momente  Null  sind,  in  einer  Ebene 
liegen  (§.  84),  müssen  daher  auch  alle  in  einem  Puncto  zusammen- 
treffenden Axen  überhaupt,  deren  Momente  aus  den  Momenten  für 
fünf  von  einander  unabhängige  Axen  gefunden  werden  können,  in 
einer  Ebene  enthalten  sein,  u.  s.  w.  (vergl.  §.  100). 

§.  102.  Die  Bedingungen,  unter  denen  sich  für  vier,  fünf  oder 
sechs  Richtungen  Ejräfte  finden  lassen,  die  mit  einander  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  wie  die  Verhältnisse  zwischen  den  sich  das  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräften  selbst,  können  ausser  den  im  Obigen  an- 
gezeigten Verfahrungsweisen,  noch  auf  eine  andere  Art  hergeleitet 
werden,  die  sich  unmittelbar  auf  den  das  Gleichgewicht  im  Räume 
betreffenden  Hauptsatz  (§.  58)  gründet  und  wegen  der  Einfachheit, 
mit  welcher  sie  die  gesuchten  Resultate  liefert,  eine  nähere  Anzeige 
verdient.  Es  wird  hinreichen,  wenn  ich  diese  Methode  an  dem  Falle 
erlautere,  wenn  das  System  nur  aus  vier  Kräften  besteht. 

Seien  daher  P,  Q,  -R,  ä'  vier  Kjräfte,  zwischen  denen  Gleich- 
gewicht herrschen  soll.  Stellt  man  diese  Kräfte  durch  Linien  dar, 
bezeichnet  durch  x  irgend  eine  andere  Linie  von  bestimmter  Länge, 
und  drückt  durch  Pa;,  Qxy  ...  die  Pyramiden  aus,  welche  P  und  x, 
Q  und  X,  ...  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben,  so  ist  jenem 
Hauptsatze  zufolge: 

(1)  Px+Qx  +  Rx  +  Sx  =  0  , 

welches  auch  die  Lage  und  Länge  von  x  sein  mag. 

Man  nehme  nun  in  den  Richtungen  von  P,   Qj  Rj  S  Abschnitte 

P 

a,  by  c,  d  von  beliebiger  Länge,  so  ist  (§.  91,  1)  Px  =  —  -  ax  y    ... 

Ob 

WO  ax  die  durch  die  Geraden  a  und  x  bestimmte  Pyramide  vorstellt, 
und  es  wird  die  vorige  Gleichung,  wenn  man  noch  der  Kürze  willen 


P  Q  R  S 

a 

Möbim  Werke  m.  10 


<2)  -=/>,     y  =  ?,     -  =  r,     -^  =  s 
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(4) 


setzt : 

(3)  p  ,az -{- q ,bx -{-r  .cX'{-8  ,dx  =  0  . 

Man  lasse  jetzt  die  noch  unbestimmte  Gerade  x  nach  und  nach 
mit  a,  b,  c,  d  identisch  werden,  so  erhält  man,  weil  die  Pyramiden 
aa,  bb  Null  sind,  und  ab  =  ba  ist,  u.  s.  w.  (§.  72  zu  Ende): 

y  .  a  J  +  ^  •  öc  +  «  .  ad  =.0  , 
/) .  aJ +  r  .  Jc  +  Ä.  ftrf  =  0  , 
p  .  öc  +y .  Jc  +  Ä  .  cc?  =  0  , 
p  .ad-^-q.bd+r .cd  =  Q  , 

vier  Gleichungen,  welche  die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes enthalten  müssen. 

Eliminirt  man  r  und  8  das  einemal  aus  den  drei  letzten  dieser 
Gleichungen  und  das  anderemal  aus  der  ersten,  dritten  und  vierten, 
so  kommt: 

(5)  p  .  (ab  .  cd  —  ac  ,  bd  —  ad .  bc)  =  2q  .bc  ,bd  , 

(6)  2p  ,  ac  ,ad  =  q{ab  ,cd  —  ac,bd — ad.bc)  , 

und  wenn  hieraus  noch  das  Verhältniss  p :  q  eliminirt  wird : 

(7)  (ab, cd  —  ac  .  bd  —  ad  .bc)*  =  Aac  .bd  .ad  .bc  , 

welches  die  Bedingungsgleichung  für  die  gegenseitige  Lage  der  vier 
Richtungen  ist.  Nach  dem  bereits  in  §.  99  Gefundenen  kann  sie 
daher  nichts  anderes,  als  die  hyperboloidische  Lage  dieser  Rich- 
tungen ausdrücken.  Auch  lässt  sich  dies  unter  der  Voraussetzung, 
dass  es  zwei  Gerade  t  und  f  gibt,  deren  jede  jeder  der  vier  Rich- 
tungen zugleich  begegnet  (ebendas.),  folgendergestalt  leicht  darthun. 
Schneide  die  eine  dieser  Geraden  t  die  Richtungen,  in  denen 
die  Abschnitte  a.  b,  c,  d  liegen,  resp.  in  A,  B,  C^  D  (vergl.  Fig.  31), 

und  die  andere  Gerade  f  resp.  in 
A'j  B\  C,  2>'.  Man  nehme  ferner 
die  noch  unbestimmt  gelassenen  Ab- 
schnitte ay  by  Cy  d  resp.  gleich  AA\ 
BB\  CCy  DD\  Hiermit  werden 
die  Pyramiden 

ab  =  AA'BB'  =  —  AB  AB  , 
bc  =  —  BCBC  , 

etc.     Nach  §.  59,  Zusatz  ist  aber  das 
Sechsfache  der  Pyramide  AB  ÄS  gleich 

A  A  .  AB* .  2/  sin  qp  , 

wo   u  den  kürzesten  Abstand  der    beiden   Geraden  AB   und   ÄS ^ 
oder  t  und   /',  von   einander,  und   q>   den  Winkel  von  (  mit  t  be- 


/:_ 


Fig.  31. 
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zeichnet.  Die  Pyramiden  «4,  Je,  ...  werden  daher  proportional  den 
Produeten  AA  .  A'B\  BC ,VC\  ...  Substituirt  man  diese  Verhält- 
nisswerthe  in  der  Gleichung  (7)  und  setzt  noch  zur  Abkürzung: 

AB  .CD   =/  ,       AC  .BD  =g  ,      AD  ,BC  =h  , 
AB.  CD'  =f  ,      ÄC\  ffU  =  ^  ,      ÄD\  BC  =  h'  , 

80  wird  die  Gleichung: 

Weil  aber  ^,   5,    C,  D  und  ebenso   A\   B,   C",   D'  in    einer 
Geraden  liegen,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(«)  /=?-Ä,        f'=g'-h'  . 

Hiermit  reducirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

also: 

(ft)  g.h=g'',h\ 

d.  i. 

AC    AD       ÄC    AD' 


w 


BC  BD~  BC    BD'  ' 


d.  h.  das  Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Linie  AB  das  einemal  in  C  und  das  anderemal  in  D  geschnitten 
wird,  ist  dem  eben  so  durch  die  Puncto  A ^  B ^  C",  B  bestimmten 
Verhältnisse  gleich.  Wie  bekannt,  ist  dies  aber  das  charakteristische 
Merkmal,  bei  welchem  ausser  t  und  (  auch  jede  dritte  Gerade, 
welche  dreien  der  vier  Geraden  AA^  BB,  (7(7,  DD'  begegnet, 
zugleich  die  vierte  trifft*). 

Mittelst  der  Abschnitte  ^£,  BC,  ...  AB^  B'C,  ...  lassen  sich 
auch  die  Verhältnisse  zwischen  den  in  Betracht  kommenden  Kräften 
sehr  einfach  darstellen.     Setzt  man  nämlich  noch 

BC.BD  =  i  ,        B'C'.B'D'=i'  , 

so  geht  die  Gleichung  (5)  über  in: 

und  wenn  man  darin  fix  f^f,  h  aus  (a)  und  (b)  ihre  Werthe  setzt: 

—pgh'  =  qii'  , 
folglich 

p  :  q  =  —BC.  B'B.AC.AD'  , 


*)  Vergl.  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometri- 
scher Gestalten  von  einander,  art.  51. 

10* 
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d.  i. 

P        Q  BC   AD'  BD   A'C 


AA'    BE  A  C   BD'  AD   BC 

nach  [c)^  woraus  durch  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben  sich 
die  Verhältnisse  zwischen  je  zwei  der  übrigen  Kräfte  ergeben. 

Zugleich  folgt  hieraus,  dass,  wenn  die  Puncte  Ay  B,  Cj  D  in 
der  genannten  Ordnung  in  der  Geraden  t  auf  einander  folgen,  und 
mithin  auch  A'j  5',  C,  D'  die  Folge  der  Puncte  in  der  Geraden 
f  ist,  und  wenn  P  nach  der  Richtung  AA'  wirkt,  Q  die  Richtung 
—  BB'f  d.  i.  B'B,  hat  Auf  eben  die  Weise  zeigt  sich,  dass  unter 
denselben  Voraussetzungen  CC  die  Richtung  von  R  und  BD  die 
Richtung  von  S  ist. 

§.  103.  Zusätze,  a)  Nicht  je  drei  Kräfte  können  auf  eine 
einzige  Kraft  reflucirt  werden,  also  auch  nicht  mit  einer  einzigen 
Kraft  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden.  Sind  daher  von  den  Rich- 
tungen der  vier  Kjräfte  P,  Q,  Ä,  S,  welche  im  Gleichgewichte  sein 
sollen,  irgend  drei,  z.  B.  die  von  P,  Q,  By  willkürlich  gegeben,  so 
können  nicht  auch  P,  Q,  22  selbst  nach  Belieben  genommen  wer- 
den, und  es  muss  folglich  zwischen  P,  Qj  B  und  den  Grössen, 
welche  die  gegenseitige  Lage  der  Richtungen  dieser  drei  Kräfte  be- 
stimmen, eine  Relation  stattfinden.  Diese  Relation  ergibt  sich  eben- 
falls ganz  leicht  aus  den  vier  Gleichungen  (4).  Denn  multiplicirt 
man  sie  der  Reihe  nach  mit  />,  ?,  r,  «  und  zieht  hierauf  von  der 
Summe  der  drei  ersten  die  vierte  ab,  so  kommt: 

p  ,q  .ab  -|-/>  .r  ,ac'\'q  ,r  ,bc  =  Q  , 

und  mit  Zuziehung  von  (2): 

P.Q       ^   ,   P.R       .,QB     .  . 

a  .  0  a  .  c  0  ,  c 

welches  die  gesuchte  Gleichung  ist.    Sie  drückt  aus,  dass  die  Summe 
der  drei  Pyramiden,    welche   P  und   Q,   P  und  Ä,    Q  und  B  zu 

P 

gegenüberliegenden  Seiten  haben.  Null  ist.    Denn  so  wie  —  •  a  ft  die 

Pyramide    darstellt,    deren    gegenüberliegende    Seiten    die    Linie  P, 

P    Q 
welche  in  a  fällt,   und  b  sind,   so   drückt  — "T  *  ^*  ^®  Pyramide 

aus,  die  zu  gegenüberliegenden  Seiten  zwei  Linien  hat,  welche  in  a 
und  b  fallen,  und  deren  Längen  resp.  P  und  Q  sind,  u.  s.  w. 

b)  Auf  eine  andere  Weise,  als  vorhin  geschah,  lassen  sich  die 
Verhältnisse  zwischen  den  vier  Kräften  folgendergestalt  darstellen. 
Man  multiplicire   wiederum  die  Gleichungen  (4)   in  ihrer  Folge  mit 
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p,  g,  r,  8  und  siehe  dann  Ton  der  Summe  je  zweier  die  Summe  der 
beiden  anderen  ab;  dies  gibt: 

p  ,  q ,  ab  =  r ,  8  ,  cd  , 

p  ,r  .ac  =^  q  ,8  ,bd  ^ 

p  .  8  ,  ad  =  q  .r.bc  *), 

und  wenn  man  je  zwei  dieser  drei  Gleichungen  mit  einander  mul- 
tiplicirt: 

p*  ,  ac  .  ad  =  q*  .  bc  .  bd  , 

p'^ .  ab ,  ad  =  r^ .  bc  ,  cd  , 

p'^ ,  ab  .  ac  =  8*  ,  bd ,  cd  , 
folglich 

p : q :r : 8  = 

=  +  Vbc  .  bd.  cd:  —  Vac  .ad  .cd:  -^YäbTödTbd :  — YabTäcTbc  , 

wo  nur  noch  — ,  -r-,   ...   für  />,  y,  ...   zu  setzen   sind,   und  wo  die 

Vorzeichen  so  gewählt  sind,  wie  sie  stattfinden  müssen,  wenn  a,  i, 
c  y  d  die  Ordnung  ist,  in  welcher  diese  Linien  von  einer  sie  alle  zu- 
gleich schneidenden  Geraden  getroffen  werden. 

Substituirt  man  diese  Verhältnisswerthe  von  />,  y,  ...  in  einer 
der  Gleichungen  (4),  so  ergibt  sich: 

Vab.cd  —  yac.bd+yad,bc  =  Q  , 

welches  die  Bedingungsgleichung  für  die  hyperboloidische  Lage  der 
vier  Geraden  a,  i,  e,  d  ist,  die,  wenn  sie  rational  gemacht  wird, 
mit  der  bereits  erhaltenen  (7),  wie  gehörig,  zusammenfällt. 

c)  Durch  Substitution  derselben  Werthe  von  p,  j,  r,  «  in  (3) 
erhält  man  nachstehenden  geometrischen  Satz: 

Si»d  a,  b,  Cy  d  vier  Gerade  von  beliebigen  Längen  und  80  ge^ 
legen,  daas  Jede  andere  Gerade,  welche  drei  dereelben  echneidet,  auch 
die  vierte  trifft,  so  findet  zwischen  den  Pyramiden  ax,  bx,  ex,  dx, 
welche  eine  beliebige  fünfte  Gerade  x  zur  gemeinschaftlichen  Kante 
und  a,  b,  c,  d  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben,  immer  eine  lineare 
Relation  statt.     Es  ist  nämlich: 


Vbc  .  bd  .cd .  ax  —  Vac  .  ad.cd.bx-{-yab.ad.bd.cx 

—  Vab  .ac.bc.  dx  =  0  . 


*;  Nach  dem  vorhin  Bemerkten  sind  diese  drei  Gleichungen  identisch  mit: 
PQ^  RS,  PR  '^QS,  PS^QR,  und  stellen  daher  den  schon  in  §.  72,  c  ge- 
fundenen, Ton  Chasles  entdeckten  Satz  dar.  Auch  ist  die  Schlussfolge,  durch 
welche  wir  gegenwärtig  lu  diesem  Satze  gelangt  sind,  Ton  der  dortigen  nicht 
wesentlich  Tersehieden. 
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d)  Heissen  Ky  L,  Jf,  N  die  Momente  irgend  eines  Systems  in 
Bezug  auf  vier  Axen,  welche  resp.  in  die  hyperboloidisch  gelegenen 
Linien  a,  b,  c,  d  fallen,  so  bekommt  i^an  die  Relation  zwischen 
diesen  Momenten,  wenn  man  in  letzterer  Gleichung  für  ax^  bXj  cz, 
dx  resp.  a .  iT,  h  .  L,  c  .  Jf ,  d .  N  setzt. 


Siebentes  Kapitel. 

Von  den  Mittelpuncten  der  Kräfte. 


§.  104.  Bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Systeme  von 
Kräften,  die  auf  einen  frei  beweglichen  festen  Körper  wirken,  zogen 
wir  bloss  die  Intensitäten  und  die  Richtungen  der  Ejräfte  in  Be- 
tracht, Hessen  aber  die  Angriffspuncte ,  oder  die  Puncte  der  Rich- 
tungen, auf  welche  die  Kräfte  zunächst  ihre  Wirkung  äusserten, 
unberücksichtigt,  indem  nach  §.  14,  a  eine  Kraft  ohne  Aenderung 
ihrer  Wirkung  auf  jeden  Punct  ihrer  Richtung  verlegt  werden 
konnte.  In  den  noch  folgenden  Kapiteln  dieses  ersten  Theils  der 
Statik  werden  aber  die  Angriffspuncte  der  Ejräfte  stets  mit  in  Rück- 
sicht genommen  werden.  Wir  werden  uns  nämlich  vorstellen,  dass 
die  Lage  des  frei  beweglichen  festen  Körpers,  oder,  was  dasselbe 
ist:  die  Lage  des  frei  beweglichen  Systems  der  in  unveränderlichen 
Entfernungen  von  einander  stehenden  Angriffspuncte,  auf  irgend  eine 
Weise  geändert  werde,  während  die  Kräfte  mit  unveränderter  Inten- 
sität und  nach  Richtungen,  die  ihren  anfänglichen  parallel  sind,  auf 
die  Angriffspuncte  zu  wirken  fortfahren.  Wir  werden  sodann  unter- 
suchen, ob  und  inwiefern  durch  diese  Aenderung  der  Lage  des 
Körpers  die  Wirkung  der  Kräfte  sich  ändert. 

Haben  die  Kräfte  anfänglich  eine  einfache  Resultante,  und 
findet  es  sich,  dass  bei  jeder  beliebigen  Aenderung  der  Lage  des 
Körpers  die  auf  die  anfänglichen  Angriffspuncte  parallel  mit  ihren 
anfänglichen  Richtungen  fortwirkenden  Kräfte  sich  immer  auf  eine 
einfache  Kraft  reduciren  lassen,  und  dass  die  Richtung  dieser  Re- 
sultante fortwährend  einem  und  demselben  Puncte  des  Körpers, 
oder   allgemeiner:   einem  Puncte,   welcher  gegen  die  Angriffspuncte 
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eine  unveränderliche  Lage  hat,  begegnet,  so  soll  dieser  Punct  der 
Mittelpunct  der  Kräfte  heisseu.  Bringt  man  an  ihm  eine  der 
Resultante  gleiche  aber  entgegengesetzte  Kraft  an,  so  erfolgt  Gleich- 
gewicht, das  auch  bei  beliebiger  Veränderung  der  Lage  des  Körpers 
fortdauern  wird.  Ebenso  wird  Gleichgewicht  entstehen,  wenn  man 
den  Mittelpunct  unbeweglich  macht,  so  dass  der  Körper  nur  noch 
um  diesen  Punct  gedreht  werden  kann,  indem  eine  auf  einen  unbe- 
weglichen Punct  eines  Körpers  gerichtete  Kjraft  offenbar  keine  Be- 
wegung erzeugen  kann. 


I.  Von  dem  Mittelpnncte  paralleler  Kräfte. 

§.  105.    Auf  zwei  Puncte  A  und  B  eines  Körpers  (vergl.  Fig.  32) 
wirken   zwei   parallele    Kräfte   P  und    Q,    welche    kein    Paar    aus- 
machen  und  daher  eine  mit  ihrer  Rich- 
tung gleichfalls  parallele  Resultante 

haben.     Man  theile  die  Gerade  AB  in  H 
nach  dem  Verhältnisse 

AH:HB=Q:P  , 

wobei  H  zwischen  oder  ausserhalb  A  und 

B  fällt,  jenachdem  P  und  Q  einerlei  oder 

verschiedene  Zeichen,   d.  h.  einerlei  oder 

entgegengesetzte    Richtung    haben.       Die  Fig.  .12. 

Resultante  X  trifft  alsdann  den  Punct  H 

des  Körpers  (§.  26,  a),   welches  auch  der  Winkel  ist,  den  die  Kräfte 

P  und  Q  mit  der  Geraden  AB  bilden,   wie  folglich  auch  die  Lage 

des  Körpers  geändert  werden  mag,   wenn   nur  die  Kräfte  P  und  Q 

parallel  mit  einander   die  Puncte  A  und  B  des  Körpers  zu  treffen 

fortfahren;   H  ist  folglich  der  Mittelpunct  der  parallelen   Kräfte  P 

und  Q,  und  wir  folgern  daraus: 

Zwei  parallele  Kräfte,  die  kein  Paar  bilden,  haben  einen  Mittel- 
punct. Er  liegt  mit  den  Angriffspuncten  der  beiden  Kräfte  in  einer 
Geraden  and  seine  Abstände  vo7i  den  Angriffspuncten  verhalten  sich 
timgekehrt  vne  die  den  letzteren  zugehörigen  Kräfte. 

Kommt  zu  den  zwei  Kräften  P,  Q  eine  dritte  ihnen  parallele 
Kraft  R  hinzu,  deren  Angriffspunct  C  ist  (vergl.  wieder  Fig.  32) ,  und 
ist  H,  wie  vorhin,  der  Mittelpunct  der  beiden  ersteren,  so  sind  alle 
drei  Ejräfte  gleichwirkend  mit  den  zwei  auf  H  und  C  gerichteten  X, 
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gleich  P+  Q,  und  R,  folglich  gleich  wirkend  mit  der  einzigen  auf 
/  gerichteten  Kraft  X  +  R  =  P+Q  +  Ity  wenn  HC  in  /  nach 
dem  Verhältnisse 

HI:IC=B:P+Q 

getheilt  wird.  Der  Punct  /  der  Ebene  ABCj  dessen  Lage  gegen 
A,  B,  C  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  dieser  Puncte  und  von 
den  Verhältnissen  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  P,  Q,  B 
abhängt,  ist  daher  der  Mittelpunct  dieser  Ejräft;e. 

Hat  man  vier  parallele  Kräfte  P,  Q,  -R,  Sj  welche  auf  die 
Puncte  Aj  5,  C,  D  eines  Körpers  wirken  (vergl.  noch  einmal  Fig.  32), 
so  bestimme  man  wie  vorhin  den  Mittelpunct  /  der  drei  Kräfte  P, 
Q,  Ä,  und  schneide  die  Gerade  /D,  welche  ihn  mit  dem  Angriffs- 
puncte  D  der  vierten  S  verbindet,  in  K  nach  dem  Verhältnisse 

IK:KD  =  S:P+Q  +  R  . 

Eine  durch  K parallel  mit  P,  . . .  gelegte  Kraft  gleich  P+  Q  +  B  +  S 
ist  dann  immer  die  Resultante  der  vier  Kräfte,  K  selbst  folglich  ihr 
Mittelpunct. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  auch  bei  einem  Systeme  von  £unf 
und  mehreren  Kräften  zu  Werke  gehen  und  daher  allgemein 
schliessen : 

Bei  einem  Systeme  paralleler  Kräfte,  die  auf  bestimmte  Puticte 
eines  festen  Körpers  toirken  und  eine  einfache  Besultante  hohen ,  gibt 
es  einen  Punct,  der  gegen  die  Angriffspuncte  eine  bestimmte  Lage  hat, 
und  welchen  die  Besultante  immer  trifft,  wie  auch  die  Lage  des  Kör- 
pers gegen  die  Kräfte  geändert  werden  mag  ^  —  den  Mittelpufwt  der 
parallelen  Kräfte, 

§.  106.  Zusätze  und  Folgerungen,  a)  Ebenso,  wie  der 
Mittelpunct  zweier  parallelen  Kräfte  mit  ihren  Angriffspuncten  in 
gerader  Linie  liegt,  so  ist  auch,  wenn  die  Angriffspuncte  dreier  oder 
mehrerer  parallelen  Kräfte  in  einer  Geraden  sind,  der  Mittelpunct 
der  Kräfte  immer  in  dieser  Geraden  enthalten.  Gleicherweise  ist 
von  vier  oder  mehreren  parallelen  Kjräften,  deren  Angriffspuncte  in 
eine  Ebene  fallen,  der  Mittelpunct  in  derselben  Ebene  befindlich. 

b)  Die  Folge,  in  welcher  man  die  Kräfte  zur  Bestimmung  ihres 
Mittelpunctes  nach  und  nach  berücksichtigt,  ist  willkürlich.  Denn 
könnte  bei  einer  anderen  Folge  ein  anderer  Mittelpunct  gefunden 
werden,  so  müsste  bei  jeder  Lageänderung  des  Körpers  die  den 
Kräften  stets  parallele  und  den  einen  Mittelpunct  treffende  Resul- 
tante immer  auch  dem  anderen  begegnen,  welches  nicht  möglich  ist. 

Statt  daher   bei  drei  parallelen  Kräften  P,    Q,   Ä,   welche   auf 
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die  Puncte  A,  B,  C  wirken,  zuerst  die  Linie  AB  in  H  nach  dem 
Verhältnisse 

AH:HB=  Q:P 

zu  theilen,  kann  man  auch  damit  anfangen,  dass  man  den  in  BC 
liegenden  Mittelkunct  F  der  Kräfte  Q  und  JR  durch  die  Proportion 

BF:FC=R:Q 

bestimmt.  Der  Punct  der  Linie  AF,  welcher  sie  in  dem  Verhält- 
nisse B+  Q:  P  theilt,  muss  dann  ebenfalls  der  Mittclpunct  /  aller 
drei  Kräfte  sein.  Die  Linien  AF  und  CH  werden  sich  daher  in  / 
schneiden,  und  wenn  man  noch  CA  in  O  nach  dem  Verhältnisse 

CG:GA  =  P:B 

theilt;  so  wird  die  Gerade  OB  gleichfalls  durch  /  gehen. 

Auf  gleiche  Art  erhellt,  dass,  wenn  man  bei  vier  parallelen 
Kräften  jede  der  sechs  Kanten  ABj  BC,  ...  der  Pyramide  ABCD, 
von  welcher  die  Angriffspuncte  der  Kräfte  die  Ecken  sind,  in  dem 
umgekehrten  Verhaltnisse  der  auf  die  Enden  der  Kante  wirkenden 
Kräfte  resp.  in  Ä",  JP,  . . .  theilt,  jede  der  sechs  durch  eine  Kante 
und  den  in  der  gegenüberliegenden  Kante  befindlichen  Theilpunct 
gelegten  Ebenen,  wie  CDH,  ADF,  etc.  den  Mittelpunct  K  der  vier 
Kräfte  enthält,  und  dass  sich  daher  alle  sechs  Ebenen  in  diesem 
Puncte  schneiden. 

c)   Es  verhalten  sich 

P:Q  =  HB:AH 
also  wie  die  Dreiecke 

HBC.  AHC  =  HBI:  AHI  , 

folglich  wie 

d.  i. 

und  ebenso 

Q:R  =  ICA:IAB  , 
d.  h.: 

Der  Mittelpunct  dreier  paralleler  Kräfte  liegt  in  der  Ebene  der 
Anffrifiipuncte  so,  dass  jedes  der  drei  Dreiecke^  welche  der  Mittelpunct 
mit  zwei  Angriffspuncten  bildet,  der  auf  den  dritten  Angriffsptmct 
wirkenden  Kraft  proportional  ist. 

Bei  den  vier  parallelen  Kräften  P,  ...,  S  verhalten  sich 

P.Q.R 

wie  die  Dreiecke 

IBCICAIAB  . 


HBC— HBI:  AHC— AHI  , 


P:Q  =  IBC:ICA  , 
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wie  die  Pyramiden 

IDBCIDCA.IDAB 

oder  wie  die  Pyramiden 

IKBCIKCA.IKAB  , 

folglich  wie 

IDBC—IKBCIDCA  —  IKCA.IDAB  —  IKAB  , 

d.  i.  wie 

KDBCKDGA.KDAB  , 
und  ebenso 

Q:  R :  S  =  KACD  :  KADB  .  KABC  , 

folglich 

P:Q:B:S  =  KBCD:  —  KCDA  :  KDA  B  :  —  KAB  C 

yergl.  §.  63,  1),  d.  h.: 

Bei  einem  Systeme  van  vier  parallelen  Kräften  ist  Jede  Kraft  ^ 
abgesehen  vom  Zeichen^  der  Pyramide  proportional^  toelche  der  Mittel- 
punct  des  Systems  mit  den  Angriffspuncten  der  drei  Übrigen  Kräfte 
bildet. 

Uebrigeus  ist  die  Resultante  der  vorigen  drei  Kräfte  dem  Drei- 
ecke ABCj  und  die  Resultante  dieser  vier  Kräfte  der  Pyramide 
ABCDy  aus  den  Angriffspuncten  selbst  gebildet,  proportional. 

d)  Sind  die  Kräfte  P,  Q,  R,  S  einander  gleich  und  von  einerlei, 
nicht  entgegengesetzter  Richtung,  so  ist  vermöge  der  Proportionen 
in  §.  105: 

BH=HA,        CI=1,IH,        DK=^Z,KI, 

also  auch 

CH=^,IH      und      I)I=i.KI, 

woraus  wir  die  Folgerungen  ziehen: 

Der  Mittelpunct  zweier  einander  gleicher  und  parallele^'  Kräfte 
ist  der  Mittelpunct  der  ihre  Angriffspuncte  verbittenden  Linie, 

Von  drei  einander  gleichen  und  parallelen  Kräften  liegt  der  Mittel- 
punct in  dem  Dreieck  ihrer  Angriffspuncte  so,  dass  er  von  Jeder  Seite 
des  Dreiecks,  diese  Seite  als  Basis  genommen,  um  den  dritten  Theil 
der  Höhe  entfernt  ist. 

Bei  vier  sich  gleichen  und  parallelen  Kräften  ist  der  Mittelpunct 
von  Jeder  Seitenfläche  der  Pyramide  der  Angriffspuncte,  wenn  man 
diese  Fläche  als  Basis  betrachtet,  um  den  vierten  Theil  der  Höhe  der 
Pyramide  entfernt. 

Unter  derselben  Voraussetzung,  dass  P  =  Q  =  R  =  S  ist,  geben 
die  in  c)  erhaltenen  Proportionen  folgenden  Satz: 

Ebenso,   me  der  Mittelpunct  zweier  sich  gleicher  und  paralleler 
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Kräfte  die  Linie  zwischen  ihren  Angriffspuncten  halbirt^  so  wird  durch 
den  Mittelpunct  von  drei  solchen  Kräften  d<xs  Dreieck  der  Angriffs- 
puncte  in  drei  einander  gleiche  Dreiecke,  und  durch  den  Mittelpunct 
von  vier  solchen  Kräften  die  Pyramide  der  Angriffspuncte  in  vier 
gleiche  Pyramiden  getheilt. 

e)  Die  in  §.  105  gegebene  Methode,  um  den  Mittelpunct  eines 
Systems  paralleler  Kräfte  zu  finden,  lässt  sich  auch  so  abändern, 
dass  man  zuerst  das  System  in  zwei  oder  mehrere  Systeme  zerlegt 
und  von  jedem  dieser  Systeme  besonders  die  Resultante  und  den 
Mittelpunct  bestimmt.  Die  Kräfte  des  ganzen  Systems  sind  alsdann, 
auch  bei  jeder  beliebigen  Ortsveränderung  des  Körpers,  gleichwirkend 
mit  diesen  ebenfalls  einander  parallelen  Resultanten,  welche  die  ge- 
fundenen Mittelpuncte  resp.  zu  Angriffspuncten  haben;  und  man 
wird  daher  den  Mittelpunct  des  ganzen  Systems  erhalten,  wenn  man 
von  den  Resultanten  der  einzelnen  Systeme  und  ihren  Mittelpuncten, 
als  Angriffspuncten,  den  Mittelpunct  sucht. 

So  kann  z.  B.  von  vier  einander  gleichen  und  parallelen,  auf 
A,  B,  C,  D  wirkenden  Kräften  P,  Q,  R,  S  (vergl.  Fig.  32  auf  p.  151) 
der  Mittelpunct  Ä'auch  so  gefunden  werden,  dass  man  zuerst  die  Linien 
AB  und  CD  in  ff  und  L  halbirt,  worauf  jfiT  der  Mittelpunct  der  Linie 
HL  sein  wird.  Denn  H  und  L  sind  die  den  Resultanten  von  P,  Q 
und  Rj  S  zugehörigen  Mittelpuncte,  mithin  u.  s.  w.  Es  folgt  hier- 
aus noch,  dass  die  drei  Geraden,  welche  die  Mittelpuncte  je  zweier 
gegenüberstehender  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide  verbinden, 
sich  in  einem  Puncte  schneiden  und  daselbst  einander  halbiren. 

§.  107.  Bei  den  im  Vorhergehenden  betrachteten  Systemen 
paralleler  Kräfte  ist  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  die  Kräfte 
eine  Resultante  haben,  und  folglich  ihre  Summe  nicht  gleich  Null 
ist.  Sei  jetzt  die  Summe  der  Kräfte  gleich  Null.  Man  zerlege 
das  System  in  zwei  Gruppen,  bei  deren  keiner  die  Summe  der  zu- 
gehörigen Kräfte  gleich  Null,  und  was,  wenn  das  System  aus  mehr 
als  zwei  Kräften  besteht,  immer  auf  mehrfache  Art  möglich  ist.  Die 
Summe  der  Kräfte  der  einen  Gruppe  sei  gleich  X,  also  die  der 
anderen  gleich  —  X;  von  der  ersteren  Gruppe  sei  M,  von  der  letz- 
teren N  der  Mittelpunct.  Alsdann  ist  fiir  jede  Lage  des  Körpers 
das  System  der  Kräfte  gleichwirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Kräfte 
X  und  —  X  die  Angriffspuncte  M  und  N  haben.  Das  Moment 
dieses  Paares  ist  dem  Product  aus  X  in  den  Abstand  des  einen  der 
beiden  Puncte  M  und  N  von  einer  durch  den  anderen  mit  den 
Kräften  gelegten  Parallele  gleich,  also  von  einer  Lage  des  Körpers 
zur  anderen  veränderlich.     Bei  einer  solchen  Lage,   wo   die  Gerade, 
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welche  M  mit  N  Terbindet,  parallel  mit  den  Kräften  wird,  —  und 
solcher  Lagen  gibt  es  zwei,  einander  gerade  entgegengesetzte,  —  ist 
das  Moment  des  Paares  gleich  Null,  und  es  herrscht  Gleichgewicht; 
und  wie  man  dann  auch  das  System  in  zwei  Grruppen  zertheilt,  wird 
immer  der  Mittelpunct  der  einen  mit  dem  der  anderen,  also  auch 
der  Angrifispunct  jeder  einzelnen  Kraft  mit  dem  Mittelpuncte  der 
jedesmal  übrigen,  in  einer  mit  den  Kräft;en  parallelen  Greraden 
liegen. 

Finden  sich  die  beiden  Mittelpuncte  M  und  N  identisch,  so 
sind  bei  jeder  Lage  des  Körpers  die  Kraft«  im  Gleichgewicht.  Es 
muss  folglich  auch  bei  jeder  anderen  Zerlegung  eines  solchen  Systems 
in  zwei  Grruppen  der  Mittelpunct  der  einen  Gruppe  mit  dem  der 
anderen  zusammenfiedlen ,  so  wie  der  Angriffspunct  jeder  einzelnen 
Kraft  der  Mittelpunct  der  jedesmal  übrigen  sein.  Um  ein  System 
dieser  Art  zu  erhalten,  darf  man  nur  zu  einem  Systeme  paralleler 
Kräfte,  welches  einen  Mittelpunct  hat,  eine  neue  der  Resultante  des 
Systems  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  hinzufügen. 

§.  108.  Alle  die  bisher  auf  synthetischem  Wege  erhaltenen 
Resultate  lassen  sich  auch  sehr  leicht  analytisch  herleiten.  Seien 
von  den  Kräften  P,  P\  ...,  auf  ein  System  dreier  Coordinatenaxen 
bezogen,  die  Angriffspuncte  resp.  (z,  y,  z),  (z\  y\  z'),  etc.;  (^4,  y,,  ^J 
irgend  ein  Punct  der  Resultante,  und  a,  b,  c  die  Projectionen  einer 
mit  den  Kräften  parallel  laufenden  Linie  auf  die  drei  Axen.  Als- 
dann sind,  wenn  man  noch 

W  -^^^  =  S  .        -^  =  V  >        -an- 


setzt, 

(2) 


2P  '  2P  *         2P 

^jr_£i  =  i  —  Vi  =  ^  — ^1 

a  ö  c 


die  Gleichungen  der  Resultante  (§.  73). 

Die  Resultante  trifil  daher  den  Punct,  dessen  Coordinaten  ^,  t^y 
t  sind;  und  da  vermöge  (1)  diese  Coordinaten  bloss  von  den  Inten- 
sitäten der  Kräfte  und  den  Coordinaten  der  Angriffspuncte,  nicht 
aber  von  a,  &,  c,  abhängen,  so  geht  bei  unveränderlich  bleibenden 
Intensitäten  und  Angriffspuncten  die  Resultante  immer  durch  den- 
selben Punct,  wie  auch  die  gegenseitige  Lage  des  Systems  der  An- 
griffspuncte und  der  Richtungen  der  parallelen  Kräfte  sich  ändern 
^nag;   (f,  T],  K)  ist  folglich  der  Mittelpunct  der  Kräfte. 

§.  109.  Folgerungen,  a)  Aus  den  Formeln  (1)  fliesst  noch 
eine   sehr  einfache  Methode  zur  Bestimmung  des  Mittelpuncts.     Es 
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wird  nämlich  nach  ihnen  der  Abstand  des  Mittelpuncts  von  einer 
beliebig  gelegten  Ebene  gefunden,  wenn  man  die  Kräfte  in  die  Ab- 
stände ihrer  resp.  Angriffspuncte  von  dieser  Ebene  multiplicirt  und 
die  Summe  dieser  Producte  durch  die  Summe  der  Kräfte  dividirt^ 
Hat  man  auf  diese  Weise  die  Abstände  des  Mittelpuncts  von  drei 
sich  in  einem  Puncte  schneidenden  Ebenen  bestimmt,  so  ist  damit 
der  &tittelpunct  selbst  gefunden. 

b)  Die  Summe  der  Producte  aus  den  Kräften  in  die  Abstände 
ihrer  Angriffspuncte  von  irgend  einer  durch  den  Mittelpunct  selbst 
gelegten  Ebene  ist  daher  immer  gleich  Null. 

c)  Sind  die  Kräfte  insgesammt  einander  gleich  und  nach  einerlei 
Seite  gerichtet,  so  ist  der  Abstand  ihres  Mittelpuncts  von  einer  be- 
liebigen Ebene  gleich  der  Summe  der  Abstände  ihrer  Angriffspuncte 
von  derselben  Ebene,  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Kräfte,  also 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  letzterer  Abstände. 

d)  Liegen  die  Angriffspuncte  sämmtlicher  Kräfte  P,  P\  ...  in 
einer  Ebene  und  nimmt  man  dieselbe  zur  Ebene  der  :r,  y,  so  sind 
Zj  z',  ...  gleich  NuU,  folglich  auch  2zP  und  C  gleich  Null,  also 
der  Mittelpunct  in  derselben  Ebene  enthalten.  Befinden  sich  aber 
die  Angriffspuncte  insgesammt  in  einer  Geraden,  in  der  Axe  der  x 
zum  Beispiel,  so  werden  auf  gleiche  Weise  tj  und  ^  gleich  Null, 
und  der  Mittelpunct  ist  ebenfalls  in  dieser  Geraden  begriffen. 

e)  Bringt  man  im  Mittelpuncte  (|,  t],  K)  eines  Systems  paralleler 
Kräfte  P,  P',  . . .  eine  neue  ihrer  Resultante  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte Kraft,  gleich  —  SP,  an,  so  erhält  man  ein  System,  das  bei 
jeder  Lage  des  Körpers  im  Gleichgewichte  bleibt.  Da  man  nun  ver- 
möge der  Gleichungen  (1), 

2xP+^{-2P)  =  0  , 

u.  s.  w.  hat,  so  ist  bei  einem  solchen  Systeme  die  obige  Summe  der 
Producte  für  jede  beliebige  Ebene  gleich  Null. 


Vom  Schwerpnncte. 

§.  110.  Die  Lehre  vom  Mittelpuncte  paralleler  Kräfte  gewinnt 
dadurch  noch  ein  besonderes  Interesse,  dass  auf  aUe  Theilchen  der 
auf  der  Oberfläche  unserer  Erde  befindlichen  Körper  fortwährend 
Kräfte  wirken,  deren  Richtungen  vertical,  d.  i.  rechtwinklig  auf 
der  Oberfläche  der  Erde  sind,  und  die  daher  bei  einem  und  dem- 
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selben  Körper,  so  wie  bei  mehreren  Körpern,  deren  Dimensionen 
und  gegenseitige  Entfernungen  gegen  den  Durchmesser  der  Erde 
unbedeutend  sind,  als  einander  parallel  angesehen  werden  können. 
Der  Mittelpiinct  aller  dieser  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte 
heisst  der  Schwerpunct,  und  ihre  Resultante  das  Gewicht  des 
Körpers.  Indem  man  sich  diese  Kräfte  als  Theile  einer  einzigen 
sich  über  alle  Theile  der  Körper  verbreitenden  Kraft  denkt,  nennt 
man  letztere  die  Schwerkraft. 

Die  Einwirkung  der  Schwerkraft  auf  einen  Körper,  oder  das 
Gewicht  desselben,  bleibt  an  einem  und  demselben  Orte  für  alle 
Zeiten  unverändert  und  ändert  sich  auch  von  einem  Orte  an  oder 
nahe  bei  der  Oberfläche  der  Erde  zum  anderen  nur  wenig,  indem  es 
von  einem  Puncte  des  Aequators  bis  zu  dem  einen  und  anderen  Pole 
nur  um  1  :  194  zunimmt,  und  bei  verticaler  Erhebung  des  Körpers 
im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  seiner  Entfernung  vom 
Mittelpuncte  der  Erde  abnimmt.  Ueberhaupt  bleibt  das  Verhältniss 
zwischen  den  Gewichten  zweier  Körper,  die  sich  an  einem  und  dem- 
selben Orte  der  Erde  befinden,  das  nämliche,  wenn  sie  beide  an 
einen  und  denselben  anderen  Ort  gebracht  werden.  Dieses  von  dem 
Orte,  wo  sich  die  Körper  zugleich  befinden,  unabhängige  Verhältniss 
ihrer  Gewichte  ist  einerlei  mit  dem,  welches  man  das  Verhältniss 
ihrer  Massen  nennt,  und  man  kann  daher  auch  sagen:  die  auf 
jeden  Theil  eines  Körpers  wirkende  Schwerkraft  sei  der  Masse  des 
Theils  proportional. 

Wenn  je  zwei  Theile  eines  Körpers,  die  dem  Inhalte  nach  ein- 
ander gleich  sind,  auch  gleiche  Massen  haben,  so  wird  der  Körper 
gleichförmig  dicht  genannt.  Von  zwei  gleichförmig  dichten  Kör- 
pern heisst  die  Dichtigkeit  des  einen  das  m-fache  der  Dichtigkeit 
des  anderen,  wenn  von  zwei  dem  Inhalte  nach  gleichen  Theilen  des 
einen  und  anderen  Körpers  die  Masse  des  einen  das  m-fache  der 
Masse  des  anderen  ist.  Bei  gleichem  Inhalte  ist  daher  die  Masse 
der  Dichtigkeit  proportional,  und  bei  ungleichem  Inhalte  dem  Pro- 
duct  aus  der  Dichtigkeit  in  den  Inhalt  proportional,  oder  auch  die- 
sem Producte  geradezu  gleich,  wenn  man  von  einem  gleichförmig 
dichten  Körper,  dessen  Inhalt  gleich  1  und  dessen  Masse  gleich  1 
gesetzt  worden,  auch  die  Dichtigkeit  gleich  1  setzt. 

§.  111.  Zur  Bestimmung  des  Schwerpunctes  eines  Körpers 
dienen  die  Formeln  (1)  in  §.  108.  Man  denke  sich  den  Körper  in 
mehrere  andere  zerlegt,  deren  Massen  gleich  m,  m',  Yri\  ...  seien. 
Auf  die  diesen  Massen  resp.  zugehörigen  Puncte  [x^  y,  «),  [x\  y\  z'), 
[x\  y\  z") ,  ...  lasse  man  nach  einerlei  Richtung  parallele  den  Massen 
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proportionale  Kräfte  wirken,  und  sei  (^,  rj,  u)  der  Mittelpunct  dieser 
Kräfte,  so  hat  man  nach  jenen  Formeln: 

w mx  +  ^'^'  +  f»"ir"  +  . . . 

nnd  ähnliche  Gleichungen  für  t]  und  K.  Diese  Gleichungen  geben 
für  §,  rjj  L  nach  und  nach  andere  Werthe,  wenn  man  für  {x^  y,  z), 
{x'j  y\  z'),  ...  andere  und  andere  Puncto  der  Massen  iw,  m',  ... 
wählt.  Es  hört  aber  diese  Veränderlichkeit  der  Werthe  von  ?,*?,? 
auf,  wenn  man  den  Körper  in  unendlich  viele  Theile  zerlegt,  deren 
jeder  nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein  ist.  Denn  je  kleiner 
man  die  Dimensionen  der  Theile  sein  lässt,  desto  geringer  wird  der 
Unterschied  zwischen  den  äussersten  Werthen,  die  jede  der  Coordi- 
naten  Xy  y,  z,  x\  ...  haben  kann;  desto  kleiner  werden  mithin  die 
Aenderungen,  welche  die  Producte  mXj  m'x\  ...  erleiden  können, 
gegen  die  Producte  selbst;  desto  mehr  nähern  sich  folglich  |,  i^,  ^ 
gewissen  Grenzwerthen,  die  sie  aber  erst  dann  erreichen,  wenn  die 
Theilchen  unendlich  klein  geworden  sind.  Und  diese  Grenzwerthe 
sind  die  Coordinaten  des  Schwerpunctes. 

Bezeichnen  daher  dm  die  Masse  eines  nach  allen  Dimensionen 
unendlich  kleinen  Elementes  des  Körpers  und  x,  y^  z  die  Coordi- 
naten dieses  Elementes,  so  sind  die  des  Schwerpunctes: 


(^)       1=-^,     '?=-^,    e=-^ 


zdm 


fdm    '         '        fdm    '        '        fdm 

Es  ist  aber  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme,  wenn 
man  sich  den  Körper  durch  Ebenen,  die  mit  den  Coordinatenebenen 
parallel  sind,  in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipeda  zer- 
legt denkt,  der  Inhalt  desjenigen,  welches  den  Coordinaten  x^  y,  z 
entspricht,  gleich  dxdydz,  und  daher,  wenn  q  die  Dichtigkeit  des 
Körpers  im  Puncto  {x,  y,  z)  ausdrückt: 

dm  =  Qdxdy  dz  . 

Diesen  Werth  von  dm  hat  man  nun  in  [A)  zu  substituiren  und 
hierauf  die  angedeuteten  Integrationen  innerhalb  der  den  Körper 
einschliessenden  Flächen,  deren  Gleichungen  gegeben  sein  müssen, 
auszuführen.  Die  Dichtigkeit  q  wird  dabei  als  eine  Function  von 
^)  y?  ^  gegeben  vorausgesetzt.  Ist  der  Körper  gleichförmig  dicht, 
also  Q  constant,  so  geht  q  aus  den  Formeln  {A)  heraus;  der  Schwer- 
punct  ist  dann  folglich  bloss  von  der  Gestalt  des  Körpers  abhängig. 

Aehnlicher  Weise  kann  man  auch  den  Schwerpunct  einer  blossen 
Fläche,  ja  selbst  einer  Linie  zu  bestimmen  suchen,  indem  man  sich 
jedes  Element  der  Fläche  oder  der  Linie,  als  von  einer  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  unterworfenen  Masse  gebildet   denkt,   einer  Masse, 
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die  der  Grösse  des  Elements  und  der  daselbst  herrschenden  Dich- 
tigkeit proportional  ist.  Die  allgemeinen  Ausdrücke  für  die  Coordi- 
naten  des  Schwerpuncts  einer  Fläche  oder  Linie  wird  man  daher 
erhalten,  wenn  man  in  den  obigen  Ausdrücken  das  einemal 

.».  =  el/.  +  (|)V(|)-..,., 

und  das  anderemal 


^"''V'+m+m'-" 


setzt.  Die  Anwendung  dieser  allgemeinen  Formeln  auf  bestimmte 
Fälle  übergehe  ich,  da  solche  Anwendungen  in  den  bisherigen  Lehr- 
büchern der  Statik  zur  Genüge  angetroffen  werden. 

Zusatz.  Sind  die  Massen  m,  m\  ...,  in  die  man  sich  einen 
Körper  zerlegt  denkt,  nicht  unendlich  klein,  sondern  von  endlicher 
Grösse,  so  ergeben  sich  mittelst  der  Formeln  (a)  nichtsdestoweniger 
die  Coordinaten  des  Schwerpunctes  des  Körpers,  wenn  nur  für  (ar, 
yj  z)y  {x\  y',  «'),  ...  die  Schwerpuncte  der  einzelnen  Massen  genom- 
men werden.  Denn  da  die  auf  einen  Körper  wirkende  Schwerkraft 
bei  jeder  Verrückung  desselben  gleichwirkend  mit  einer  verticalen, 
an  seinem  Schwerpuncte  angebrachten  und  seiner  Masse  proportio- 
nalen Kraft  bleibt,  und  dasselbe  auch  rücksichtlich  der  Masse  und 
des  Schwerpunctes  jedes  Theiles  des  Körpers  gilt,  so  müssen  verticale 
Kräfte,  die  an  den  Schwerpuncten  der  einzelnen  Theile  eines  Kör- 
pers angebracht  und  den  Massen  der  Theile  proportional  sind,  stets 
gleiche  Wirkung  mit  einer  der  Masse  des  ganzen  Körpers  proportio- 
nalen und  auf  seinen  Schwerpunct  vertical  gerichteten  Kraft  haben. 

Aus  den  Formeln  (a)  geht  daher  hervor: 

Die  Summe  der  Producte  aus  den  Massen  der  einzelnen  Theile 
eines  Körpers  in  die  Abstände  ihrer  Schwerpuncte  von  einer  beliebigen 
Ebene  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Masse  des  ganzen  Körpers  in 
den  Abstand  seines  Schwerpuncts  vo7i  derselben  Ebene. 

§.  112.  Unter  Voraussetzung  gleichförmiger  Dichtigkeit  lässt 
sich  der  Schwerpunct  einer  geraden  Linie,  einer  von  geraden  Linien 
begrenzten  Ebene  und  eines  von  Ebenen  begrenzten  Körpers  auch 
ohne  Gebrauch  der  Infinitesimalrechnung  oder  der  sonst  ihre  Stelle 
vertretenden  Exhaustionsmethode  finden,  wenn  man  nur  den  Satz 
zu  Ende  des  §.111  und  den  schon  von  Archimedes  aufgestellten 
Grundsatz  zu  Hülfe  nimmt,  dass  ähnliche  Figuren  ähnlich  liegende 
Schwerpuncte  haben*), 

*)  Archimedes,  Vom  Gleichgewichte  ebener  Flächen,  6.  Forderung. 
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Seien  AB  und  A'B'  zwei  einander  parallele  Gerade  und  a,  b, 
a',  J'  die  Abstände  der  Punete  Aj  By  A\  B*  von  einer  beliebig  ge- 
legten Ebene;  alsdann  verhält  sich: 

a  —  h-ii  —  V^AB'.ÄB  . 

Hat  man  daher  zwei  einander  ähnliche  und  parallel  liegende 
Figuren,  d.  h.  welche  so  liegen,  dass,  wenn  A^  B  irgend  y\vei  Punete 
der  einen  und  A^  B'  die  ihnen  entsprechenden  Punete  der  anderen 
Figur  sind,  die  Linien  AB  und  AB'  parallel  laufen;  werden  femer, 
wie  eben  jetzt,  so  auch  in  der  Folge  die  Abstände  der  Punete  von 
einer  beliebigen  Ebene  mit  den  gleichnamigen  Buchstaben  aus  dem 
kleinen  Alphabete  bezeichnet,  und  drückt  m\wl  das  constante  Ver- 
hältniss  aus,  in  welchem  jede  Linie  der  einen  Figur  zu  der  ent- 
sprechenden Linie  der  anderen  steht,  so  verhält  sich: 

a  —  h\a  —  V  =^  m\m*  . 

Ist  dabei  A  oder  B  der  Schwerpunct  der  einen  Figur,  so  ist 
nach  Archimedes'  Grundsatz  A  oder  B'  der  Schwerpunct  der 
anderen. 

Um  nun,  dieses  vorausgeschickt, 

1)  den  Schwerpunct  einer  geraden  Linie  AB  (vergl.  Fig.  33)  zu 
finden,  verlängere  man  dieselbe  nach  E^ 
bis  BE=AB.  Seien  von  AB,  BE, 
AE  die  Schwerpuncte  P^  Q,  R,  so  ist 
nach  dem  Satze  des  §.  111,  da  wegen 
der  angenommenen  gleichförmigen  Dich- 
tigkeit die  Massen  der  Linien  ihren 
Längen  proportional  sind, 

und    weil    zufolge    des    Archimedischen  '    ^.^^ 

Grundsatzes   P,    Q,  R  ähnlich  liegende         ^^ 
Punete  in   den    nach    einerlei  Richtung  Fig.  33. 

li^enden  Geraden  AB^  BE,  AE  sind: 

p  —  a\  q  —  5:r  —  «  =  1:1:2  , 
folglich 

p  —  a  =  q  —  h  =  \[r  —  a)  . 

Werden  hiermit  q  und  r  aus  der  vorigen  Gleichung  eliminirt, 
so  kommt: 

p  =  \[a  +  b)  . 

Der  Schwerpunct  einer  geraden  Lifiie  ist  also  derselbe^  den  ihre 
ztcei  Endpuncte^  ah  zwei  einander  gleiche  Massen  betrachtet  ^  haben 
(§.  109,  c),  und  ist  folglich  der  Mittelpunct  der  Linie  (§.  106,  d), 

Mob  ins  Werke  m.  11 
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2;  Den  Schwerpunct  der  Fläche  eines  ParaUelogtamme  AB  CD  zu 
finden.  —  Man  verlän^re  (vei^l.  Fig.  33}  AB  nach  E  und  AD  nach 
/,  bis  BE  ^  AB  und  DI  =  AD,  construire  das  Parallelogramm 
AEGI,  und  verlängere  noch  DO  bis  zum  Durchschnitte  F  mit  EG, 
und  BC  bis  zum  Durchschnitte  H  mit  IG.  Von  dem  g^ebenen  Pa- 
rallelogramme AC,  den  drei  durch  diese  Construction  entstandenen, 
ihm  gleichen  und  ähnlichen  Faralellogrammen  BF,  OG,  DU,  und 
von  dem  aus  allen  vier  zusammengesetzten  Parallelogramme  AG 
seien  die  Schwerpuncte  der  Reihe  nach  P,  Q,  R,  S,  T,  so  hat 
man,  weil  bei  der  hier  immer  vorausgesetzten  gleichförmigen  Dich- 
tigkeit die  Masse  jeder  dieser  Flächen  ihrem  Inhalte  proportional  ist: 

P  +  q  +  r-\-8  =  41  ; 
und   weil  sämrotliche  fünf  Parallelogramme  einander  ähnliche   und 
parallel  li^ende   Figuren  sind,   und  die   Puncte   A,   B,    C,   D,   A 
ebenso,  ^vie  P,  Q,  R,  S,  T,  in  ihnen  auf  ähnliche  Weise  liegen: 
p  —  a^j  —  b  ^  r  —  c  ^  8  —  d  =  ^{t  —  a)  . 
Drückt  man  hiermit  in  voriger  Gleichung  die  Werthe  von  j,  r, 
s,  t  durch  p,  a,  b,  c,  d  aus,  so  kommt: 

p=^{a  +  b  +  c-i-d}  . 
Der  ScAioerpuncl  eines  Parallelogramms  wird  mithin  ebenso  ge- 
fundett,  wie  der  Schwerpunct  von  vier  an  den  vier  Eckeyt  der  Figur 
angebrachten  einander  gleichen  Massen  und  ist  daher  der  gemeinschaft- 
liche Millelpunct  der  beiden  Diagonaleti.  also  auch  einerlei  mit  dem 
Schweq)uncte  zweier  an  den  zwei  Endpuncten  'einer  Diagonale  be- 
findlichen gleichen  Massen,  d.  i. 

p  =  \(a  +  c)=\(h  +  d)  . 

3)   Den  Schwerpunct    eines   Parallel- 

epipedums  zu  finden.  —   Indem  man  die 

drei  in   einer   Ecke   des  Körpers    zusam- 

menstossenden  Kanten  verlängert,  bis  die 

Verlängerungen   den  Kanten  selbst  gleich 

werden,   und  auf  ganz  ähnliche  Art,   wie 

vorhin,   weiter  verfährt,   ergibt  sich,   dass 

der    Schwerpunct    eines    Parallelepipedumt 

der  gemeinschaftliche   Mittelptmct  der  drei 

Diagonalen,   also  einerlei  mit  dem  ScMcer- 

Fig.  si,  ptittcte  aller  acht  Ecken  ist,  wenn  diese  als 

gleichschwere  Puncto  befrachtet  rcerden. 

4)   Den  Schwerpunct   einer  Dreiecksfläche  ABC  (vei^l.  Fig.  34) 

zu  finden.  —  Man  halbire  die  Seiten  BC.  CA,  Ali  rcsp.  in  D,  E, 
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F  und  ziehe  DE^  EF.  Hiermit  hat  man  die  drei  einander  ähn- 
lichen und  parallel  liegenden  Dreiecke  AFEj  EDCy  ABC,  deren 
Lineardimensionen  sich  wie  1:1:2  verhalten,  und  in  denen  resp. 
A,  E,  A  ähnliche  liegende  Puncte  sind.  Nennt  man  daher  Q,  R, 
S  die  Schwerpuncte  dieser  Dreiecke  und  P  den  Schwerpunct  des 
Parallelogramms  BE^  so  verhält  sich  nach  Archimedes'  Grundsatz 

q  —  a:r  —  e:  s  —  a=  1:1:2, 
also 

q  —  a'=ir  —  «=|(ä  —  a)  , 
folglich 

auch  ist  nach  2) 

P  =  W  +  e)  . 

Nach  §.111  aber  ist,  weil  sich  die  Figuren  BE,  AFE,  EDO 
und  das  aus  ihnen  zusammengesetzte  Dreieck  ABC  ihrem  Inhalte 
nach  wie  2:1:1:4  verhalten : 

2/>  +  j  +  r  =  4*  . 

Eliminirt  man  hieraus/),  q^  r,  so  kommt: 

J  +  2ö  =  3«  , 

und,  weil  E  der  Mittelpunct  von  (7-4,  und  daher 

2c  =  c  +  a 
ist: 

8  =  \[a  +  l  +  c)  . 

Der  Schwerpunct  einer  Dreiecksfläche  ist  daher  einerlei  mit  dem 
JSchwerpuncte  der  drei  Ecken  des  Dreiecks^  diese  als  ffleichschtoere 
Puncte  betrachtet^  also  einerlei  mit  dem  Puncte,  von  welchem  aus  das 
Dreieck  sich  in  drei  eifiander  gleiche  Thmle  theilen  lässt. 

5)  Den  Schwerpunct  eines  dreiseitigen  Prisma  ABCA'ff'C*'  zu 
finden.  —  Man  halbire  (vergl.  Fig.  34)  die  parallelen  Seitenkanten  AA", 
BB'j  CG"  in  A^  B\  C  und  die  Seiten  der  drei  einander  gleichen  und 
ähnlichen  und  parallel  Kegenden  Dreiecke  ABC\  A'B'C;  A"B'C"  in 
2),  E,  jF;  /)',  £',  F']  D\  E'\  F\  Hiermit  kann  man  das  Prisma, 
dessen  Inhalt  man  gleich  8  setze,  und  dessen  Schwerpunct  S  heisse, 
verlegen:  in  ein  Parallelepipedum  BE"j  dessen  Inhalt  gleich  4  ist, 
und  dessen  Schwerpunct  P  sei,  und  in  vier  dem  gegebenen  Prisma 
ähnliche  und  mit  ihm  parallel  liegende  Prismen 

AFEA'FE',  EDCE'D'C\  A'FE'A'F'E",  E'D'C E'D'Cr\ 

die  insgesammt  einerlei  Inhalt  gleich  1  haben,  und  deren  Schwer- 
puncte resp.  Qy  R,  Q\  R  seien.    In  diesen  vier  Prismen  sind  resp. 

11* 
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As  jB,   -4',   JB'   mit   dem  Puncte   A  des  gegebenen  Prisma   ähnlich 
liegende  Puncte,  und  man  hat  daher  dem  Grundsatze  zufolge: 

j  —  a  =  r  —  e  =i  q  —  a  ^=  r  —  e  =^  \[s  —  a    , 
mithin 

y  +  r  +  j' +  r' =  2*  —  a  +  c  +  rt' -f- ö'  =  2« -f- 2e'  , 

weil  die  Linien  AE'  und  EA'  sich  in  ihren  Mittelpuncten  schnei- 
den, und  daher 

a  +  ö  ==  ö'  +  ^ 
ist. 

Da  femer   der  Schwerpunct  P  des   Parallelepipedums  BE*'  der 

Mittelpunct  der  Linie  BE'\    folglich  auch    der  Linie   B'E'   ist,   so 

hat  man: 

Sodann  ist  nach  §.  111: 

4jo  +  y  -f-  y'  +  r  +  r  =  8^  . 

Hieraus   folgt  nach  Elimination  von  j»,  y,  q,  r,  /  mittelst  der 
vorigen  Gleichungen : 

und  weil 


oder  weil 


etc., 


2e'  =  c  +a\ 


'2a  =a  +  a"  , 


5  =  i  (a  +  J  +  c  +  a"  +  6"  +  c")  . 

Der  Schtcerpunct  eines  dreisettiffen  Prisma  fällt   daher  zusammen 

mit  dem  Schtcerpuncte  seiner  sechs  EckeUj 
also  auch  mit  dem  Mittelpuncte  der  Liniey 
welche  die  Schwerpmicte  der  zwei  parallelen 
Flächen  des  Prisma  verbindet. 

6)  Den  Schwerpunct  einer  dreiseitigen 
Pyramide  AB  CD  (vergl.  Fig.  35)  zu  fin- 
den. —  Man  halbire  die  sechs  Kanten 
AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB  in  E,  I\ 
G,  II,  I,  K  und  lege  die  drei  Ebenen 
EFG,  EIK,  EGHK.  Hierdurch  ^-ird 
die  Pyramide  AB  CD  in  zwei  ihr  ähnliche  und  mit  ihr  parallel 
liegende  Pyramiden  AKIE,  EFGD  und  in  zwei  dreieckige  Pris- 
men BKHFEG,  HGCKEI  zerlegt,  welche  vier  Körper  dem  In- 
halte nach   sich   zu   einander   und   zu   der   gegebenen  Pyramide  wie 
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1:1:3:3:8  verhalten.      Sind  daher  P,    Q,   Ä,   Ä,    T  die  Schwer- 
punct«  aller  dieser  fünf  Körper,  so  haben  wir  zuerst 

p  +  q'{'ir  +  is  =  St  ; 

sodann,   weil  Aj   E,   A  resp.  in  den   Pyramiden   AKIEj  EFGDy 
AB  CD  ähnlich  liegende  Puncte  sind: 

p  —  a  =  q  —  e  =  \{t  —  a)  , 
folglich 

p  +  q  =  t  +  e  , 

und  endlich  nach  dem  Vorigen: 

Es  ist  aber 

J  -{-  rf  =  2/  ,         a  +  c  =  2i  ,     u.  s.  w. , 
folglich 

a  + J  +  c-f-d  =  2/4-2i=  2ö  +  2Ä  =  25r  +  2*  , 

und2 daher,  wenn  wir  jede   dieser  vier  einander  gleichen   Summen 
gleich  Au  setzen: 

Mit  diesen  Werthen  für  p  +  q   und  r  +  8  wird  nun  die  zuerst 
stehende  Gleichung: 

ht=:^t  +  e  +  h  +  hu  =  t  +  lu  , 

folglich 

Der  Schtoerpunct  einer  dreiseitigeii  Py- 
ramide ist  daher  einerlei  mit  dem  Schwer- 
puncte    ihrer    vier   Ecken,    also    mit    dem 
Puncte^  von  welchem  atis  sie  in  vier  gleiche 
Theile  getheilt  werden  kann*]. 

§.  113.  Nachdem  wir  somit  den 
Schwerpunct  eines  Dreiecks  und  einer 
dreiseitigen    Pyramide   zu    finden    gelernt  Fig.  3C. 

haben,  ist  es  nun  leicht,   von  jeder  ande- 
ren  mit  geraden  Linien  begrenzten  Ebene  und  jedem   anderen  mit 
Ebenen  begrenzten  Körper  den  Schwerpunct  zu  bestimmen,  da  sich 


r 

*)  Auf  ähnliche  Art,  ^ie  hier,  hat  bereits  Poinsot  in  seinen  Elemens  de  Stu- 
iique,  Aeme  edit.,  p.  180  und  p.  1S6  den  Schwerpunct  dis  Dreiccl  s,  des  Prisma  vnd 
der  Pyrandde  cu  finden  gelehrt. 


166  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.113. 

alle  diese  Figuren  durch  Diagonallinien  und  Diagonalflächen  in  Drei- 
ecke und  Pyramiden  zerlegen  lassen. 

Werde  z.  B.  der  Schwerpunct  des  ebenen  Vierecks  AB  CD 
(vergl.  Fig.  36  auf  p.  165)  gesucht.  —  Man  theile  das  Viereck  durch 
die  Diagonale  .,^(7  in  die  zwei  Dreiecke  ABCy  CDA  und  bestimme 
nach  dem  Vorigen  ihre  Schwerpuncte ,  welche  P,  Q  seien.  Der 
Schwerpunct  des  Vierecks  ist  alsdann  der  Mittelpunct  zweier  paral- 
lelen auf  P;  Q  wirkenden  und  den  Dreiecksflächen  ABC,  CDA 
proportionalen  Kräfte.  Theilt  man  daher  die  Gerade  PQ  in  Ji  so^ 
dass 

PB:EQ  =  CDA:ABC  , 

so  wird  JS  der  gesuchte  Schwerpunct  sein  (§.  105). 

Hiemach  kann  man  auch,  wenn  die  Abstände  der  Ecken  des 
Vierecks  von  irgend  einer  Ebene  gegeben  sind,  den  Abstand  des 
Schwerpuncts  von  der  Ebene  finden.  Es  ist  nämlich,  wenn  wir 
diese  Abstände,  wie  in  §.  112,  mit  den  Buchstaben  des  kleinen 
Alphabets  bezeichnen,  welche  den  grossen  Buchstaben  entsprechen^ 
womit  die  Puncto  benannt  sind: 

(1)  Zp  =  a  +  b  +  c,         iq=:a  +  c  +  d 
und 

ABCD.r  =  ABC.p  +  CDA.q  , 

oder,  wenn  man  die  vier  Dreiecke  EABj  BBC,  ECD,  EDAy  in 
welche  das  Viereck  durch  seine  Diagonalen  getheilt  wird,  resp.  gleich 
y,ff,hji  setzt  und  erwägt,  dass  sich 

ABCD  :  ABC:  CDA  =  DAB  :  EAB  :  EDA  =  i  +//:  t 
verhalten: 

(i+f)r=fp+iq  , 
und  wenn  man  hierin  für  p  und  q  ihre  Werthe  aus  (i)  setzt: 

(2)  (i  +/)  (3r  -  a  -  c)  =fb  +  id  . 
Gleicherweise  findet  sich: 

(3)  (f+9)['^r—b  —  d)=gc+fa  . 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  kann  man  den  Ab- 
stand r  auch  durch  drei  der  vier  Abstö.nde  a,  J,  c,  d  allein  aus- 
drücken und  damit  noch  zu  anderen  nicht  uninteressanten  Folge- 
rungen gelangen.  Um  z.  B.  a  zu  eliminiren,  schreibe  man  zuerst 
statt  der  Gleichung  (3),  weil 

f'.g  =  i:h  =/+  i'9  +  h 
ist: 

(f  +  9'\'h  +  i)(Zr  —  h  —  d)  =  (g  +  h)c  +  (i  +  f)a  . 
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Hiervon  die  Gleichung  (2)  abgezogen,  kommt: 

^(9  +  h)r  =  (g  +  h  +  i)b  +  [g  +  h  —  i-f)c  +  (f+g  +  h)d, 

d.  h.  JB  ist  der  Mittelpunct  dreier  paralleler  Kräfte,  welche  B,  C,  D 
zu  Angriffspuncten  haben  und  den  Coefficienten  von  i,  c,  d  in  die- 
ser Gleichung  proportional  sind.  Nach  §.  106,  c  verhalten  sich  folg- 
lich die  Dreiecke 

RBC:liCD=f+g  +  h:g  +  h  +  i  . 

Setzen  wir  daher  noch  die  Dreiecke  RAB,  RBC,  RCD,  RDA, 
welche  der  Schwerpunct  des  Vierecks  mit  den  Seiten  des  letzteren 
bildet,  resp.  gleich  F^  Cr,  -H",  /,  und  die  Vierecksfläche  gleich  F, 
so  verhalten  sich 

G:H=V—i:V-f 
und  ebenso 

H:I:F=V—f:V  —  g:V—h  , 
folglich 

F:F+G  +  H+I  =  V-h:\V—(f+g  +  h  +  i)  . 

Es  ist  aber 

F+G  +  H+I=f+g  +  h  +  %  =  V  ', 
mithin 

F^\(V-h)  , 
und  auf  gleiche  Art 

G  =  -\{v-i),     ii=uy-f),     I=UV-9), 

oder 

F=Ui+f+ff),        G  =  }{f+ff  +  h)  ,      etc., 
woraus  noch 

F+G-f-g=\[h  +  i-f-g)  , 
d.  i 

RCA  =  i  [ABC—  CDA) 
folgt. 

Der  Schwerpunct  einer  Vierecksßäche  liegt  demnach  so,  dass 
immer  das  Dreieck,  welches  er  mit  einer  Seite  des  Vierecks  bildet,  dem 
dritten  Theil  der  Summe  der  drei  Dreiecke  gleich  ist,  welche  der 
Durchschnitt  der  Diagonalen  mit  derselben  Seite  und  den  zwei  angrefi- 
zenden  Seiten  macht;  oder  (weil  ZF+  h  =  V  ist)  dass  das  Dreieck 
des  Schwerpuncts  mit  einer  Seite,  dreimal  genommen,  und  dazu  das 
Dreieck  des  Diagonalendurchschnitts  mit  der  gegenüberliegenden  Seite 
addirty  die  Fläche  des  ganzen  Vierecks  ausmacht.  Auch  ist  das  Drei- 
eck des  Schwerpuncts  mit  der  einen  Diagonale  gleich  dem  dritten  Theile 
des  Unterschieds  zicischen  den  zwei  Dreiecken,  in  welche  das  Viereck 
durch  die  Diagonale  getheilt  uaird. 
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Noch  eine  merkwürdige  Relation  besteht  zwischen  den  vier  Drei- 
ecken jF,  6r,  //,  /  selbst,  welche  der  Schwerpunct  mit  den  vier 
Seiten  des  Vierecks  bildet.  Man  erhält  diese  Relation,  wenn  man 
in  der  Proportion  f:g=^i:h  für  f,  g  ^  i,  h  ihre  Werthe  V —  3i?, 
r— 3/,    r— 3G,   r— 3  i^  setzt.     Hiermitkommt: 

V(F'\-H—G  —  I)  =  ^[FH—Gr^  . 

Wegen 

V=F+G  +  II+I 

reducirt  sich  dieses  auf: 

F*  —  FH+II^  =  G*—GI+n  , 

eine  Gleichung,  welcher  man  auch  die  Form  geben  kann: 

(F+  G  +  II+I)  [F—  G  +  H—  I) 

+  i(F'{-G  —  H—I){F—G  —  H+I)  =  0  . 

Zusatz.     Die  in  voriger  Rechnung  gefundene  Gleichung: 

ECA  =  I  {ABC—  CDA) 

kann   sehr  einfach  auch  folgendergestalt  hergeleitet  werden.  —  Es 
verhält  sich 

PR:RQ  =  DACBCA  , 
und  weil 

DAC=ZQAC      und      BCA  =  ^PCA 

ist  (§.  112,4): 

PR.RQ=  QAC:PCA  =  MQ:PM  , 

wenn  PQ  von  der  Diagonale  AC  in  3/ geschnitten  \^-ird.    Aus  letz- 
terer Proportion  folgt  aber  unmittelbar: 

PR  =  MQ  , 
mithin 

RM=PM—MQ 
und 

RCA  =  PCA—QAC  =  \[BCA  —  DAC)  , 

wie  zu  erweisen  war. 

Zugleich  sieht  mau  aus  der  Gleichung  PR  =  MQ,  wie  man 
aus  den  Schwerpuncten  P  und  Q  der  beiden  Dreiecke  ABC  und 
CDA  den  Schwerpunct  R  des  Vierecks  auf  das  einfachste  bestim- 
men kann. 


§.  114.  Siebentes  KapitcL    Von  den  Mittelpuncten  der  Kräfte. 
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II.  Von  dem  Mittelpuncte  nicht  paralleler  in  einer  Ebene 

wirkender  Kräfte, 

§.  114.  Streng  genommen,  hat  nur  ein  System  paralleler 
Kräfte  einen  Mittelpunct.  Indessen  lässt  sich  auch  bei  einem  Sy- 
steme nicht  paralleler,  in  einer  Ebene  wirkender  Kräfte 
ein  Mittelpunct  angeben,  wenn  nur  die  Aenderung  der  Lage  des 
Körpers  der  Bedingung  unten;\'orfen  wird,  dass  die  Ebene  der  Kräfte 
sich  parallel  bleibt,  und  daher  der  Körper  nur  um  eine  auf  dieser 
Ebene  normale  Axe  gedreht  werden  kann,  während  die  Axe  selbst 
entweder  unbewegt  gelassen,  oder  parallel  mit  sich  fortgeführt  wird. 
Dass  bei  einer  so  bedingten  Lageänderung  des  Körpers,  und  wenn 
die  Kräfte  auf  ihre  anfänglichen  Angriffspuncte  parallel  mit  ihren 
anfänglichen  Richtungen  zu  wirken  fortfahren,  die  Resultante  der 
Kräfte,  wenn  sie  anders  eine  solche  haben,  immerfort  demselben 
Puncte  des  Körpers  begegnet;  dass  folglich,  wenn  dieser  Punct  un- 
beweglich gemacht  wird,  die  Kräfte  bei  jeder  Lage,  in  die  der  Kör- 
per durch  Drehung  um  eine  durch  den  Punct  gehende  und  auf  jener 
Ebene  normale  Axe  gebracht  werden  kann,  sich  das  Gleichgewicht 
halten:  dies  vnrd  aus  nachstehenden  Betrachtungen  ohne  Mühe  er- 
hellen. 


§.  115.  Seien  PA  und  QA  (vergl.  Fig.  37)  zwei  in  einer  Ebene 
liegende  und  sich  in  A  schneidende  Richtungen  zweier  Kräfte;  P 
und  Q  die  Angriffspuncte  der 
Ejräfte  und  TA  die  Richtung  der 
Resultante  derselben.  Ob  nun  die 
zwei  Kräfte  auf  die  Puncte  P  und 
Q  des  Körpers  parallel  mit  ihren 
jetzigen  Richtungen  fortwirken, 
während  der  Körper  um  einen 
beliegen  Winkel  a  um  eine  auf 
der  Ebene  PQA  normale  Axe 
gedreht  wird,  oder  ob  man  den 
Körper  in  Ruhe  lässt,  dagegen 
aber  die  Richtungen  PA  und  QA 
um  die  Angriffspuncte  P  und   Q 

nach  der,  der  vorigen  entgegengesetzten,   Seite,  jede  jum  denselben 
Winkel,   gleich   a,   in  der  Ebene  dreht,   ist  hinsichtlich; der  gegen- 


Fig.  37. 
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seidgen  Lage  des  Körpers  und  der  Richtungen  der  Kräfte  offenbar 
einerlei.  Es  geschehe  das  Letztere,  so  bleibt  die  Grösse  des  Winkels 
von  QA  mit  PA  unverändert,  und  die  Spitze  A  desselben  beschreibt 
einen  durch-  die  Puncte  P  und  Q  gehenden  Kreis.  Da  also  die  In- 
tensitäten der  beiden  Kräfte  und  die  Winkel  ihrer  Richtungen  un- 
verändert bleiben,  so  werden  auch  die  Intensität  der  Resultante  und 
die  Winkel  TAP,  TAQ  der  Resultante  mit  den  beiden  Kräften 
sich  nicht  ändern.  Ist  daher  T  der  Durchschnitt  der  Resultante 
mit  dem  Kreise  beim  Anfange  der  Drehung,  so  wird  auch  fernerhin 
die  Resultante  den  Kreis  in  T  treffen,  indem  der  Bogen  PT  das 
Doppelte  des  constanten  Winkels  PA  T  misst.  Die  Resultante  wird 
sich  daher  um  denselben  Winkel  a  und  nach  derselben  Seite,  wie 
jede  der  beiden  Kräfte,  um  den  Punct  T  drehen;  T  wird  folglich 
der  Mittelpunct  der  beiden  Kräfte  sein. 

Sind  demnach  in  einer  Ebetie  zwei  Kräfte  und  ihre  Angriffspuncte 
gegeben,  so  findet  sich  der  Mittelpunct  der  Kräfte  ah  der  Durchschnitt 
ihrer  Resultante  mit  dem  durch  die  Angriffspuncte  und  den  Durch-- 
schnitt  der  Richtungen  der  beiden  Kräfte  zu  beschreibenden  Kreise. 

Sind  die  zwei  Kräfte  mit  einander  parallel,  so  liegt  ihr  Durch- 
schnittspunct  unendlich  entfernt,  der  zu  beschreibende  Kreis  wird 
unendlich  gross,  und  der  Bogen  desselben  durch  die  beiden  Ängrifis- 
puncte  verwandelt  sich  in  eine  gerade  Linie,  so  dass,  wie  wir  bereits 
im  Obigen  (§.  105)  sahen,  von  zwei  parallelen  Kräften  der  Mittel- 
punct mit  den  beiden  Angriffspuncten  in  einer  Geraden  liegt. 

Es  erhellt  nun  leicht,  wie  auch  von  drei  und  mehreren  Kräften 
in  einer  Ebene  der  Mittelpunct  gefunden  werden  kann.  —  Seien  j», 
y,  r  drei  solcher  Kräfte  und  Py  Q,  R  ihre  Angriffspuncte.  Man 
suche  erstlich  von  p  und  q  die  Resultante  t  und  den  in  ihr  liegen- 
den Mittelpunct  T,  Man  suche  zweitens  von  den  Kräften  t  und  r, 
deren  Angriffspuncte  T  und  R  sind,  die  Resultante  s  und  den  in 
ihr  befindlichen  Mittelpunct  S^  so  wird  S  auch  der  Mittelpunct  der 
drei  Kräfte  p^  q,  r  sein.  Denn  werden  sämmtliche  Kräfte  /?,  y,  r, 
t,  s  um  die  Puncte  P,  Qj  Rj  Tj  S  um  gleiche  Winkel  nach  einerlei 
Seite  in  der  Ebene  gedreht,  —  als  welches  mit  der  Drehung  des 
Körpers  nach  der  entgegengesetzten  Seite  auf  eins  hinauskommt,  — 
so  sind  auch  nach  dieser  Drehung  p  und  q  noch  gleichwirkend  mit 
tj  und  t  und  r  gleich  wirkend  mit  ä,  folglich  auch  p,  q^  r  gleich- 
wirkend mit  s\  folglich  S  der  zu  bestimmende  Mittelpunct.  —  Hat 
man  vier  Kräfte  mit  ihren  Angriffspuncten,  so  ^vird  die  Resultante 
und  der  Mittelpunct  von  dreien  dieser  Kräfte  in  Verbindung  mit 
der  vierten  Kraft  und  ihrem  Angriffspuncte  die  Resultante  und  den 
Mittelpunct  aller  vier  Kräfte  geben,  u.  s.  w. 
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Jedes  System  von  Kräften  in  einer  JEbene,  toelches  auf  eine  Kraft 
redudrbar  ist,  hat  demnach  einefi  Mittelpunct; 

oder,  wie  wir  diesen  Satz  auch  noch  ausdrücken  können: 

Sind  ton  mehreren  Kräften  in  einer  Ebene  ^  welche  eine  einfache 
Resultante  haben,  die  Intensitäten,  die  Winkel,  welche  ihre  Richtungen 
mit  einander  bilden,  und  in  der  Richtung  einer  jeden  irgend  ein  Punct 
gegeben,  so  kann  man  daraus  die  Intensität  der  Resultante,  den  Win- 
kel ihrer  Richtung  mit  jeder  der  ersteren  Richtungen  und  einen  in 
ihrer  Richtung  liegenden  Punct  ßnden,  —  nämlich  den  Mittelpunct 
des  Systems,  wenn  erstere  Puncte  als  die  AngriflGspuncte  der  Kräfte 
genommen  werden. 

§.  116.  Ebenso,  wie  ein  System  von  parallelen  Kräften,  hat 
auch  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  nur  einen  Mittelpunct. 
Denn  gäbe  es  noch  einen  zweiten,  so  müsste  die  Resultante  des 
Systems  nicht  nur  sie  beide  enthalten,  sondern  auch,  nachdem  sie 
das  einmal  um  den  einen,  das  anderemal  um  den  anderen  nach 
einerlei  Seite  zu  um  einerlei  Winkel  von  beliebiger  Grösse  gedreht 
worden  wäre,  in  beiden  Fällen  einerlei  Wirkung  haben;  welches 
nicht  möglich  ist.  In  welcher  Ordnung  man  daher  auch  die  Kräfte 
nach  und  nach  mit  einander  verbindet,  um  zu  ihrem  Mittelpuncte 
zu  gelangen,  so  muss  zuletzt  doch  immer  derselbe  Punct  gefunden 
werden.  Diese  Bemerkung  kann  uns  zur  Entdeckung  mehrerer  geo- 
metrischer Sätze  führen. 

Seien,  um  dieses  nur  an  dem  einfachsten  Beispiele  zu  zeigen, 
p,  q,  r  drei  Kräfte  in  einer  Ebene,  ADj  AB,  CB  (vergl.  Fig.  38,  a) 


A      *  B 


Fig.  38,  a 


ihre  Richtungen  und  die  Puncte  Pj  Q,  R  dieser  Linien  die  An- 
griffspuncte  der  Kräfte.  Von  p  und  q  sei  t  die  Resultante  und  A  C 
ihre  Richtung;  von  t  und  r  sei  s  die  Resultante  und  DC  ihre  Rich- 
tung; also  s  auch  die  Resultante  von  Pf  q,  r. 
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Um  nun  den  in  DC  liegenden  Mittelpunct  von  />,  j,  r  zu 
finden,  beschreibe  man  erstlich  durch  P,  Q  und  A  einen  Kreis, 
welcher  AC  noch  in  T  schneide,  und  es  wird  T  der  Mittelpunct 
von  p  und  y,  oder  der  Ängriffspunct  von  t  sein.  Man  beschreibe 
femer  einen  Kreis  durch  T,  li  und  C,  so  wird  sein  Durchschnitt 
S  mit  DC  der  Mittelpunct  von  t  und  r,  d.  i.  von  /?,  q  und  r,  also 
der  gesuchte,  sein. 

Es  lässt  sich  aber  dieser  Mittelpunct  noch  auf  zwei  andere  Arten 
bestimmen.  —  Da  die  vier  Kräfte  p,  y,  r,  — s  im  Gleichgewichte 
sind,  so  ist  die  Resultante  von  q  und  r,  welche  u  heisse,  einerlei 
mit  der  Resultante  von  — p  und  $,  und  die  gemeinschaftliche  Rich- 
tung beider  ist  DB.  Bezeichnet  femer  E  den  Durchschnitt  von 
AD  mit  CB,  und  F  den  Durchschnitt  von  AB  mit  Z>C,  so  geht 
die  Resultante  von  p  und  r,  welche  man  r  nenne,  durch  -B,  und 
die  Resultante  von  —  q  und  8  durch  F]  und  da  wegen  des  gedachten 
Gleichgewichtes  auch  diese  ywei  Resultanten  identisch  sind,  so  ist 
FF  ihre  gemeinschaftliche  Richtung. 

Indem  man  nun  zuerst  q  und  r  zu  w  vereinigt  und  hierauf  u 
und  p  zu  8  zusammensetzt,  beschreibe  man  einen  Kreis  durch  Q, 
R,  Bj  welcher  DB,  als  die  Richtung  von  w,  in  Uj  dem  Mittel- 
puncte  von  q  und  r,  treflfe,  und  einen  Kreis  durch  f^,  P,  i),  wel- 
cher DC  ebenfalls  in  S  schneiden  vrird. 

Endlich  kann  man  auch  von  den  drei  Kräften  p,  q,  r  zuerst  p 
mit  r  zu  r,  und  alsdann  v  mit  ^  zu  ^  verbinden.  Man  beschreibe 
deshalb  durch  P,  B,  E  einen  Kreis,  welcher  FF,  als  die  Richtung 
von  r,  in  F'  schneide,  so  ist  V  der  Mittelpunct  von  p  und  r;  und 
es  wird  ein  durch  V,  Q  und  F  gelegter  Kreis  der  D  C  gleicherweise 
in  S  begegnen. 

Erwägen  wir  nun  noch,  dass  die  drei  Richtungen  von  Kräften. 
AD,  AB,  CB,  und  die  in  ihnen  liegenden  Puncte  P,  Q,  R,  sowie 
die  Richtungen  CA,  DB  der  durch  A  und  B  gehenden  Resultanten 
ganz  nach  Belieben  genommen  werden  können,  so  liefert  uns  die 
Zusammennähme  der  drei  verschiedenen  Arten,  den  Punct  S  zu 
finden,  folgendes  Theorem: 

Hat  man  ein  ebene8  Viereck  AB  CD  und  be8chreibt  zwei  Kreise, 
den  einen  durch  A,  den  anderen  durch  C,  welche  die  Diagonale  AC 
in  einem  und  demselben  PuJicte  T  schneidest,  %md  nennt  man  P,  Q  die 
Durchschnitte  des  ersterefi  Kreises  mit  den  Seife?i  DA,  AB,  und  i?, 
Ä  die  Durchschnitte  des  letztereti  mit  BC,  CD:  so  schieiden  auch  die 
Kreise  QBR  und  SDP  die  Diagonale  BD  in  eifiem  und  demselben 
Puncte  U;  wid  wemi  man  die  Durchschnitte  von  DA  mit  BC  und 
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V071  AB  mit  CD ^  E  und  F  nennt ^  so  gehen  auch  die  Kreise  PER 
und  QSF  durch  einen  und  denselben  Punct  V  der  Diagonale  EF, 

Diese  Figur  besitzt  aber  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft. 

Es  schneiden  sich  nämlich  sämmtliche  sechs  durch  A,  B,  C,  Z>, 
j&,  F  gelegten  Kreise  in  einem  und  demselben  Puncte  Z,  und  sind  die 
Bögen  ZA,  ZB,  . . .,  ZF  dieser  Kreise^  alle  von  Z  aus  nach  derselben 
Seite  zu  genommefi,  einander  ähnlich. 

Um  dieses  einzusehen,  wollen  vdr  uns  sämmtliche  sieben  Linien 
der  Figur,  d.  i.  die  Richtungen  der  Kräfte  p,  q,  r,  s  und  der  Resul- 
tanten ^,  «,  t?  um  ihre  Angriffspuncte  P,  Q,  Ä,  aS,  jT,  ?7,  V  nach 
einerlei  Seite  mit  einerlei  Winkelgeschwindigkeit  sich  zu  drehen 
anfangen  lassen.  Je  zwei  Kräfte  und  ihre  Resultante  (wie  j»,  q  und 
t,  oder  q,  r  und  u)  fahren  dabei  fort,  sich  in  einem  Puncte  [Ay 
oder  B)  zu  schneiden;  dieser  Punct  rückt  in  dem  durch  die  Angriffs- 
puncte der  beiden  Kräfte  und  ihrer  Resultante  zu  legenden  Kreise 
[PQT,  oder  QRU)  fort,  und  alle  diese  Durchschnittspuncte  Aj  B,  ,.. 
beschreiben,  wegen  der  Gleichheit  der  Winkelgeschwindigkeiten  von 
p,  y,  ...,  in  gleichen  Zeiten  ähnliche  Bögen  ihrer  Kreise  und  keh- 
ren in  demselben  Zeitpuncte  zu  ihren  anfänglichen  Oertem  zurück^ 
um  ihre  Kreisbewegung  von  Neuem  anzufangen. 

Sei  nun  von  den  zwei  Kreisen  PQT  und  QRU  (vergl.  Fig.  38,  5), 
welche  sich  das  einemal  in  Q  schneiden,  Z  der  zweite  Durchschnitts- 
punct,  und  sei  der  Punct  A  in  seinem  Kreise 
PQT  bis  Z  gekommen.  Weil  A,  Q,  B  immer 
in  gerader  Linie,  in  der  Richtung  der  Kraft  q , 
sind,  so  muss,  wenn  A  in  Z  ist,  der  im  Kreise 
QRU  fortgehende  Punct  B  in  der  Geraden 
QZ,  also  entweder  in  Q  oder  Z  sein.  Ist  aber 
^  in  Q,  so  wird  die  Gerade  BQ  eine  den 
Kreis  QRU  in  Q  Berührende,  und  A  befindet 
sich  daselbst,  wo  diese  Tangente  den  Kreis 
PQ  T  schneidet,  also  nicht  in  Z.     Ist  daher  A  Fiff-  38,  6. 

nach  Z  gelangt,   so  muss  auch  B  gleichzeitig 

in  Z  eingetroffen  sein.  Alsdann  schneiden  sich  folglich  die  Rich- 
tungen AP,  AQf  RB,  AT,  ÜB  der  Kräfte  p,  y,  r  und  ihrer 
Resultanten  t,  «,  mithin  auch  die  Richtungen  von  v  und  ä,  als  den 
Resultanten  von  p,  r  und  p^  q,  r,  in  einem  Puncte  Z.  Nächst  A 
und  B  müssen  daher  auch  die  übrigen  Durchschnittspuncte  (7,  2>, 
JB,  jP  je  zweier  Kräfte  und  ihrer  Resultante  gleichzeitig  in  Z  ein- 
treffen. Sämmtliche  sechs  durch  die  anfänglichen  Oerter  von -4,  B, 
...,  F  gelegten  Kreise  schneiden   sich  folglich  in   einem   und- dem- 
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selben  Puncte  Z,  und  die  Bögen  derselben  ZA^  ZBj  .  .,  ZF  müssen 
einander  ähnlich  sein,  indem  sonst  Aj  B,  ...,  F  nicht  gleichzeitig 
in  Z  eintreflfen  könnten. 


§.117.  Zusätze,  a)  Während  sich  die  Resultanten  t  und  u 
um  ihre  Angriffspuncte  T  und  U  drehen,  beschreibt  ihr  Durch- 
schnittspunct,  welcher  G  heisse,  einen  durch  T  und  U  gehenden 
Kreis  und  trifft,  wenn  p,  q,  r,  8  in  Z  zusammenkommen,  ebenfalls 
in  Z  ein.  Es  liegen  daher  7,  U,  G  mit  Z  ebenfalls  in  einem 
Kreise,  und  es  ist  der  Bogen  ZG  den  Bögen  Z^,  ...  ähnlich.  Wir 
können  hieraus  den  Schluss  ziehen: 

Werden  in  den  drei  Seiten  BG,  GAy  AB  eines  Dreiecks  ABG 
{oder  in  ihren  Verlängerungen)  nach  Belieben  drei  Puncte  U,  T,  Q 
genommen,  so  schneiden  sich  die  drei  Kreise  ATQj  BQU^  GUT  in 
einem  Puncte  Z,  und  die  Bögen  ZA,  ZB,  ZG  dieser  Kreise  «tW 
einander  ähnlich. 

Auf  gleiche  Weise  erhellt,  dass,  wenn  ACy  FF  in  H  und  BD, 
FF  in  /  sich  schneiden,  die  Puncte  T,  V,  H  sowohl,  als  Uy  V, 
I  mit  Z  in  einem  Kreise  liegen,  und  dass  die  Bögen  ZH,  ZI  dieser 
Kreise  einander  und  den  Bögen  ZA,  ...  ähnlich  sind. 

b)  Da,  wenn  die  Kräfte  j»,  y,  r,  «,/,«,  t?  um  ihre  Ai^ifFs- 
puncte  P,  . . . ,  V  auf  die  gedachte  Weise  gedreht  werden,  die  Winkel 
je  zweier  Kräfte  mit  einander  sich  nicht  ändern,  und  da  je  drei 
Kräfte,  wie  p^  g^  t,  welche  sich  anfangs  in  einem  Puncte  A  schnei- 
den, auch  bei  der  Drehung  damit  fortfahren,  so  wird  jedes  der  an- 
fangs Yon  den  Kräften  gebildeten  Dreiecke  sich  ähnlich  bleiben  und 
die  Anzahl  dieser  Dreiecke  nicht  geändert  werden ;  mithin  wird  auch 
das  System  der  Durchschnittspuncte  -4,  5,  ...,  G,  -BT,  /,  also  die 
ganze  Figur,  bei  der  Drehung  sich  ähnlich  bleiben. 

Mit  dieser  neuen  Eigenschaft  der  Figur  lässt  sich  die  vorige, 
dass  sämmtliche  Kreise,  welche  die  Puncte  A,  ...,  /  beschreiben, 
sich  in  einem  Puncte  Z  schneiden,  auch  folgendergestalt  darthun. 
Da  nämlich  erwiesenermaassen  die  zwei  Puncte  A  und  B  gleich- 
zeitig in  dem  Durchschnitte  Z  ihrer  Kreise  eintreffen,  und  damit  ihr 
gegenseitiger  Abstand  gleich  Null  wird,  so  müssen  dann  auch  alle 
übrigen  Puncte  C,  JD,  ...,  I  in  Z  zusammenkommen,  indem  sie  sonst 
eine  Figur  bildeten,  welche  der  anfänglichen  nicht  ähnlich  wäre. 

§.  118.  Die  so  eben  aus  statischen  Betrachtungen  erhaltenen 
geometrischen  Sätze  führen  zu  einer  besonderen  Art  von  Recipro- 
cität  zwischen  Puncten   und  Kreisen,   woraus  sich  umgekehrt 
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jene  anfangs  vielleicht  überraschenden  Sätze  auf  das  Natürlichste 
herleiten  und  so  weit,  als  man  will,  verallgemcinem  lassen. 

Man  habe  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Puncte  A,  B,  C,  ... 
in  einer  Ebene.  Jeder  derselben  werde  mit  noch  einem  anderen 
gegebenen  Punct  Z  der  Ebene  durch  einen  Kreis  von  solcher  Grösse 
verbunden,  dass  jeder  der  Bögen  ZAj  ZB,  ZCy  ...,  wenn  man  ihn 
in  seinem  Kreise  vom  Mittelpuncte  des  letzteren  aus  betrachtet  und 
immer  nach  einer  und  derselben  Seite  zu  rechnet,  einen  und  den- 
selben gegebenen  Winkel  gleich  2a  misst,  und  daher  alle  diese 
Bögen  einander  ähnlich  sind.  Die  hiermit  vollkommen  bestimmte 
Figur  besitzt  nun  folgende  Eigenschaften: 

1)  Die  z^vei  durch  A  und  B  gelegten  Kreise  mögen  sich  ausser 
in  Z  noch  in  P  (vei^l.  Fig.  39)  schnei- 
den, so  ist  der  Winkel 

ZPA  =  ZPB  =  a  , 

und  Pj  A,  B  liegen  folglich  in  ge- 
rader Linie;  d.  h.  die  durch  zwei 
Puncte  des  Systems  geführten  Kreise 
schneiden  sich  in  einem  Puncte  der 
jene  zwei  Puncte  verbindenden  Ge-  ^ 

raden.  Fig.  39. 

2)  Es  werden  daher  auch,  wenn 

drei  Puncto  A,  B,  C  des  Systems  oder  mehrere  in  einer  Geraden 
liegen ,  die  den  Puncten  zugehörigen  Kreise  sich  in  einem  und  dem- 
selben Puncte  P  dieser  Geraden  schneiden.  Jeder  Geraden  AB 
kommt  hiernach  ein  gewisser  in  ihr  liegender  Punct  P  zu,  den  wir 
den  festen  Punct  der  Geraden  nennen  wollen.  Er  wird  gefunden 
als  der  Durchschnitt  der  Geraden  AB  mit  einer  zweiten  ZP^  welche, 
durch  Z  gelegt,  mit  der  ersteren  den  constanten  Winkel  a  nach 
einerlei  Seite  zu  macht. 

3)  Seien  APj  AQj  ABy  ...  mehrere  sich  in  demselben  Puncte 
A  schneidende  Geraden  und  P,  Q,  Ä,  ...  ihre  festen  Puncte.  Der 
dem  Puncte  A  zugehörige  Kreis  muss  nun,  da  A  in  einer  Geraden 
liegt,  deren  fester  Punct  P  ist,  durch  P  gehen,  und  aus  ähnlichem 
Grunde  wird  er  auch  die  Puncte  Q,  iZ,  ...  treffen.  Schneiden  sich 
daher  zwei  oder  mehrere  Gerade  in  einem  Puncte  -4,  so  liegt  dieser 
Punct  mit  den  festen  Puncten  der  Geraden  und  dem  Puncte  Z  in 
dem  dem  Puncte  A  zugehörigen  Kreise;  oder  mit  anderen  Worten: 
der  einem  Puncte  zugehörige  Kreis  schneidet  alle  durch  den  Punct 
gehenden  Geraden  in  ihren  festen  Puncten. 

4)  Man  lasse  jetzt  sämmtliche  Puncte  A,  B,  Cj  ...  des  Systems 
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in  ihren  Kreisen  nach  einerlei  Seite  sich  gleichmässig  fortbewegen, 
so  dass  jeder  in  derselben  Zeit  denselben  Theil  seines  Kreises  zu- 
rücklegt, und  alle  gleichzeitig  in  ihren  anfänglichen  Stellen  wieder 
eintreffen.  Weil  ZA^  ZB,  ...  ähnliche  Bögen  sind,  so  werden  sie 
auch  bei  der  Bewegung  einander  ähnlich  bleiben,  also  gleichzeitig 
gleich  Null  werden,  d.  h.  sämmtliche  Puncte  A^  B,  C,  ...  werden 
zu  gleicher  Zeit  nach  Z  kommen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Bögen  ZA  und  ZB  wurde  in  1)  der 
Durchgang  der  Geraden  AB  durch  den  Durchschnitt  P  der  Kreise 
durch  A  und  B  geschlossen.  Es  wird  daher  auch  bei  der  Bewegung 
die  AB  den  Punct  P  zu  treffen  fortfahren,  d.  h.  die  AB,  und  eben 
so  jede  andere  zwei  Puncte  des  Systems  verbindende  Gerade,  wird 
sich  um  ihren  festen  Punct  drehen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  das  Dreieck  ZAB  sich  fortwährend 
ähnlich  bleibt.  Denn  der  Nebenwinkel  von  ZAB  wird  von  dem 
Bogen  ^PZ  des  Kreises  durch  Aj  und  der  Winkel  ZBA  von  dem 
Bogen  ^PZ  des  Kreises  durch  B  gemessen.  Auf  gleiche  Art  bleibt 
auch  jedes  der  Dreiecke  ZBCj  ZACj  etc.  sich  ähnlich.  Mithin 
wird  auch  das  ganze  System  des  ruhenden  Punctes  Z  und  der  sich 
bewegenden  A,  B,  Cj  ...  nur  der  Grösse,  nicht  der  Form  nach, 
sich  ändern.  Dieses  System  sch^vindet  beim  Eintreffen  der  A,  B, 
...  in  Z  in  einen  Punct  zusammen  und  wird  am  grössten,  wenn 
jeder  der  Puncte  -4 ,  B,  ...  sich  in  seinem  Kreise  von  Z  um  den 
Durchmesser  des  Kreises  entfernt  hat.  Da  alsdann  die  Mittelpuncte 
der  Linien  ZA,  ZB,  ...  mit  den  Mittelpuncten  der  Kreise  zusam- 
menfallen, so  folgt,  dass  auch  das  System  der  Mittelpuncte  der  Kreise 
eine  dem  System  der  Puncte  A,  J5,  ...  ähnliche  Figur  bildet,  und 
dass  in  beiden  Z  ein  ähnlich  liegender  Punct  ist. 


§.  119.     Bei   der  jetzt  betrachteten   Figur  wurden   die  Puncte 

A,  B,  Cj  . . . ,  so  wie  der  Punct  Z  und 
der  Winkel  2a,  beliebig  angenommen  und 
damit  die  Kreise  durch  A,  B,  C,  ...  con- 
struirt.  Statt  des  Punctes  Z  und  des  Win- 
kels 2  a  können  wir  aber  auch  zwei  von 
den  Kreisen  als  zum  Theil  beliebig  ge- 
geben setzen  und  daraus  die  übrigen  zu 
bestimmen  suchen. 

Sei  demnach  in  einer  Ebene  ein  System 
von   Puncten   A,  B,    C,  D,  E,  ...   (vergl. 
Fig.  40)  gegeben  und  werde 

1)   durch  A  willkürlich  ein  Kreis  beschrieben,  den  man  als  den 
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dem  Puncte  A  zugehörigen  betrachte.  Er  schneide  die  Geraden 
AB^  ACj  AD,  AEy  ...  in  Puncten,  die  ich  mit  A,Bj  A.C, 
A .  Dj  A.E  bezeichnen  vnil ,  und  welche  die  festen  Puncte  dieser 
Linien  sein  werden.  —  Der  durch  B  zu  beschreibende  Kreis  muss 
ausserdem  noch  durch  den  Punct  A .  B  und  den  im  Kreise  durch 
A  liegenden  Punct  Z  gehen.     Man  beschreibe  daher 

2)  durch  B  und  A .  B  willkürlich  einen  z^veiten  Kreis  und 
nenne  Z  den  Durchschnitt  desselben  mit  dem  Kreise  durch  A,  Die 
Durchschnitte  B ,  C,  B .  D,  B  .  E,  ...  des  Kreises  durch  B  mit  den 
Linien  BC,  BD,  BE,  ...  sind  die  festen  Puncte  dieser  Linien. 

3)  Der  Kreis  für  den  Punct  C  muss  ausser  C  noch  die  schon 
erhaltenen  Puncte  A  ,  C,  B .  C,  Z  treflfen  und  ist  hierdurch  mehr 
als  vollkommen  bestimmt.  Dies  gibt,  wie  man  leicht  wahrnimmt, 
den  schon  in  §.  117,  a  gefundenen  Satz.  —  Treffe  der  Kreis  durch 
C  die  Geraden  CD,  CE,  ...  in  CD,  C.E,  ...,  als  den  festen 
Puneten  dieser  Linien,  so  liegen  nunmehr 

4)  die  fünf  Puncte  D,  A  .  D,  B ,  D,  CD,  Z  in  einem  Kreise, 
in  dem,  welcher  dem  Puncte  D  zugehört,  und  wir  haben  damit  den 
in  §.116  vom  Vierecke  bemerkten  Satz  wiedergefunden.  —  Der 
Kreis  durch  D  treflfe  die  Linien  DE,  ...   in  D ,  E,  . . . ,  so   müssen 

5)  die  sechs  Puncte  E,  A.E,  B.E,  C  E,  D.E,  Z  in  einem 
Kreise  liegen.  Dies  ist  der  Kreis  für  den  Punct  E,  von  dem  man 
auf  ähnliche  Art  zu  den  Kreisen  der  noch  übrigen  Puncte  fortgeht. 
—  Das  damit  gewonnene  allgemeine  Resultat  kann  etwa  folgender- 
gestalt  ausgedrückt  werden: 

Hat  man  ein  System  vo7i  Puneten  in  einer  Ebene,  und  verbindet 
sie  paartoeise  durch  gerade  Linien,  so  kann  man  in  jeder  dieser  Linien 
noch  einen  Punct  angeben,  dergestalt,  dass  alle  die  letzteren  Puncte, 
tcelche  in  Linien  liegen,  die  von  einem  und  demselben  Puncte  des  Sy- 
stems (tusgehen,  mit  diesem  Puncte  selbst  immer  in  einem  Kreise  ent- 
halten sind.  Drei  der  Puncte,  welche  in  Linien  liegen,  die  nicht  alle 
drei  von  demselben  Puncte  des  Systems  ausgehen,  können  toülkürlich 
genommen  werden.  Alle  die  gedachtefi  Kreise  schneiden  sich  übrigens 
noch  in  einem  Puncte,  und  die  Bögen  derselben  von  diesem  Puncte  bis 
zu  den  Puneten  des  Systems  sind  insgesammt  einander  ahnlich, 

§.  120.  Bei  der  Construction,  wodurch  in  §.  115  der  Mittel- 
punct  eines  Systems  von  Kräften  in  einer  Ebene  gefunden  wurde, 
gibt  es  einige  noch  nicht  erwähnte  Beziehungen,  welche  uns,  den 
Mittelpunct  noch  auf  eine  andere  Weise  zu  finden,  in  Stand  setzen. 

Seien,  wie  in  §.  115,  PA,  QA,  TA  (vergl.  Fig.  37  auf  p.  169)  die 
Richtungen  zweier  Kräfte  p,  q  und  ihrer  Resultante   t\  P,    Q  die 
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Angriffspuncte  der  ersteren  und  T  der  in  der  Resultante  enthaltene 
Mittelpunct.  Weil  T  mit  P,  Q,  -4  in  einem  Kreise  lie^t  so  ist  der 
Winkel  PAT=PQT,  QAT=QPT  und  PAQ  gleich  dem 
Nebenwinkel  von  PTQ.  Construirt  man  daher  ein  Dreieck  P'Q'T', 
dessen  Seiten  TQ\  P'T\  P'Q'  den  Richtungen  von  />,  q,  t  parallel 
sind,  so  wird  dieses  dem  Dreiecke  PQT  ähnlich  sein,  jedoch,  ^vie 
die  Figur  zeigt,  die  umgekehrte  Lage  von  PQT  haben,  so  dass  man 
das  eine  Dreieck  nicht  durch  blosses  Drehen  in  seiner  Ebene,  son- 
dern erst  nach  einer  halben  Wendung  um  eine  in  der  Ebene  liegende 
Axe  in  eine  solche  Lage  bringen  kann,  dass  seine  Seiten  mit  denen 
des  anderen  parallel  werden. 

Sind  folglich  im  Gegentheile  die  Angriffspuncte  P  und  Q  zweier 
Kräfte  und  das  Dreieck  P'Q'T'  gegeben,  dessen  Seiten  T'Q\  P'T 
und  P'Q'  den  Richtungen  der  beiden  Kräfte  und  ihrer  Resultante 
parallel  sein  solleü.  so  construire  man,  um  den  Mittelpunct  zu  finden, 
über  PQ  ein  dem  P'Q'T'  ähnliches,  aber  umgekehrt  liegendes  Drei- 
eck PQT,  und  es  wird  T  der  gesuchte  Mittelpunct  sein. 

Hierbei  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  nach  §.  2S,  h 
die  Seiten  des  Dreiecks  P'Q'T',  und  folglich  auch  des  Dreiecks 
PQT,  den  Intensitäten  von  p^  q,  t  proportional  sind.  Lassen  wir 
daher  noch  auf  T  eine  der  Resultante  t  gleiche  aber  entgegengesetzte 
Kraft,  also  nach  der  Richtung  A  T,  wirken,  als  wodurch  ein  bei  der 
Drehung  sich  nicht  aufhebendes  Gleichgewicht  entsteht,  so  haben 
wir  folgenden  durch  seine  Beziehungen  zwischen  den  Stücken  eines 
Dreiecks  und  den  bestimmenden  Stücken  dreier  Kräfte  nicht  un- 
interessanten Satz: 

Svid  die  Ecken  P,  Qj  T  eines  Dreiecks  die  Angriffspuncte  dreier 
Kräfte  p,  q,  t,  sind  die  Winkel  des  Dreiecks  den  Supplementen  der 
V071  den  Richtungefi  der  Kräfte  mit  einatider  gebildeten  Whikel  gleich, 
P=  ISO*^  —  j^7,  etc.,  und  si?id  die  Seiten  des  Dreiecks  den  Intensi- 
täte7i  der  Kräfte  proportio7ial,  Q  T  proportiotial  mit  p,  etc.  so  herrscht 
Gleichgewicht, 

Dass  dieses  Gleichgewicht  durch  Drehung  nicht  gestört  wird, 
geht  schon  aus  dem  Satze  selbst  hervor,  indem  eine  der  drei  Rich- 
tungen nach  Willkür  genommen  werden  kann,  und  unabhängig  von 
dieser  Annahme  die  gegenseitigen  Winkel  der  Richtungen  bestimmt 
worden. 

§.  121.  Wir  wollen  jetzt  nach  dieser  zweiten  Methode  den 
Mittelpunct  von  drei  Kräften  p,  q,  r  zu  bestimmen  suchen.  Seien  die 
Geraden  ad,  ha,  ch  (vergl.  Fig.  3S,  a  auf  p.  171)  parallel  mit  den  Rieh- 
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tungeii  derselben ;  die  Gerade  h  d  parallel  mit  der  Resultante  t  von  p 
und  q\  ca  parallel  mit  der  Resultante  u  von  q  und  r.  Alsdann  ist, 
iiie  sich  auch  ohne  das  Parallelogramm  der  Kräfte  erweisen  lässt,  cd 
parallel  mit  der  Resultante  von  j»,  q^  r,  welche  s  heisse*).  Seien 
endlich  Py  Qy  ü  die  gegebenen  Ängriffspuncte  von  /?,  y,  r. 

Man  construire  nun  über  PQ  ein  dem  Dreiecke  bda^  d.  i.  dem 
Dreiecke  der  Richtungen  von  p,  q,  t  ähnliches  Dreieck  PQT,  in- 
dem man  die  Spitze  T  auf  derjenigen  Seite  von  PQ  nimmt,  wodurch 
PQT  die  umgekehrte  Lage  des  Dreiecks  pqt  erhält.  Ebenso  mache 
man  über  RT  das  Dreieck  liTS  dem  Dreiecke  rts  in  umgekehrter 
Lage  ähnlich,  und  man  hat  damit  S,  als  den  Mittelpunct  von  p^  q^ 
r  gefunden. 

Oder  man  verzeichne  über  QR  das  dem  Dreiecke  qru  ähnliche 
und  umgekehrt  liegende  Dreieck  QRU  und  über  PU  das  dem  Drei- 
ecke pus  ähnliche  und  umgekehrt  liegende  Dreieck  PUS, 

Da  sich  auf  beide  Arten  derselbe  Punct  S  ergeben  muss,  so  hat 
man  folgenden  Satz: 

Sifid  p,  q,  Vj  s  die  aufeifuinder  folgenden  Seiten  eines  ebenen 
Vierecks  y  t  die  durch  den  Durchschnitt  von  p  mit  s  und  den  von  q  mit 
r  gehende  Diagonale,  u  die  andere  Diagonale,  so  kann  man  zu  drei 
beliebig  genommenen  Puncten  P,  Q,  R  drei  andere  S,  T,  U  in  der- 
selben Ebene  hinzufügen,  dergestalt ,  dass  die  vier  Dreiecke  PQT, 
QRU,  RST,  SP U  den  Dreiecken  pqt,  qru,  rst,  spu  der  ersteren 
Figur  ähnlich  sind, 

Sämmtliche  Dreiecke  PQT,    etc.   können  hierbei  übrigens    die 

*)  Denn  construirt  man  ein  Viereck  ABCDy  dessen  drei  Seiten  DA,  AB, 
BC  und  zwei  Diagonalen  AC,  BD  resp.  den  Seiten  da,  ba,  bc  und  Diagonalen 
bdf  ae  des  Vierecks  ab  cd  parallel  sind,  und  lässt  man  AD,  AB ,  CB  die  Rich- 
tungen der  Kräfte  p»  q,  r  vorstellen,  so  sind  AC,  DB  die  Richtungen  der  Re- 
sultanten i,  u.  Die  Resultante  «  von  p,  q,  r,  d.  i.  von  t,  r  oder  von  p,  Uy  muss 
daher  sowohl  durch  C,  als  durch  D  gehen,  folglich  in  C2>  fallen.  Heisst  nun 
noch  g  der  Durchschnitt  von  ac  mit  bd,  und  G  der  Durchschnitt  von  BD  mit 
AC,  so  sind  wegen  des  Parallelismus  von  DA  mit  da,  u.  s.  w.  die  Dreiecke  gda 
und  GADy  gab  und  GBA,  gbc  und  GCB  paarweise  einander  ähnlich,  und 
es  verhält  sich  daher 

gd.ga^  GA  :  GD  , 

ga.gb^  GB :  GA  , 

gb  ige  =  GC:  GB  ,• 
folglich 

gd:gc=  GC  :  GD  . 

Mithin  sind  auch  die  Dreiecke  gcd  und  GDC  einander  ähnlich,  und  cd  ist  mit 
DCj  d.  i.  mit  der  Richtung  von  s,  parallel.  —  Uebrigens  ist  der  jetzt  geometrisch 
erwiesene  Parallelismus  von  cd  mit  DC,  unter  denselben  Voraussetzungen,  wie  hier, 
bereits  in  §.  29  durch  Statik  dargethan  worden. 

12* 
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umgekehrte  Lage  der  Dreiecke  pqt,  etc.  haben,  >vie  vorhin,  oder 
auch  die  directe,  indem  man  nur  die  Ebene  der  einen  Figur  von 
der  entgegengesetzten  Seite  zu  betrachten  braucht,  um  die  eine  Lage 
sogleich  in  die  andere  zu  verwandeln. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun  auch  bei  einem  Systeme  von 
noch  mehreren  Kräften  verfahren,  und  damit  folgenden  allgemeinen 
Satz  gewinnen: 

Hat  man  ein  System  von  m  Puncten  in  eitier  Ebene  und  verbindet  je 
zwei  der  Beiben  durch  eine  Gerade^  so  kann  man  Jeder  dieser  \m(m  —  1) 
Geraden  einen  Punct  entsprechen  lassen^  dergestalt^  dass  Jedem  der 
^m  [m  —  1 )  (m  —  2)  Dreiecke,  welches  drei  der  m  ersteren  Puncte  zu  Ecken 
hat,  das  Dreieck  ähnlich  ist,  dessen  Ecken  die  den  Seiten  des  ersteren 
Dreiecks  entsprechenden  Puncte  sind.  Dabei  können  von  den  \m(m  —  1) 
Puncten  irgend  m  —  1 ,  von  deren  entsprechenden  Linie  keine  drei  oder 
mehrere  ein  geschlossenes  Vieleck  bilden,  nach  Willkür  bestimmt  werdeti. 

Die  übrigen  \m(m — 1)  —  [m — \)  =^  \{m — \){m  —  2)  Puncte 
werden  durch  Construction  eben  so  vieler  Dreiecke  gefunden,  die 
den  entsprechenden  Dreiecken  in  dem  Systeme  der  m  Puncte  ähn- 
lich sind.  Zufolge  des  Satzes  müssen  dann  auch  die  übrigen 
\m(m  —  1)  (m  —  2)  —  \(m  —  1)  (m  —  2)  =  i(m—  1)  (m  —  2)  (m  —  3) 
Dreiecke  der  einen  Figur  den  entsprechenden  Dreiecken  in  der 
anderen  ähnlich  sein. 

§.  122.  Nachdem  wir  in  dem  Bisherigen  von  Kräften,  die  nach 
beliebigen  Richtungen  in  einer  Ebene  wirken,  den  Mittelpunct  durch 
Construction  zu  finden  gelernt  haben,  wollen  wir  diesen  Punct 
noch  durch  Rechnung  zu  bestimmen  suchen,  wobei  sich  uns  zu- 
gleich einige  andere  für  die  Folge  wichtige  Bemerkungen  darbieten 
werden. 

Seien,  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
(X,  Y),  (X',  y),  etc.  mehrere  Kräfte  in  einer  Ebene,  die  sich  das 
Gleichgewicht  halten;  (x ,  y),  (x',  y'),  etc.  die  Angriffspuncte  der 
Kräfte.     Alsdann  ist  wegen  des  Gleichgewichtes  (§.  3S): 

(1)     2X  =  0,  (2)     .SY=0,  (3)     :^[xY—yX)  =  (\, 

Indem  nun  die  Kräfte  mit  parallel  bleibenden  Richtungen  und 
unveränderten  Litensitäten  auf  dieselben  Puncte  des  Körpers  zu 
wirken  fortfahren,  werde  der  Körper  verrückt,  jedoch  so,  dass  die 
Ebene  der  Kräfte  nicht  aus  ihrer  Lage  komme.  Durch  diese  Ver- 
rückung seien  in  Bezug  auf  das  vorige  Coordinatensystem,  welches 
an  der  Bewegung  nicht  Theil  genommen  habe,  die  Coordinaten  der 
Angriffspuncte  rcsp.  in  x^ ,  y^ ;  x\ ,  y\ ;  etc.  übergegangen.     Soll  da- 
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her  auch  jetzt  noch  Gleichgewicht  herrschen^  so  muss  zu  den  vorigen 
drei  Gleichungen  noch  die  vierte 

hinzukommen. 

Es  ist  aber,  wenn  der  Punct  des  Körpers,  welcher  anfänglich 
mit  dem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  zusammenfiel,  nachher  die 
Coordinaten  a,  b  erhält,  und  wenn  die  Linie  des  Körpers,  welche 
anfangs  mit  der  Axe  der  x  coincidirte ,  nach  der  Verrückung  einen 
Winkel  a  mit  derselben  macht: 

x^  =  a  +  ^  cos  a  —  y  sin  a  , 

y^  =  b  •+■  X  sin  a  -\-  y  cos  a  , 

u.  s.  w.     Mit  diesen  Werthen  von  a;^ ,  y^ ,  ...  wird 

2(x,Y—t/, X)  =  a.S  Y—  b .2X  +  cosa  .  2[x  Y—yX) 

—  8iaa.2[xX  +  yY)  , 

oder  mit  Anwendung  der  Abkürzungen  -4,  B,  iV  (§.  37),   und  wenn 
wir 

2{xX  +  yY)  =  h 
setzen: 

2  (x^  Y —  y^  X)  =  aB  —  bA  +  iVcos  a  —  h  sin  a  =  —  h  sin  a  , 

wegen  (1),  (2)  und  (3);  und  es  ist  demnach 

(4)  Ä  =  0 

die  Bedingungsgleichung  für  die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes. 

§.  123.  Zusätze,  ä)  Durch  a,  b  und  a  wird  die  Verrückung 
des  Körpers,  wie  sie  jetzt  angenommen  worden,  vollkommen  be- 
stimmt. Sie  kann  hiemach  als  zusammengesetzt  betrachtet  werden 
aus  einer  mit  der  Ebene  der  x,  y  parallelen  Fortbewegung, 
welche  durch  a,  b  gegeben  ist,  und  aus  einer  durch  a  gegebenen 
Drehung  um  eine  auf  dieser  Ebene  normale  Axe. 

b)  So  wie  2{xY — yX)  das  anfängliche  Moment  des  Systems  in 
Bezug  auf  den  Anfängspunct  der  Coordinaten  ist,  so  ist  2(x^  Y —  y,  X) 
das  Moment  in  Bezug  auf  denselben  Punct  nach  der  Ver- 
rückung. Beim  anfänglichen  Gleichgewicht  ist  ersteres  Moment 
gleich  Null,  und  unter  derselben  Voraussetzung  das  letztere  gleich 
—  Asina,  also  nur  abhängig  von  dem  Winkel,  um  welchen  der 
Körper  gedreht  worden,  und  unabhängig  von  der  durch  a,  b  be- 
stimmten parallelen  Fortbewegung.  Es  ist  daher  auch  unabhängig 
von  der  Axe  der  Drehung,  wenn  diese  nur  auf  der  Ebene  der  Xy  y 
senkrecht  steht. 

c)  Weil  sowohl  anfangs,  als  bei  der  nachherigen  Drehung,   A 
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und  B  Null  sind^  so  wird  das  System,  welches  anfangs  im  Gleich- 
gewichte ist,  bei  der  Drehung  mit  einem  Paare  gleichwirkend  (§.  39), 
Das  Moment  des  Systems,  — /^sina,  ist  daher  eben  so,  wie  das 
Moment  eines  Paares,  für  alle  Puncte  der  Ebene  von  gleicher  Grösse 

(§•  31). 

d)  Das  Moment  nach  der  Drehung  ist  dem  Sinus  des  Drehungs- 
winkels a  proportional  und  erreicht  daher  nach  einer  Drehung  um 
90*^  oder  270°  seinen  grössten  Werth,  welcher  gleich  ^A  ist.  Da- 
gegen ist  es  gleich  Null  und  das  Gleichgewicht  besteht  noch,  wenn 
a  gleich  einem  Vielfachen  von  180°,  und  daher  der  Körper  seiner 
anfänglichen  Lage  parallel  ist,  oder  halb  um  sich  herum  gedreht 
worden  ist  (vei^l.  §.  5,  5). 

Dass  —  h  der  Werth  des  Moments  nach  einer  Drehung  um  90° 
ist,  folgt  übrigens  auch  unmittelbar  daraus,  dass  durch  eine  solche 
Drehung  des  Systems  um  den  Anfangspunct  der  Coordinaten,  x  in 
—  y  und  y  in  Xy  folglich  xY — yX  in  — (xX  +  yY)  übergeht. 

§.  124.  Ist  in  der  Ebene,  worin  die  Kräfte  (X,  Y),  (X\  Y\ 
. . .  wirken,  noch  ein  zweites  System  von  Kräften  befindlich,  die  sich 
bei  der  anfänglichen  Lage  des  Körpers  ebenfalls  das  Gleichgewicht 
halten,  und  ist  nach  einer  Drehung  um  90°  das  Moment  dieses 
zweiten  Systems  eben  so  gross,  als  das  des  ersten,  gleich  — A,  so  ist 
es  nach  einer  Drehung  um  a  gleich  —  h  sin  a ,  folglich  stets  mit 
dem  ersten  gleichwirkend. 

Bestehe  das  zweite  System  nur  aus  zwei  Kräften  P^  und 
P^  =  —  P, ,  deren  Angriffspuncte  A^  und  A^  seien.  Das  Coordi- 
natensystem,  dessen  Lage  willkürlich  ist,  wollen  wir  so  annehmen, 
dass  beim  anfänglichen  Gleichgewichte  der  Punct  A^  in  den  An- 
fangspunct der  Coordinaten  und  die  Gerade  A^  A^  in  die  Axe  der  x 
fallt.     Alsdann  ist  fiir  den  Punct  A^ 

x  =  A,A^  ,        y  =  0  , 

und  für  die  Kraft  P^ 

X  =  P,  ,         y=0; 
folglich 

fl  ^=^  X  JL  ^^^  .^j  .^o  •  "*  •    ) 

wo  die  Richtung  von  P,  und  die  anfängliche  von  A^  A^  einerlei  oder 
einander  entgegengesetzt  sein  müssen,  jenachdem  h  positiv  oder 
negativ  ist. 

Hat  man  daher  für  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene,  die 
im  Gleichgewichte  sind,  das  Moment  h  berechnet,  und  bringt  man 
an  zwei  willkürlich  in  der  Ebene  genommenen  Puncten  A^  und  A^ 
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zwei  einander   direct  entgegengesetzte  Kräfte  P^  und  P,  an,   deren 

jede  gleich  — — -j-   ^^»   ^^^  ^^^  welchen  P,  auf  A^  nach  der  Rich- 

A^  A^ 

tung^f^,  oAer  A^A^  wirkt,  jenachdem  7^  das  positive  oder  negative 
Zeichen  hat,  so  dass  mithin  beide  Kräfte  bei  einem  positiven  h  ihre 
Angriffspuncte  von  einander  zu  entfernen,  bei  einem  negativen  ein- 
ander zu  nähern  streben:  so  werden  bei  der  Drehung  das  Paar,  in 
welches  diese  zwei  Kräfte  übergehen,  und  das  erstere  System  selbst 
immer  gleiche  Wirkung  haben.     Mit  anderen  Worten: 

Ein  System  von  Kräften  in  einer  JEbene,  welche  sich  das  Gleich- 
gemcht  hatten  ^  tvird  bei  Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst  gleichwir- 
kend mit  einem  Paare ^  dessen  Kräfte  ebenso^  toie  die  des  Systems^  mit 
parallel  bleibenden  Richtungen  und  unveränderter  Stärke  forttcährend 
auf  dieselben  zwei  Puncte  der  Ebene  wirkend  sich  annehmen  lassen. 
Die  zwei  Punete  selbst,  oder  auch  der  eine  Punct  und  die  auf  th?i  ge- 
richtete Kraft^  können  dabei  unllkürlich  bestimmt  werden, 

Ist  das  System  anfänglich  nicht  im  Gleichgewichte,  sondern  auf 
ein  Paar  reducirbar,  werden  also  von  den  Gleichungen  1),  2),  3)  nur 
die  beiden  ersten  erfüllt,  so  wird 

2(x^Y —  y^X)  =  N cos  a  —  7^  sin  a  , 

folglich,  wenn  wir 

S(x,Y-y,X)  =  0 

setzen: 

N 
tang  <x  =  jj      • 

d.  h.  das  Moment  des  Systems  verschwindet  nach  einer  Drehung, 
deren  Winkel  a  durch  letztere  Gleichung  bestimmt  ist  und  somit 
zwei  um  180"  verschiedene  Werte  hat. 

Ist  dem?mch  ein  System  von  Kräftefi  in  einer  Ebene  mit  einem 
Paare  gleichwirkend ,  so  gibt  es  bei  Drehung  der  Ebefie  in  sich  selbst 
zwei  einander  entgegengesetzte  Lagen  ^  in  deneti  Gleichgetcicht  statt- 
findet. Ein  System,  dieser  Art  muss  daher  ebenso  ^  toie  das  vorige,  bei 
der  Drehung  mit  einem  Paare  gleichtoirkend  sein,  dessen  Kräfte  auf 
zwei  willkürlich  zu  nehmende  Puncte  der  Ebene  nach  parallel  bleiben- 
den Richtungen  toirken, 

§.  125.  Wenn  endlich  das  in  einer  Ebene  enthaltene  System 
durch  eine  einzelne  Kraft  (X,,  FJ  ins  Gleichgewicht  gebracht  wer- 
den kann,  so  lässt  sich  der  AngrifFspunct  (^r^,  yj  dieser  Kraft  in 
ihrer  Richtung  immer  so  bestimmen,  dass  auch  bei  der  Drehung  das 
Gleichgewicht  fortdauert.     Man  hat  nämlich,   wenn  zu  den  Kräften 
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des  Systems  noch  die  Kraft  (X^,  YJ  hinzugefügt  wird,  zufolge  der 
vier  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  (§.  122),  welche  das  bei  der  Drehung 
fortdauernde  Gleichgewicht  bedingen: 

Y,+B  =  0  ,        x,X,  +  y,Y,  +h  =0  . 

Hieraus  fliesst  nach  Elimination  von  X^  und  1\: 

Bx^  —  Ay^  =  N  ,  Ax^  +  Bf/^  =  h  , 

und  hieraus  weiter: 

_  Ah  +  BN  _  Bh  —  AN 

^'~  Ä^  +  B*     '        ^'~  A^  +  B* 

Ein  auf  eine  einzelne  Kraft  ( —  X^ ,   —  FJ  reducirbares  System 

bleibt  daher  auch  bei  der  Drehung   mit   dieser  Kraft  gleichwirkend, 

und  die  Richtung  derselben  trifft  fortwiUirend  den  durch  die  eben  ye- 

fundenen  Coordinaten   x^,  y^    bestimmten  Punct   der  Ebene  ^    —   den 

Mittelpunct  des  Systems. 

Für  den  besonderen  Fall,  wenn  die  Kräfte  einander  parallele 
Brichtungen  haben,  und  q)  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  diese 
Brichtungen  gegen  die  Axe  der  x  geneigt  sind,  P,  P\  . . .  aber  die 
Intensitäten  der  Kräfte  ausdrücken,  hat  man: 

A  =  cos  fp  .  2P  ,         iV=  sin  q) .  l^xP —  cos  ip  .  2yP  , 
B  =  sin  fp  .  2P  ,.       h  =  cos  qp .  SxP-^-  sin  (p  .  2yP  . 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  obigen  Ausdrücken  für  x^ 
und  y^,  so  ergeben  sich  nach  leichter  Beduction: 

_  2xP  _  2yP 

^i  —    vp     »  y«  vp    y 

die  schon  in  §.  lOS  gefundenen  Werthe  für  die  Coordinaten  des 
Mittelpuncts  paralleler  Kräfte. 
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Achtes  Kapitel. 

Von  den  Axen  des  Gleichgewichtes. 


§.  126.  Die  Untersuchungen,  welche  wir  im  siebenten  Kapitel 
über  Systeme  von  parallelen  Kräften,  sowie  von  Kräften,  die  in  einer 
Ebene  wirken,  angestellt  haben,  wollen  wir  jetzt  auf  Systeme  von 
Kräften  im  Räume  überhaupt  ausdehnen  und  uns  deshalb  zunächst 
folgende  Frage  vorlegen: 

Auf  einen  frei  beweglichen  festen  Körper  toirken  Kräfte  nach  be- 
liebigen Richtungen  und  halten  einander  das  Gleichgewicht.  Unter 
welchen  Bedingungen  toird  dieses  Gleichgewicht  bei  Aenderung  der 
Lage  des  Körpers  fortdauern ,  wetm  die  Kräfte  auf  die  anfänglichen 
Angriffspuncte  parallel  mit  ihren  anfänglichen  Richtungen  zu  toirken 
fortfahren  9 

Die  in  den  nächsten  §§.  zu  gebende  Beantwortung  dieser  Frage 
wird  die  Grundlage  aller  übrigen  hierher  gehörigen  Untersuchungen 
bilden. 

§.127.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem, 
dessen  Axen  eine  unveränderliche  Lage  im  Räume  haben,  seien 
(X,  Y,  Z)j  (X'j  Y\  Z'),  ...  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  und 
(z,  y,  z)j  (x'j  y\  z'),  ...  die  Angriffspuncte  derselben  vor  der  Ver- 
rückung des  Körpers.  Alsdann  ist,  weil  sich  die  Kräfte  das  Gleich- 
gewicht halten  sollen  (§.  66) : 

[    2X  =  0  ,  I    2{gZ-zY)=0  , 

(1)       f.    IY=0,  (2)      j    2(zX-xZ)  =  0, 

\    2Z=0,  l    2{xY—gX)  =  0  , 

Man  denke  sich  noch  ein  zweites  System  dreier  sich  rechtwink- 
lig schneidender  Coordinatenaxen ,  welches  mit  dem  beweglichen 
Körper  fest  verbunden  ist,  und  fiir  welches  daher  die  Coordinaten 
der  Angriffspuncte  bei  der  Bewegung  des  Körpers  ungeändert  blei- 
ben. Dieses  zweite  System  falle  anfangs  mit  dem  ersten  Systeme 
zusammen,  so  dass  die  Coordinaten  der  Angriffspuncte  in  beiden 
Systemen  anfangs  sich  gleich  sind.  Die  nachherige  Verrückung  des 
Körpers  wird  nun  vollkommen  bestimmt  sein,  wenn  wir  die  dadurch 
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erfolgte  Aenderung  der  Lage  des  zweiten  Systems  gegen  das  erste 
angeben. 

Sei  daher  nach  der  Verriickung  (a,  b,  c)  der  Anfangspiinct  des 
zweiten  Systems  in  Bezug  auf  das  erste;  seien  femer  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  mit  den  Axen  der  Xj  y,  z  iia  ersten  Systeme 

die  Axe  der  x  im  zweiten  macht,  =  a  ,   ß  ^   y  , 

-     -     -  y  -       -         -     =a',  ir,  /, 

-       -       -    z    -         -  .       =a",   ^',   f. 

Alsdann  ist,  wenn  wir  noch  die  für  das  erste  System  veränder- 
ten Coordinaten  der  Angriffspuncte  mit  ar^,  y^,  z^\  x\^  y\^  z\\   etc. 

bezeichnen : 

x^  =  a  +  ax  +  cr'y  +  a"z  , 

y,  =b+ßx  +ß'y  +ß"z  , 

^1  =c+yx  +/y  +y"z  , 

x\  =  a  +  ax'  +  a'y'  +  aV  , 

U.    8.    W.,    U.    S.    W. 

Da  nun  auch  nach  der  Yerrückiing  zwischen  den  sich  parallel 
gebliebenen  Kräften  Gleichgewicht  noch  herrschen  soll,  so  müssen 
nächst  den  obigen  sechs  Gleichungen  (1)  und  (2)  noch  folgende  drei 

|^(y,Z-;j.y)=0  , 

(3)  :2KX-a:,Z)  =  0, 

erfüllt  werden. 

Es  wird  aber,  wenn  man  für  x^^  y^,  z^  ihre  durch  x^  y,  z  aus- 
gedrückten Werthe  substituirt: 

y,Z—z,Y=hZ'\-ßxZ-\'ß'yZ+§!'zZ 
_  cY—yxY  —  y'yY  —  fzY  . 

Setzt   man    daher   noch    der  Kürze    willen    und  mit  Rücksicht 

auf  (2) : 

(  2yZ  =  ^5:y  =  jP,  2a;X  =  /    , 

2«X=2arZ==  G,  ^yY  =m  , 

2xY=2yX=H,  2zZ  =n   , 

und  erwägt,  dass  nach  (1)  ^  X  =  0,   etc.,    so  verwandelt  sich  die 
erste  der  Gleichungen  (3)  in: 

(  (ß'  —  y")F+ßG  —  yH  —  /m  +  fr'n  =  0  : 

,p^^  und  ebenso  folgen 

I  (/  —  a)G  +  /H—a'F  —  a"n  +yl   =  0  , 

(a  —  ß')H+  a"F—  (T'G—  ßl   +«'»»=  0 

aus  den  beiden  anderen  Gleichungen  (3). 
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An  die  Stelle  dieser  mit  3)  identischen  Gleichungen  (5)  lassen 
sich  aber  drei  aus  ihnen  fliessende  ungleich  einfachere  setzen.  Zu 
dem  Ende  erinnere  man  sich  zuerst  der  bekannten  Relationen: 

j  a'o"  +  ß'ß"  +  y'f  =  0  ,  (tiY  +  (fy'  +  ß"y"  =  0  , 

[  aa'  +ßß'  +yy'  =0  ,  l  aß +  a'ß' +  tt"ß"  =  0  , 

I  a*  +  a"  +  a"*=\   ,         a*  +ß*  +y*  =1  , 

{C)\  ß*+ß'*+ß"*=]   ,         a'»+,r*+/»=l   , 

l  '/*+■/*+'/"*  =  1  ,        tt"*  +  ß"*  +  y"*  =  i   , 

und  der  aus  ihnen  sich  ergebenden 


{!>) 


ßY  —  ß^y  =  a  ,       y'a"  —  y"a'  =  ß   ,       a'ß!'  —  a"ß'  =  y  , 
'    /Ty  —  ßf  =  a'  ,       fa  —  ya"  =  ß'  ,       a"ß  —  aß!'  =  y'  , 
ßy'  -  ß-y  =  a"  ,       ya'  -  y'a  =  ß^' ,       aß'  -  a'ß  =  /'  ,•) 


*)  Um  letztere  weniger  oft  vorkommende  Relationen  (D)  aus  den  vorhergehen- 
den abzuleiten,  denke  man  sich  in  den  Relationen  (D)  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  statt  a,  ß,  y,  a',  ...  einstweilen  a,  6,  c,  a',  ...,  als  ab- 
kürzende Bezeichnungen  von  /J*/"  —  ßf'y,  etc.  geschrieben.  Der  dann  noch  zu 
führende  Beweis,  dass  a  =  « ,  ^  *=  i^,  ...,  c^ s=s  y",  igt  folgender. 

Aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  lA)  fliesst: 

n:ß:r  =  ßY—  ß'Y  :  y'«"  —  /'«' :  €t\r  —  a"ß'  , 
d.  i. 

a  :  ß:  y  sss  a  :bi  c  , 

ebenso  aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  iB]: 

und  man  sieht  leicht,  indem  man  auf  gleiche  Art  auch  die  übrigen  Verbindungen 
zweier  Gleichungen  in  (A)  und  in  {B)  in  Rechnung  zieht,  dass  überhaupt  die  neun 
Grössen  a,  b,  . . . ,  e"  den  neun  Cosinussen  a ,  ß,  . . . ,  /'  proportional  sind.  Man 
setze  daher 

<i  =  m ff  ,         h  s=  mß  f        . . .  ,        c"  ==  my*  y 

wo  m  eine  für  alle  diese  Gleichungen  unveränderliche  Zahl  ist.  Um  sie  zu  be- 
stimmen, nehme  man  etwa  die  drei  letzten  Gleichungen  von  (D) : 

ßy  —  ^yssma"  ,         ya'  —  y'«  «  ?n/9"  ,         aß'  —  a'ß^=my'  , 

und  addire  ihre  Quadrate,  so  kommt  nach  leichter  Transformation: 

^«*  +  i«'  4-  y*)  («"  4-  ?""  +  y '*)  -  («  «'  -f  i^/J'  -f  y  y ?  =  w»"  («"'  +  i^"  +  /")  , 

eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  der  Gleichungen  (C)  und  der  dritten  von  \A)  auf 

1  =m* 

reducirt;  folglich  entweder  immer  m  ^  -f-  1 ,  oder  immer  m  s=s  —  1. 

Ueber  die  Wahl  zwischen  diesen  beiden  Werthen  von  m  entscheidet  der  Um- 
stand, dass  die  zwei  Axensysteme,  deren  gegenseitige  Lage  durch  a,  ß,  ...,  y 
bestimmt  wird,  anfangs  zusammenfallen  sollen,  die  positiven  Axen  der  Xj  y,  z  des 
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Nun  folgt  aus  den  zwei  letzten  der  Gleichlingen  (5),  wenn  man 
aus  ihnen  /  wegschafft,  sie  deshalb  resp.  mit  ß  und  y  multiplicirt 
und  hierauf  addirt,  mit  Anwendung  der  Relationen  (D) : 

(a"y  _  a'ß)  F—  (aß  +  «')(?  +  [ay  +  a")H+  a'ym  —  oTßn  =  0  . 

Hierin  ist  vermöge  (D)  der  Coefficient  von  F, 

=  fa-ß^-aß'  +  f  =  (\+a)(f-ß')  . 

Multiplicirt  man  daher  noch  die  erste  der  Gleichungen  (5)  mit 
1  +  a  und  addirt  sie  zu  der  letztgefundenen,  so  geht  F  heraus,  und 
man  bekommt  nach  gehöriger  Reduction  mittelst  (D): 

iß  -a')G+  [a"—  y)H  +(/?'—  /) (m+  w)  =  0  ; 

und  ebenso  findet  sich 

[Y'-^)H+(ß-a')F-^{y-a")(n  +  T)  =0, 

{«"-  V)F-^  (/-  /?")(?+  (a'-ß)  (/  +  f»)  =  0  , 

nachdem  man  die  Gleichungen  (5)  das  einemal  mit  a',  1  +  /^,  /, 
das  anderemal  mit  a\  ß>\  1  +  /'  multiplicirt  und  sie  hierauf  beide- 
male  addirt  hat. 

Man  setze  nun  noch  zur  Abkürzung: 

(6)        /  — /!?"  =  9.T,         a"  — y  =  ;f.ir,        ß  —  a'  =  }p.T; 

(  m  +  n=2(yY+zZ)=f  , 

(7)  l  n  +1  =2(zZ  +xX)  =  g  , 

l  /  +m=:^(xX  +  yY)=h  , 

so  werden  die  eben  erhaltenen  drei^Gleichungen 

(S)  \  q>H+xljF=x9  , 

XF  +q>G=\fjh  . 


einen  mit  den  gleichnamigen  positiven  Axen  des  anderen.    Bei  dem  Zusammen- 
fallen beider  Systeme  ist  aber  offenbar 

«  =  /J'  =  ;/"  =  1   , 

und  jeder  der  sechs  übrigen  Cosinus  gleich  NulL     Substituirt  man  diese  Werthe 
von  a ,  ....  y  in  die  erste  der  Gleichungen  [D] : 

ßV  —  i^V  =  w  a  , 
so  erhält  man 

m  s=  4-  1  . 

Die  Gleichungen  [D],  wie  sie  oben  geschrieben  sind,  haben  daher  ihre  Richtigkeit. 
Hätte  das  eine  Axensystem  gegen  das  andere  eine  solche  Lage,  dass  sie  beide 
nicht *zur  Coi'ncidenz  gebracht  werden  könnten,  sondern  dass,  wenn  z.  B.  die  posi- 
tiven Axen  der  x  und  y  des  einen  in  die  positiven  Axen  der  x  imd  y  des  anderen 
fielen,  die  positiven  Axen  der  z  einander  entgegengesetzt  wären,  so  würde  man, 
wie  sich  auf  gleiche  Art  zeigen  lässt,  m  sc  —  1  zu  nehmen  haben. 


(9) 
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Dies  sind  demnach  die  Gleichungen,  welche  die  Stelle  von  (5) 
oder  (3)  vertreten  können ,  also  die  Bedingungen,  unter  denen 
auch  nach  der  Verrückung  des  Körpers  Gleichgewicht  noch  statt- 
findet. In  ihnen  sind  F^  G^  H^  fj  g,  h  nach  (4)  und  (7)  durch  die 
Richtungen  und  Intensitäten  der  sich  das  Gleichgewicht  haltenden 
Kräfte  und  durch  die  anfänglichen  Coordinaten  ihrer  Angriffspuncte 
gegeben ;  die  Verhältnisse  zwischen  gp ,  % ,  i//  aber  sind  nach  (6)  durch 
die  Lage  des  Körpers  nach  der  Verrückung  gegen  seine  anfängliche 
Lage  bestimmt. 

§.  128.  Die  Verhältnissgrössen  qp,  %,  V  haben  hier  eine  noch 
besonders  merkwürdige  Bedeutung.  Addirt  man  nämlich  die  Glei- 
chungen (6),  nachdem  man  sie  vorher  resp.  mit  a,  ß,  y  multiplicirt 
hat,  so  kommt  mit  abermaliger  Anwendung  von  (Z>): 

a(pT  +  ßxT  +  yil)%  =  y —  ß^-  =  (pT  , 
d.  i. 

{   cc(p  +ßx  +y\l^  =(p  , 
und  ähnlicherweise 

l    a"<p  +  ß"x  +  y'ip  =  tp  ' 

Man  bestimme  nun  die  in  (6)  bis  jetzt  beliebig  zu  nehmende 
Grösse  r  so,  dass 

(10)      T«  =  {/  -  irr  +  («"  -  y)'  +  lß-  «r  • 

Hierdurch  wird 

(11)  cp^  +  x'  +  r=^  , 

und  man  kann  nunmehr  ^ ,  % ,  i/;  als  die  Cosinus  dreier  Winkel  be- 
trachten, welche  eine  Gerade  p  mit  den  drei  Axen  des  ersten  Coor- 
dinatensystems  macht.  Weil  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel  der 
Axe  der  x  des  zweiten  Systems  mit  den  drei  Axen  des  ersten  sind, 
so  ist  ag)  -{-  ßx-i"  yy^  der  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Gerade  j» 
mit  der  Axe  der  x  des  zweiten  Systems  macht.  Dieser  Cosinus  ist 
aber  zufolge  der  ersten  Gleichung  in  (9),  gleich  cp]  d.  h.  die  Gerade 
p  macht  mit  der  Axe  der  x  des  zweiten  Systems  denselben  Winkel, 
als  mit  der  Axe  der  x  des  ersten.  Auf  gleiche  Art  erkennt  man  aus 
der  zweiten  der  Gleichungen  (9),  dass  p  mit  den  Axen  der  y,  und 
aus  der  dritten,  dass  p  mit  den  Axen  der  z  beider  Systeme  einerlei 
Winkel  macht. 

Nimmt  man  daher  an,  dass  beide  Systeme  einen  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunct  haben,   so  gibt  es  immer  eine  durch  denselben 


1 90  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  1 29. 

gehende,  durch  q>,  Xj  H^  bestimmte  Gerade />,  welche  gegen  beide 
Systeme  einerlei  Lage  hat*^). 

§.  129.  Man  denke  sich  um  den  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punct  beider  Systeme  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  eine  Kugel- 
fläche beschrieben.    Werde  diese  von  den  Axen  der  x,  y,  z  des  ersten 

und  zweiten  Systems  resp.  in  A^,  B^,  C^ 
und  von  p  in  P  (vergl.  Fig.  41)  getroffen, 
so  sind  zu  Folge  des  Erwiesenen  die  Bögen 

PA,  =  PA  ,  PB,  =  PB  ,    PC,  =  PC , 

und  daher  die  sphärischen  Dreiecke 
B,PC,,  C,PA,,  A,PB,  resp.  gleich  und 
ähnlich  den  Dreiecken  BPC^  CPA. 
APB,  Hieraus  folgt  leicht  weiter,  das« 
die  drei  Winkel  A,PA,  B,PB,  C,PC 
PiK-41-  einander  gleich  sind,  und  dass  mithin  das 

eine  System  durch  blosse  Drehung  um 
die  Gerade  />  um  einen  Winkel  A,PA  =  B,PB  =  C,PC  mit  dem 
anderen  zur  Deckung  gebracht  werden  kann. 

Die  Grösse  dieses  Winkels  muss  sich  ebenfalls  durch  a,  ...,  y" 
ausdrücken  lassen.  In  der  That  hat  man  in  dem  sphärischen  Drei- 
ecke A,PA: 

cos  A,A  =  cos  PA,  .  cos  PA  -f-  sin  PA,  .  sin  PA  .  cos  A,  PA  , 

mithin,  weil 

cos  A^A  =  a  ,     cos  PA,  =  cos  PA  =  y  , 

und  wenn  man  den  Cosinus  von  A,PA  =  B,PB  =  C,  PC  mit  a  be- 
zeichnet: 

(12)  a  =  9)*  +  (l— 9)*)a  , 

worin  man  nur  noch,  mittelst  (0)  und  (10),  q>  durch  a,  ...,  /'  aus- 
zudrücken hat.  Um  aber  einen  s)Tnmetrischen  Ausdruck  für  a  zu 
erhalten,  entwickele  man  seinen  Werth  auf  gleiche  Weise  durch 
Betrachtung  der  Dreiecke  B,PBy  C,PC,  und  es  kommt: 

(12)  \li' =  y:"  +  {^  -  f)o  , 

mithin,  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  zu  der  vorigen  addirt, 
und  mit  Berücksichtigung  von  (11): 

(13)  a  +  ß'+y'=  1+2(7  . 

*}  Der  Entdecker  dieses  merkwürdigen  Satzes  ist  Euler.  Siehe  dessen  Ab- 
handlung: Forviulae  generalea  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum  in 
den  Nov.  Comment.  Peirop.  Tom.  XX,  wo  der  Satz  sehr  einfach  durch  eine  geome- 
trische Construction  bewiesen  ist. 
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—   Der  Werth  von  a  hängt   auf  eine   sehr  einfache  Weise  mit  der 
Hülfsgrösse  r  zusammen.    Es  ist  nämlich  zufolge  der  Gleichungen  [C): 

y'*  +  /;r'*  =  l +«*-/*'*-/*, 
und  nach  (Z>): 

—  2//*"  =  2a  — 2/jy'. 

Hiermit  wird; 

(/-  /»")*  =  (!+«  +  /*'+  y")  (1  +  «  - ß'~  y")  =  4{\+a)(a-  a,  , 
und  ebenso 

{a''-yr=4[l+a)(ß'-a)  , 

(/y _«')«=  4(1 +a)(/'-a)   ; 

folglich  nach  (10)  und  (13): 

(14)       IT«  =  4  (1  +  a)  (1  —  a)  =  4  sin  A,PA*  . 

So  wie  daher  q),  x?  V'  ^*^  Cosinus  der  Winkel  der  Drehungscure 
mit  den  Axen  de?-  Coordinaten  sind,  so  ist  ^t  der  Si?ius  des  Winkels 
selbst,  um  welchen  das  System  gedreht  wordefi*). 

§.  130.  Um  den  Kör})er  aus  seiner  anfanglichen  in  die  nach- 
herige durch  a,  6,  c,  a,  ß,  ...,  /'  bestimmte  Lage  zu  bringen,  kann 
man  auch  so  verfahren,  dass  man  ihn  zuerst  parallel  mit  sich  fort- 
bewegt, bis  in  Bezug  auf  das  erste  im  Räume  unveränderliche  Coor- 
dinatensystem  der  im  Anfangspuncte  desselben  befindliche  Punct 
des  Körpers  nach  (a,  6,  r)  kommt,  und  dass  man  zweitens  den  Körper 
um  diesen  Punct  dreht,  bis  die  Coordinatenaxen  die  durch  a,  (i,  ,, .,  y" 
bestimmten  Richtungen  erhalten.  Dieses  letztere  aber  lässt  sich,  wie 
wir  so  eben  gesehen  haben,  immer  dadurch  bewerkstelligen,  dass 
man  den  Körper  um  eine  durch  den  Punct  gehende,  durch  r/),  Xy  V 
ihrer  Richtung  nach  bestimmte,  Axe  um  einen  Winkel  dreht,  dessen 


*)  Mittelst  der  neun  Gleichungen  (6j,  (9)  und  (12)  lassen  sich  umgekehrt 
s&mmtliche  neun  zur  gegenseitigen  Verwandlung  der  Coordinaten  dienende  Cosinus 

«,  .,.,  y"  durch  a  oder  T=:2yi  —  <j*  und  9?,  /,  V  ausdrücken.  Die  Werthe 
von  a,  ß\  y"  geben  die  Gleichungen  (12j  unmittelbar.  Die  Werthe  der  übrigen 
finden  sich  nach  leichter  Rechnung: 

,r={l  — <T,;^V;— Jt«;P  ,  /  =(1  — <J)/V  +  är9J  , 
r  =  (1  — <y)«/'9'-~iT/  ,  «"=  :l  — <y)  V^J  +  ^T/  , 
a'  ==^{\  —  &](pX—ir%f;  ,         ß    =  {1  —  a)  (px -i- it%l^  . 

Diese  Formeln  sind  gleichfalls  von  Euler  gefunden  worden,  Nav,  Comvient. 
Petrop,  Tom,  XX ,  Nova  methodm  motum  corporum  rigidorum  detemiinandi ,  §.  22. 
Vergl.  Jacob i,  Euleri  formulae  de  transfonnatione  coordinatorum,  Crelle's  Journal, 
Bd.  2.  p.  188,  und  Grunert,  Ueber  die  Verwandlung  der  Coordinaten  im  Haume, 
Crelle's  Journal,  Bd.  8,  p.  153. 
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Sinus  gleich  ^r  ist.  Jede  Yerrückung  eines  Körpers  kann  daher 
als  zusammengesetzt  aus  einer  parallelen  Fortbewegung  und  aus 
einer  Drehung  um  eine  gewisse  Axe  betrachtet  werden.  Durch  die 
parallele  Bewegung  wird  aber  das  anfängliche  Gleichgewicht  nicht 
aufgehoben,  indem  die  Coordinaten  Uy  b,  c  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen (5)  oder  [8  für  die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  her- 
ausgegangen sind,  und  wie  auch  schon  daraus  erhellt,  dass  jede 
Kraft  parallel  mit  ihrer  anfänglichen  Richtung  auf  denselben  Punct 
des  Körpers  fortwirken  soll.  Bei  der  Untersuchung  über  die  Fort- 
dauer des  Gleichgewichtes  kommen  daher  bloss  die  Werthe  von 
a,  ...,  /'  oder  die  Winkel  in  Betracht,  welche  die  Coordinatenaxen 
in  ihrer  neuen  Lage  mit  den  Axen  in  der  alten  Lage  bilden,  und 
diese  Winkel  nicht  einmal  vollständig,  sondern  zufolge  der  Glei- 
chungen (8)  bloss  die  durch  die  Winkel  bestimmte  Axe  der  Drehung. 
Sind  daher  zwei  nicht  parallele  Lagen  des  Körpers  gegeben,  in 
deren  jeder  Gleichgewicht  stattfindet,  so  lassen  sich  daraus  noch 
unzählige  andere  Lagen  finden,  welche  denselben  Zweck  erfüllen. 
Lidem  man  nämlich  mit  dem  Körper  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  fest  verbindet  und  die  zwei  Lagen  desselben,  welche  es  bei 
den  zwei  verschiedenen  Lagen  des  Körpers  hat,  mit  einander  ver- 
gleicht, ergeben  sich  die  Werthe  von  a,  . . .,  /',  und  aus  diesen  nach  (10) 
und  (6)  die  Werthe  von  t,  qp,  Xj  ^^  von  denen  die  drei  letzten  wegen 
des  Gleichgewichtes  den  drei  nothwendigen  Bedingungsgleichungen  (8) 
Genüge  leisten  werden.  Da  diese  Gleichungen  aber  auch  hinreichend 
sind,  so  wird  mit  Beibehaltung  von  fp^  Xi  ^  ^^d  beliebig  anderer 
Annahme  von  r  das  Gleichgemacht  noch  bestehen;  oder  mit  anderen 
Worten : 

Zu  zwei  einander  nicht  parallelen  Lagen  eines  Körpers  lässt  sich 
immer  eine  Richtung  finden,  so  dass  der  Körper  durch  Drehung  um 
eine  mit  dieser  Richtung  parallele  Axe  aus  der  einen  Lage  in  eine  mit 
der  anderen  parallele  Lage  gebracht  werden  kann  ;  und  wenn  der  Körper 
in  Jeder  dieser  beiden  Lagen  im  Gleichgeioichte  ist,  so  ist  er  es  auch 
in  jeder  dritten,  in  toelche  er  durch  loeitere  Drehung  um  jene  Axe  und 
durch  parallele  Fortbetcegung  versetzt  tvird. 

Ein  Fall,  dessen  wir  hierbei  noch  besonders  gedenken  müssen, 
ist  der,  wenn  zugleich 

y'^ß"  ,        a"  =  y  ,        ß  =  a' 

ist.  Alsdann  bleiben  die  Verhältnisse  zwischen  (pj  Xj  ^  nach  den 
Formeln  ((>)  unbestimmt,  r  oder  der  doppelte  Sinus  des  Drehungs- 
winkels wird  gleich  Null,  und  daher  dieser  Winkel  selbst  entweder 
gleich  Null,   oder  gleich   180°.     Im  ersteren   Falle   sind   die  beiden 
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Lagen  des  Körpers,  wo  nicht  identisch,  doch  mit  einander  parallel. 
Im  letzteren  hat  zwar  eine  Drehung  stattgefunden,  auch  lassen  sich 
dann  die  Werthe  von  cp,  Xi  ^  mittelst  der  Formeln  (12)  bestimmen, 
indem  a,  als  der  Cosinus  des  Drehungswinkels,  gleich  — 1,  und 
damit 

werden.  Da  aber  t  in  den  Formeln  (6)  jetzt  nicht  mehr  unbestimmt 
bleibt,  so  kann  aus  dem  anfänglichen  Gleichgewichte  und  dem 
Gleichgewichte  nach  einer  Drehung  um  180°  noch  nicht  auf  das 
Gleichgewicht  nach  einer  Drehung  um  dieselbe  Axe  um  irgend  einen 
anderen  Winkel  geschlossen  werden. 

§.  131.  Wenn  das  Gleichgewicht  zwischen  mehreren  auf  einen 
Körper  wirkenden  Kräften  durch  Drehung  des  Körpers  um  eine  ge- 
wisse Axe  nicht  aufgehoben  wird,  so  wollen  wir  die  Axe  eine  Axe 
des  Gleichgewichtes  nennen.  Jede  mit  einer  solchen  parallelen 
Axe  ist  bei  einem  frei  beweglichen  Körper,  den  wir  bisher  allein  in 
Betrachtung  nahmen,  ebenfalls  eine  Axe  des  Gleichgewichtes,  da 
ihre  Lage  bloss  durch  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet,  bestimmt  wird.  Doch  wollen  wir  der  Kürze  wegen  von 
diesem  Systeme  paralleler  Axen,  als  wie  von  einer  einzigen,  sprechen, 
und  unter  der  einen,  welche  genannt  wird,  die  übrigen  ihr  parallelen 
zugleich  mit  verstehen. 

Nicht  bei  jedem  Systeme  von  Kräften,  welche  an  einem  frei 
beweglichen  Körper  im  Gleichgewichte  sind,  gibt  es  eine  Axe  des 
Gleichgewichtes.  Denn  aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen 
(8)  folgt: 

(15)  r/} :  X  :  t//  =  ffhF*  :FG  +  Hh:  HF+  Gg  , 

und  wenn  man  diese  Verhältnisswerthe  von  q)^  %,  ip  in  der  ersten 
jener  Gleichungen  substituirt: 

(16)  2FGH+F*f+G*ff  +  H*h—fffh  =  0  . 

Dies  ist  demnach  die  Bedingungsgleichung,  unter  welcher  eine 
Gleichgewichtsaxe  stattfindet.  Wird  sie  erfüllt,  so  erhält  man  aus 
(15)  die  Verhältnisse  zwischen  q),  Xi  ^y  ^^^  damit  die  Winkel, 
welche  die  Gleichgewichtsaxe  mit  den  Axen  der  Coordinaten  macht. 

§.  132.  Soll  ein  System  von  Kräften,  welche  im  Gleichge- 
wichte sind,  eine  Gleichgewichtsaxe  von  einer  durch  q>,  Xy  V^  ge- 
gebenen Richtung  haben,  so  müssen  die  drei  Gleichungen  (S)  einzeln 
erfüllt  werden. 

Werde  z.  B.  gefordert,   dass  die  Axe  der  z  eine  Gleichgewichts- 
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axe   sei.     Alsdann  sind  (p   und  x  gleich  Null,   und   die  drei   Glei- 
chungen ziehen  sich  zusammen  in: 


G  =  0 


F=0 


Ä  =  0  , 


d.  i. 


2arZ  =  0 


Die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  geben,  in  Verbindung  mit 
der  wegen  des  anfanglichen  Gleichgewichtes  nöthigen  Gleichung 
2Z=0,  zu  erkennen  (§.  73,  Zus.),  dass,  wenn  man  jede  Kraft  an 
ihrem  Angriffspuncte  in  zwei  zerlegt,  von  denen  die  eine  parallel 
mit  der  Ebene  der  Xj  t/y  die  andere  parallel  mit  der  Axe  der  z  ist, 
die  mit  der  Axe  der  z  parallelen  Kräfte  für  sich  im  Gleichgewichte 
sein  müssen.  Die  dritte  Gleichung,  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen 

2X  =  0,        2Y=0,        2{xY—yX)=0  , 

deutet  an  (§.  122),  dass,  wenn  die  Kräfte  auf  die  Ebene  der  Xy  y 
projicirt  werden,  das  Gleichgewicht  zwischen  diesen  Projectionen 
durch  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  der  Zy  als  wodurch  die 
Ebene  der  rr,  y  in  sich  selbst  gedreht  wird,  nicht  aufgehoben  werden 
darf.     Wir  könnet!  daher  auch  sagen: 

Zur  Fortdauer  des  Gleichgewichtes ^  wenn  der  Körper,  auf  welchen 
die  Kräfte  toirken,  um  eine  Axe  gedreht  wird,   ist  es  nöthig  und  hin- 
reichend, dass  erstens  die  Projectionen  der  Kräfte  auf  Linien,  welche 
man  parallel  mit  der  Axe  durch  die  Angriffspuncte  der  Kräfte  legt, 
für  sich  im  Gleichgevnchte  sind,   und  dass  ztoeitens  das  Gleichgewicht 

ztüischen  den  Projectionen  der  Kräfte 
auf  eine  die  Axe  rechtwinklig  schnei- 
detide  Ebe7ie  bei  der  Drehung  nicht 
außiört. 


§.  1 33.  Dass  diese  zwei  Bedin- 
gungen die  einzig  nothwendigen  zum 
Fortbestehen  des  Gleichgewichtes  sind, 
lässt  sich  ohne  Zuhülfenahme  der  vor- 
hergehenden Rechnung  auch  folgen- 
Fig.  42,  a.  dergestalt     sehr     anschaulich     durch 

Construction  darthun. 

Sei  AB  (vergl.  Fig.  42,  a)  die  Drehungsaxe,  welche  man  sich 

vertical  denke;   MN  eine   darauf  normal  gesetzte,   also   horizontale, 

Ebene.     PQ  sei   eine  der  Kräfte   des  Systems  und  P  ihr  AngriflFs- 

punct,   so   ^vie   auch  in   dem  Folgenden  bei  Darstellung  einer  Kraft 
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durch  eine  gerade  Linie  der  in  dem  Ausdrucke  der  Linie  zuerst  ge- 
setzte Buchstabe  immer  den  Angriffspunct  bezeichne. 

Sei  TU  die  rechtwinklige  Projection  von  PQ  auf  JlfiV,  und 
PR,  QS  zwei  Perpendikel  von  P,  Q  auf  QU,  PT,  Man  verlängere 
noch  TJT  bis  O,  so  dass  TO  =  UT,  Alsdann  ist,  auch  bei  belie- 
biger Verrückung  des  Körpers,  die  Kraft  PQ  gleichwirkend  mit  den 
an  den  Puncten  P,  T  des  Körpers  angebrachten  Kräften  PiZ,  PS, 
TU,  TO,  d.  i.  mit  den  Kräften  TU,  PS  und  dem  Paare  PB,  TO. 

Man  verfahre  auf  gleiche  Art  mit  jeder  der  übrigen  Kräfte  des 
Systems  und  zerlege  es  somit  in  drei  andere  Systeme :  in  ein  System 
H,  dessen  Kräfte  TU,  ...  in  der  horizontalen  Ebene  MN  liegen,  in 
ein  System  V  von  verticalen  Kräften  PS,  ...  und  in  ein  System 
W,  aus  Paaren  PH,  TO,  ...  in  verticalen  Ebenen  bestehend.  Da 
nun  H,  V,  W  zusammen  im  Gleichgewichte  sein  sollen,  und  die 
einfache  horizontale  Kraft  oder  das  horizontale  Paar,  worauf  sich  H 
reduciren  könnte,  mit  der  einfachen  verticalen  Kraft  oder  dem  ver- 
ticalen Paare,  worauf  sich  V  und  W  in  Verbindung  zurückführen 
lassen  könnten,  nicht  im  Gleichgewichte  sein  kann,  so  müssen  H 
für  sich  und  V  und  W  zusammen  für  sich  im  Gleichgewichte  sein; 
also  muss  entweder  V  und  W,  jedes  besonders ,  im  Gleichgewichte 
sein,  oder  V  muss  sich  auf  ein  dem  W  gleiches  und  entgegenge- 
setztes Paar  reduciren  lassen. 

Man  denke  sich  jetzt  den  Körper  um  die  Axe  AB  um  einen 
beliebigen  Winkel  gedreht,  während  die  Kräfte  PQ,  ...  auf  die 
Puncte  P,  ...,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Kräfte  TU,  PS,  PR  und 
TO,  etc.  auf  die  Puncte  P  und  T,  etc.  des  Körpers,  parallel  mit 
ihren  anfänglichen  Richtungen,  zu  wirken  fortfahren.  Die  Kräfte 
von  H  bleiben  dabei  in  der  horizontalen  Ebene  MN,  die  Kräfte 
von  V  bleiben  vertical,  und  eben  so  wenig  wird  die  Verticalität  der 
Ebenen  der  Paare  von  W  geändert.  Da  nun  auch  jetzt  noch 
zwischen  H,  V,  TF' Gleichgewicht  herrschen  soll,  so  muss,  wie  vor- 
hin, H  für  sich  im  Gleichgewichte  sein,  welches  die  zweite  der 
obigen  Bedingungen  gibt:  dass  nämlich  zwischen  den  Projectionen 
der  Kräfte  auf  eine  die  Drehungsaxe  rechtwinklig  schneidende  Ebene 
bei  Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst  das  Gleichgewicht  besonders 
fortbestehe. 

Femer  muss,  wie  vorhin,  das  System  V  entweder  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein,  oder  ein  dem  W  das  Gleichgewicht  haltendes 
Paar  zur  Resultante  haben.  Bei  Drehung  des  Körpers  um  AB 
haben  aber  die  mit  AB  parallelen  Kräfte  PS,  ...,  aus  denen  V  zu- 
sammengesetzt ist,  ihre  Lage  gegen  den  Körper  unverändert  beibe- 
halten.    Jenachdem  daher  V  anfangs  im  Gleichgewichte  war,   oder 
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sich  auf  ein  Paar  reducirte,  wird  es  auch  jetzt  noch  im  Gleichge- 
wichte sein,  oder  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  haben,  dessen 
Moment  dem  des  ersteren  Paares  gleich  ist,  dessen  Ebene  aber  mit 
der  Ebene  des  ersteren  Paares  einen  dem  Drehungswinkel  gleichen 
Winkel  macht. 

Anders  verhält  es  sich  mit  dem  Systeme  W  der  Paare  PR  und 
rO,  etc.  Die  verticale  Ebene  eines  jeden  derselben  bleibt  bei  der 
Drehung  sich  selbst  parallel,  mithin  bleibt  auch  die  Wirkung  jedes 
Paares  ungeändert  (§.  50);  und  jenachdem  W  anfänglich  im  Gleich- 
gewichte war,  oder  sich  auf  ein  Paar  reducirte,  wird  es  auch  jetzt 
noch  im  Gleichgewichte,  oder  mit  demselben,  auch  seiner  Lage  nach 
unverändert  gebliebenen  Paare  gleichwirkend  sein. 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar,  dass  jedes  der  beiden  Systeme 
V  und  W  für  sich  im  Gleichgewichte  sein  muss,  indem  sonst,  wenn 
sie  anfangs  auf  zwei  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Paare  sich 
reducirt  hätten,  bei  der  Drehiing  des  Körpers  das  von  V  herrührende 
Paar  sich  mit  gedreht  hätte,  die  Ebene  des  anderen  aber  sich  parallel 
geblieben,  und  somit  das  Gleichgewicht  au%ehoben  worden  wäre. 
Das  Gleichgewicht  von  K,  oder  das  Gleichgewicht  zwischen  den 
nach  Parallelen  mit  der  Axe  geschätzten  Kräften  des  Systems,  ist 
demnach  die  zweite,  oben  zuerst  genannte  Bedingung  für  die  Fort- 
dauer des  Gleichgewichtes,  und,  da  hiervon  das  Gleichgewicht  des 
Systems  W  eine  nothwendige  Folge  ist,  keine  dritte  Bedingung  wei- 
ter erforderlich. 

Wir  nahmen  bei  dieser  Beweisführung  den  Drehungswinkel  be- 
liebig an.  Ist  er  gerade  gleich  180^,  so  kommen  die  horizontalen 
Kräfte  des  Systems  H  in  Bezug  auf  den  Körper  in  eine  ihrer  an- 
fänglichen direct  entgegengesetzte  Lage  und  sind  daher,  so  wie  an- 
fangs, auch  jetzt  wieder  im  Gleichgewichte.  Damit  also  nach  einer 
Drehung  um  180"  noch  Gleichgewicht  stattfinde,  ist  es  nur  nöthig, 
dass  das  System  V  oder  die  nach  der  Drehungsaxe  geschätzten 
Kräfte  des  Systems  unter  sich  im  Gleichgewichte  sind.  —  Daraus 
also,  dass  nach  einer  Drehung  um  180°  das  Gleichgewicht  noch  be- 
steht, kann  noch  nicht  auf  die  Fortdauer  desselben  bei  irgend  einem 
anderen  Drehungswinkel  geschlossen  werden  (§.  130  zu  Ende). 

§.  134.     Ebenso  wie 

F=^  ,         G  =  0  ,        Ä  =  0 

die  Bedingungen  sind,  unter  denen  die  Axe  der  z  eine  Axe  des 
Gleichgewichtes  ist,  so  drücken 

G  =  0  ,        H=^  ,       /=0 
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die  Bedingungen  aus,  unter  welchen  der  Körper,  ohne  das  Gleich- 
gewicht  zu  verUeren,  um  die  Axe  der  x  gedreht  werden  kann.  Sind 
daher  F,  O,  Hy  fj  h  zugleich  gleich  Null,  so  sind  sowohl  die  Axe 
der  z,  als  die  der  x,  und  alle  mit  ihnen  parallelen  Axen,  und  nicht 
allein  diese,  sondern  auch  alle  mit  der  Ebene  der  z,  x  überhaupt 
parallelen  Axen,  Axen  des  Gleichgewichtes.  Denn  für  jede  dieser 
Axen  ist  ;^  =  0 ,  und  mit  den  sechs  Gleichungen 

1^=0,         G  =  0,        JJ=0,        /=0,         Ä  =  0  ,        ;c  =  0 

wird  den  drei  Gleichungen  (8)  Genüge  geleistet.  Wenn  folglich  von 
zwei  Axen,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  einander  machen,  eine 
jede  eine  Gleichgewichtsaxe  ist,  so  ist  es  auch  jede  andere,  welche 
mit  der  Ebene  des  Winkels  parallel  läuft. 

Um  die  Sache  allgemeiner  zu  untersuchen,  seien  irgend  zwei 
einander  nicht  parallele,  durch  q),  Xi  ^  ^^d  qp',  x'i  V'  bestimmte 
Axen  Gleichgewichtsaxen  zugleich.     Alsdann  muss  sein: 

(  —<Pf  +xH+ipG  =  0  , 
(8)  I       (pH—xff  +rpF  =  0  , 

und 

(8*)  ]        q>H-  x'9  +rp'F  =  0  , 

'        (p'G  +  x'F  —  ip'h  =0  . 

Es  folgt  aber,  wenn  man  zur  Abkürzung 

xttf'—x'^f=p  1      y^v'  —  y^'v  =  q ,      VX—(p'x  =  r 

setzt  und  die  erste  Gleichung  in  (8)  mit  der  ersten  in  (8*)  verbindet: 

— /  \  H:  G  =p\q:r  , 

und  ebenso  durch  Verbindung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
in   'S)  mit  der  zweiten  und  dritten  in  (8*): 

H:  — g  :  F  =  p  '.q:r  , 

G  :  F:  —  h  =p:  q\r  , 

Eliminirt  man  hieraus  die  Grössen  jo,  y,  r,  von  denen  höchstens 
nur  eine  gleich  Null  sein  kann,  indem  sonst  die  beiden  Gleichge- 
wichtsaxen einander  parallel  oder  identisch  wären,  so  erhält  man 
nicht  mehr,  als  folgende  drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen : 

fF+GH=^  ,        ffG  +  HF=0  ,        hH+FG  =  0  . 

Dies  sind  demnach  die  Bedingungsgleichungen,  bei  denen  zwei 
Gleichgewichtsaxen  zugleich  vorhanden  sind.  Eliminirt  man  aber 
damit  f,g,h  aus  (8)  oder  (8*),  so  erhält  man  jedesmal  dieselbe 
Gleichung: 
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^  +  •^  +  ±-0         oder    i^'-t-iL-i-l^-o 

als  die  einzige  jetzt  zwischen  den  (p,  x^  '^  der  einen  und  anderen 
Gleichgewichtsaxe  zu  erfüllende  Relation.  Dieser  Gleichung  leisten 
aber  nicht  bloss  die  vorigen  zwei,  sondern  auch  alle  diejenigen 
Gleichgewichtsaxen  Genüge,  welche  parallel  mit  der  Ebene  sind, 
deren  Gleichung 

X  fJ  z 

—  +  —  +  —  =  0 
F^  G^  H 

ist. 

Gibt  es  daher  bei  einem  Körper,  welcher  im  Gleichgewichte  ist^ 

zwei  einander  nicht  parallele  Gleichgewichtsaxen,  so  sind  es  auch  noch 

alle  diejenigen,  welche  mit  ersteren  beiden  einer  und  derselben  Ebene 

parallel  laufen. 

Hieraus  ist  leicht  weiter  zu  folgern,  dass^  toenn  ein  Körper  drei 
Gleichgeujichtsaxen  a,  b,  c  hat,  welche  nicht  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  sind,  auch  jede  vierte  Axe  d  eine  Gleichgetoichtsaxe  ist. 

Denn  denken  wir  uns  sämmtliche  Axen  durch  einen  und  den- 
selben Punct  gehend  (§.  131),  und  werde  dann  eine  durch  a  und  b 
gelegte  Ebene  von  der  Ebene  durch  c  und  d  in  der  Geraden  e  ge- 
schnitten, so  dass  e  mit  a  und  b  in  einer  Ebene  ist,  und  desgleichen 
d  mit  c  und  e.  Da  nun  a  und  b  Gleichgewichtsaxen  sind,  so  muss 
auch  e  eine  solche  sein;  und  weil  e  und  c  es  sind,  so  muss  es  auch 
d  sein.  —  Wir  können  den  hiermit  bewiesenen  Satz  auch  so  aus- 
drücken: Ist  ein  Körper  im  Gleichgewichte,  und  ^vird  dieses  durch 
drei  verschiedene  Verrückungen  nicht  aufgehoben,  so  dauert  es  im 
Allgemeinen  auch  bei  jeder  vierten  Verrückung  fort;  oder  mit  noch 
anderen  Worten: 

Ist  ein  Körper  in  vier  verschiedenen  Lagen  im  Gleichgewichte,  so 
ist  er  es  im  Allgemeinen  auch  in  jeder  fünften. 

Uebrigens  ist  dann,  wie  man  leicht  findet,  jede  der  sechs  Grössen 
F,  G,  H,f,  g,  h  einzeln  gleich  Null. 

§.  135.  Ein  im  Gleichgewichte  befindlicher  Körper  hat  im 
Allgemeinen  keine  Axe  des  Gleichgewichtes,  da  zum  Vorhandensein 
einer  solchen  Axe  die  Erfüllung  der  Bedingungsgleichung  (16)  er- 
fordert wird. 

Indessen  ist  es  doch  immer  möglich,  zu  den  sich  anfangs  das 
Gleichgewicht  haltenden  Kräften  zwei  neue  das  Gleichgetoicht  nicht 
störende  Kräfte  hinzuzufügen,  welche  ebenso,  tote  die  schon  Vorhände- 
ne?i,   auf  bestimmte  Puncte  des  Körpers  mit  parallel  bleibenden  Rieh-- 
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tungen  wirken,  und  wodurch  es  geschieht,  dass  der  Körper  eine  Oleich- 
gewichtsaxe  vofi  gegebener  Richtung  erhält. 

Denn  seien  P^  und  P, ,  oder,  wenn  wir  sie  nach  den  drei  Coor- 
dinatenaxen  zerlegen,  (X^,  Y,,  ZJ  und  (X,,  F,,  ZJ  die  zwei  neuen 
Kräfte;  -4,  und  A^,  oder  (ar^,  y^,  z^)  und  (ar,,  y,,  z^  ihre  Angriffs- 
puncte.  Da  das  anfängliche  Gleichgewicht  des  Körpers  durch  Hin- 
zufügung dieser  zwei  Kräfte  nicht  aufgehoben  werden  soll,  so  müssen 
letztere  zu  Anfange  einander  ebenfalls  das  Gleichgewicht  halten. 
Mithin  muss  sein  (§.  66): 

X,  +  X,  =  0  ,         Y,  4-  F.  =  0  ,         Z,  +  Z,  =  0  , 

y,Z,  +  y^Z^  =  z,Y,+z^Y^  ,         z,X,+z^X^=x,Z,+x^Z,  , 

^i^i+ar^y,  =  y,X, +y,X,  , 

und  wenn  wir  X^,   Y^,  Z,  hieraus  eliminiren: 

(y<i  —  yi)Z^  =  (z^  —  z,)Y^  ,         (^i  — ^JX,  =  (a:,  — a:JZ,  , 

[x^  —  x,)Y^  =  {j/^  -yJX,  , 

folglich,  wenn  wir  noch  die  von  A^  bis  A^  gezogene  Gerade  gleich 
r,  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Geraden  mit  den  Coordinatenaxen 
gleich  A,  ju,  v^  und  daher 

x^—x^=rX,        Vi  — yi=^M,         z^  —  z^=rv 
setzen: 

X, :  Y,  :  Z,  =  A  :  jit :  1/  . 

Mithin  wirkt  P,  in  der  Linie  r ,  wie  schon  aus  dem  Vlll.  Grund- 
satze in  §.  14  fliesst,  und  es  ist,  wenn  wir  diese  Kraft  positiv  an- 
nehmen, sobald  sie  nach  der  Richtung  A^A^  wirkt,  also  den  Punct 
A^  von  A^  zu  entfernen  strebt: 

X,  =  P,A,         Y^  =  P^^,        Z^  =  P^v. 

Hiermit  haben  wir  in  unserem  Systeme  von  Kräften  über  sieben 
neue  Grössen:  x^,  y^,  z, ,  r,  P,  und  die  zwei  Verhältnisse  zwischen 
A,  fi,  1/  zu  verfügen,  und  werden  diese  Grössen  auf  unendlich  viele 
Arten  so  bestimmen  können,  dass  den  drei  Gleichungen  (8),  in  denen 
9^)  X)  ^  ^  gegeben  anzusehen  sind,  Genüge  geschieht.  Die  Rech- 
nung hierzu,  deren  Ergebniss  uns  im  nächsten  Kapitel  von  besonde- 
rem Nutzen  sein  wird,  ist  folgende. 

Heissen  F\  G\  H\  f,  g\  K  die  Werthe,  welche  F,  G,  H,  /, 
^,  h  erhalten,  sobald  noch  die  Kräfte  P^  und  P^  zu  dem  gegebenen 
Systeme  hinzugefügt  werden,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (4): 

F'  =  F+y,Z,  +y^Z^  =  F+  (y,  —  y,)Z,  =  F+rP^^v  , 

und  wenn  noch  der  Kürze  willen 

(a)  rP,  =  Q 
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gesetzt  wird: 

und  ebenso 

(?'=(?  +  Qvk  ,        H'  =  H+  Qk^  , 
femer: 

/'  =/+  y, y.  +  y,Y,+  z, Z,  +  z^ Z,  =/+  (y, - y.)  F, +(z, - 2,) Z,  , 
d.  i. 

und  ebenso 

Soll  nun  das  jetzt  um  P^  und  P,  vermehrte  und  durch  F\  G\ 
H'jf\  ^j  h'  bestimmte  System  eine  durch  ff,  Xj  y^  gegebene  Axe 
des  Gleichgewichtes  haben,  so  muss  sein  (S): 

G'V;  +  H'x  -f(p  =  0  , 

H'q>  +  Fif>-g'x  =0  , 

F'X  +  ffV  —  A>  =  0  . 

Substituirt  man  hierin  die  für  F\  G\  H\  /',  ^,  A'  erhaltenen 
Werthe,  so  wird  die  erste  dieser  Gleichungen: 

Glp  +  Hx—f<p  =  Q[9>(^'  +  ^*)  —  ^^X  +  ^^P)]=Q{<p  —  ^^)  , 
wenn  man  die  Relation 

(b)  A*    +iu*  +r*    =1 

beachtet  und 

(e)  kfp  +  fix  +  vifJ  =  y. 

setzt. 

Ebenso  verwandeln  sich  die  beiden  anderen  Gleichungen  in: 

Hqi  +  Fip  —  ffx  =  Q(x  —^t^)  , 
^X   +  Gq)—hip=  Q{ip  —  y,v)   . 
Um  diese  Formeln   und  die  nachfolgende  Rechnung  noch  mehr 
abzukürzen,  setze  man  die  als  bekannt  anzusehenden  Grössen 

(d)  \  H(p  +  Fip  —  gx=Dß  , 

l  Fx  +  Gcp  —  h\p=  Dy  , 
und 

[e)  a*  +  /i?»  +  y*=l   , 

wobei  aus  [d)  die  Verhältnisse  zwischen  a,  /?,  y,  und  hieraus  in 
Verbindung  mit  (e)  diese  Grössen  selbst,  so  wie  auch  Z),  sich  finden 
lassen. 

Die  drei  Bedingungsgleichungen  werden  damit: 
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IDa  =  Q(qp— xA)  , 
By  =  Q{ilj—xv)  . 

Aus  den  fiinf  Gleichungen  (b)y  (c),  (f)  muss  man  nun  die 
Werthe  der  eben  so  viel  Unbekannten  A,  /i,  r,  x,  Q  zu  bestimmen 
suchen.  Zu  dem  Ende  multiplicire  man  die  drei  Gleichungen  (/) 
resp.  mit  (p,  Xj  V^  ^^^  addire  sie  hierauf ,  so  kommt  mit  Berück- 
sichtigung von  (11)  und  (c): 

i)(€c(p  +  ßx  +  yip)  =  Q(^—y^^)  . 

Ebenso  folgt  mit  Rücksicht  auf  (b)  und  (c),  wenn  man  die  Glei- 
chungen (f)y  nach  vorausgegangener  Multiplication  mit  kj  //,  Vy 
addirt,  und  D  von  Null  verschieden  annimmt,  indem  sonst  die  drei 
Grössen  Gxf)  +  Hx — /(fj  etc.  in  (c?)  Null  wären,  mithin  das  System 
die  durch  q>jXiV^  gegebene  Axe  zur  Gleichgewichtsaxe  schon  hätte 
und  keine  neuen  Kräfte  deshalb  hinzuzufügen  nöthig  wäre: 

(g)  al  +  ß^i  +  yv  =  0  . 

Addirt  man  endlich  die  Gleichungen  (/),  nachdem  man  sie  mit 
a,  ß,  y  multiplicirt  hat,  so  kommt  mit  Rücksicht  auf  (e)  und  (gi): 

D  =  Q(aq>  +  ßx  +  yip)  . 
Hieraus  fliesst  sogleich: 

(h)  Q=  -^ 


oder  weil 


ist: 


1  =  (o«  +  /J»  +  y«)(9)»  +x*  +  V*) 


Die  Werthe  von  k,  fi,  v  ei^eben  sich  dann  aus  {/),  nämlich 

Qx  X 

Somit  ist  unsere  Aufgabe:  Zu  einem  durch  F,  G,  H^  f,  ffj  h 
gegebenen  Systeme  von  Kräften,  welche  sich  das  Gleichgewicht 
halten,  zwei  neue  Kräfte  hinzuzufügen,  wodurch  das  System  eine 
durch  q>j  %,  ip  ihrer  Richtung  nach  gegebene  Axe  des  Gleichgewichtes 
erhält,  als  gelöst  zu  betrachten. 

Aus  Fj  Gj  Hj  fj  ff,  h,  q)j  Xj  V^  berechne  man  nämlich  mittelst 
der  Formeln  (d)  und  (e)  die  Werthe  von  2>,  a,  /?,  y,  und  hieraus  mit 
Hülfe  der  Formeln  (//) ,  [{)  oder  (i  *) ,  und  mit  (k)  die  Werthe  von  Q, 
X  und  A,  ^,  r.     In   einer  Geraden,   parallel  mit  der  durch  k,  /i,  v 
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bestimmten  Richtung,  nehme  man  hierauf  beliebig  zwei  Puncte  A^ 
und  A^  und  lasse  resp.  auf  sie  zwei  einander  gleiche  Kräfte  P^  und 
P,  nach  entg^engesetzten  Richtungen  in  der  Geraden  wirken,  der- 
gestalt, dass,  vermc^e  (a),  AxA^,P^  =  Q  ist,  und  P,  die  Richtung 
A^A^  oder  A^A^  hat,  also  die  Kräfte  P^,  P,  die  Linie  A^A^  aus 
einander  zu  ziehen  oder  zusammenzudrücken  streben,  jenachdem  Q 
positiv  oder  negativ  ist;  und  es  wird  das  um  diese  zwei  Blräfte  ver- 
mehrte System  bei  Drehung  des  Körpers  um  die  durch  f/),  x-  ^  ge- 
gebene Axe  im  Gleichgewichte  beharren. 


§.  136.  Zusätze  und  Erläuterungen,  a)  Von  %  wird  un- 
mittelbar nur  das  Quadrat  gefunden.  Dieses  ist  vermöge  (%*)  positiv, 
und  daher  x,  folglich  die  Lösung  der  Au%abe  überhaupt,  immer 
möglich.  Ob  man  von  den  daraus  entspringenden  zwei  Vorzeichen 
für  X  das  positive  oder  negative  nimmt,  ist  gleichgültig.  Denn  mit 
Aenderung  des  Zeichens  von  x  ändern  sich  auch  die  Zeichen  der 
Cosinus  A,  //,  V.  Eine  durch  —  A,  —  //,  —  v  bestimmte  Grerade  aber 
hat  dieselbe  Lage  gegen  das  Coordinatensystem,  als  eine  durch  X,  fi,  v 
bestimmte,  nur  die  entgegengesetzte  Richtung  der  letzteren;  und  die 
Seite,   nach  welcher  man   die  Richtung  positiv  nimmt,   hat  auf  das 

Endresultat  keinen  Einfluss. 

« 

b)  Mit  nur  einiger  Aufmerksamkeit  auf  die  Formeln  des  §.  135 
wird  man  wahrnehmen,  dass  die  zwei  Hauptstücke,  welche  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  erforderlich  sind:  die  anfängliche  Lage  der  Linie  A^A^ 
und  die  Grösse  Q,   auch  durch  eine  sehr  einfache  Construction  aus 

den  gegebenen  Grössen  P,    G,  'H^  f,  g^ 
^h  Vi  Xi  ^  gefunden  werden  können. 
Man  drücke  die  drei  Grössen 

Gxfß  +  Hx—ffp  ,     etc. 

in  [d)  durch  Linien  aus,  trage  dieselben 
vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  aus 
auf  die  Axen  der  o:,  y,  z  und  vollende 
die  Figur  zu  einem  Parallelepipedum.  Zu- 
folge der  Formeln  (d)  und  (e)  ist  alsdann 
D  gleich  der  vom  Anfangspuncte  aus  ge- 
zogenen Diagonale  dieses  Parallelepipedums ,  und  a,  ß^  y  sind  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  D  mit  den  Axen  der  x^  y,  z  macht. 
Man  bezeichne  die  Richtung  dieser  Diagonale  mit  J  (vergl.  Fig.  43) 
und  ebenso  die  Richtung  der  Gleichgewichtsaxe  mit  (Z)  und  die  an- 
fängliche Richtung  von  A^A^  mit  ^7.     Da  nun   (D  und  A  ebenso 
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durch  qp,  X,  V^  und  A,  /i,  v,  wie  J  durch  a,  ß,  y  bestimmt  wer- 
den, so  ist 

X  =  Aqp  +  jMX +  yi// =  cos-^O  , 

aq>  +  ßx  +  Y'kp=^cosJO   , 
al  +  /^/i+  y^  =  cos  ^^  . 
Hiermit  werden  die  Gleichungen  {ff)  und  (t): 

cos  J^  =  0       und      sin  ^O*  =  cos  z/O*  . 

Denken  wir  uns  daher  sämmtliche  drei  Linien  ^,  A  und  <2> 
durch  einen  und  denselben  Punct  gehend,  so  schneiden  sich  J  und 
A  unter  rechten  Winkeln,  und  hiermit  kann  die  Gleichung  (i)  nicht 
anders  bestehen,  als  wenn  <2>  mit  J  und  A  in  einer  Ebene  liegt. 

Mittelst  der  bekannten  Linien  <Z>  und  J  wird  demnach  A  ganz 
einfach  dadurch  gefunden,  dass  man  in  der  durch  <Z>  und  J  be- 
stimmten Ebene  auf  J  eine  Normale  errichtet.  —  Zieht  man  hierauf 
durch  die  Endpuncte  des  in  J  liegenden  Abschnitts  D  Parallelen 
mit  A^  so  wird  vermöge  der  Gleichung  (A),  welche  jetzt  in 

Q  =  D.sec^Ö) 

übei^eht,  der  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene  Theil  von  <2> 
gleich  Q  sein. 

c)  Sobald  der  Körper  um  die  Gleichgewichtsaxe  gedreht  zu  wer- 
den anfängt,  gehen  die  Kräfte  P^  und  P,,  welche  anfangs  in  die 
Linie  A^A^  fallen  und  sich  das  Gleichgewicht  halten,  in  ein  Paar 
über,  und  dieses  Paar  ist  mit  den  gegebenen  Kräften  des  Systems 
stets  im  Gleichgewichte,  folglich  das  Paar  — P^,  — P,  mit  den  ge- 
gebenen Kräften  gleichwirkend.  Wir  können  daher  das  im  Vorigen 
erhaltene  Resultat  auch  folgendergestalt  ausdrücken: 

Wird  ein  Körper^  auf  welchen  mehrere  sich  das  Gleichgewicht 
haltende  Kräfte  tcirken,  um  eine  Aze  gedreht,  so  hört  das  Gleichge- 
wicht im  Allgemeinen  auf  und  die  Wirkung  der  Kräfte  reducirt  sich 
auf  die  eines  Paares,  dessen  Kräfte  man  ebenso,  une  die  ersteren 
Kräfte,  auf  zwei  bestimmte  Puncte  des  Körpers  mit  unveränderter 
Richtung  und  Intensität  wirkend  setzen  kann, 

m 

d)  Dass  sich  das  Gleichgewicht  bei  Verrückung  des  Körpers  in 
die  Wirkung  eines  Paares  verwandelt,  geht  schon  aus  den  ersten 
drei  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

2X  =  0  ,         ^y=Ö  ,         2Z=0  , 

hervor,  als  welche  von  den  Angriffspuncten  und  mithin  von  der  Ver- 
rückung unabhängig  sind  und  auch  dann  noch  stattfinden,  wenn  sich 
das  System  auf  ein  Paar  reducirt  (§.  70).  Dass  aber  bei  Drehung 
des  Körpers  um  eine  und  dieselbe  Axe  die  Angriffspuncte,  Richtung 
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und  Intensität  der  Kräfte  des  Paares  unveränderlich  angenommen 
werden  können,  folgt  erst  aus  der  jetzt  entwickelten  Theorie. 

e)  Von  den  sieben  Grössen  x^,  y^,  z^,  r,  P, ,  i-'-u,  jurv,  welche 
zur  vollkommenen  Bestimmung  der  zwei  hinzuzufügenden  Kräfte  P,, 
P^  und  ihrer  Angriffspuncte  A^ ,  A^  erforderlich  sind,  können  durch 
die  drei  Bedingungsgleichungen  für  die  Fortdauer  des  Gleichge- 
wichtes bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  nur  drei,  oder  drei 
von  den  sieben  abhängige  Grössen  bestimmte  Werthe  erhalten.  In 
der  That  fanden  wir  durch  unsere  Rechnung  nur  den  Werth  des 
Products  rP^  und  die  durch  X :  u  und  /i :  v  bestimmte  Lage  von  r 
gegen  die  Coordinatenaxen.  Vier  Stücke,  wofür  wir  die  drei  Coor- 
dinaten  x^,  y^,  z^  des  einen  Angriffspunctes  A^  und  seinen  Abstand 
r  vom  anderen  A^  rechnen  können,  blieben  der  Willkür  überlassen. 

Es  ist  nicht  schwer,  von  der  willkürlichen  Beschaffenheit  dieser 
vier  Stücke  aus  der  Natur  der  Sache  selbst  sich  zu  überzeugen. 
Denn  sei  8  irgend  eine  mit  r  paraDele  und,  eben  so  wie  r,  mit  dem 
Körper  fest  verbundene  Linie,  auf  deren  Endpuncte  zwei  einander 
gleiche  und  einander  direct  entgegengesetzte  Kräfite  S^  und  S^  wirken, 
so  dass  ^49,  =  Q.  Nachdem  der  Körper  gedreht  worden,  mache  die 
Linie  r,  und  folglich  auch  die  mit  ihr  parallel  gebliebene  s,  mit  den 
der  anfänglichen  Lage  von  r  und  8  parallel  gebliebenen  Kräften 
P^ ,  P, ,  äSi  ,  S^  den  Winkel  d.  Hiermit  haben  sich  P^  und  P,  in 
ein  Paar  verwandelt,  dessen  Moment  gleich 

rP^  .  sin  d  =  Q  .  sin  d  , 

und  ebenso  sind  S,^  und  S^  in  ein  Paar  übergegangen,  dessen  Mo- 
ment gleich 

sS^ .  sin  d  =  Q  .  sin  d  . 

Beide  Paare  haben  mithin  einander  gleiche  Momente,  und  da  sie 
überdies ,  wie  leicht  einzusehen ,  in  parallelen  Ebenen  liegen ,  so 
haben  sie  auch  gleiche  Wirkung  und  es  kann  folglich  das  eine  für 
das  andere  gesetzt  werden. 

§.  137.  Ein  System  von  Kräften,  welche  nicht  im  Gleichge- 
wichte sind,  kann,  wo  nicht  schon  durch  eine,  doch  immer  durch 
zwei  neue  Kräfte,  und  dieses  auf  unendlich  viele  Arten,  in  den 
Zustand  des  Gleichgewichtes  gebracht  werden.  So  wie  wir  nun  im 
Vorigen  zu  einem  schon  im  Gleichgewichte  befindlichen  Systeme 
zwei  neue  Iträfte  hinzufügten,  wodurch  das  Gleichgewicht  nicht  nur 
nicht  gestört  wurde,  sondern  auch  bei  der  darauf  folgenden  Drehung 
um  eine  gegebene  Axe  noch  fortdauerte,  so  wollen  wir  jetzt  bei 
einem  Systeme   von  Kräften,   welche   nicht  im  Gleichgewichte  sind, 
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die  zwei  zum  Gleichgewichte  noch  erforderlichen  Kräfte  so  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  das  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  um 
eine  gegebene  Axe  nicht  imterbrochen  wird. 

Indem  wir  die  ursprünglichen  Kräfte  und  die  zwei  hinzuzufugen- 
den, so  wie  die  Angriffspuncte  ihrer  aller  mit  denselben  Charakteren, 
wie  vorhin,  ausdrücken  und  überdies 

SX  =  A,      2t/Z  =  F,      IzY  =  F', 
:SY=B,      ^zX=G,      SxZ  =  G', 

(1)  lsZ  =  C,      2xY=H,      2yX  =  H', 

2{yY+zZ)=f,      2[zZ  +  xX)=ff  , 
2(xX  +  i,Y)  =  h 

setzen,  haben  wir  zuerst  wegen  des  anfänglichen  Gleichgewichtes  die 
sechs  Gleichungen: 

(2)  Iy,  +  Y,  +  B  =  0  , 

\Z^  +  Z,+  C=0  . 

fy.Z.  +y,Z,  +  F  =  z,Y,+z,Y,  +  F  =  F'  , 

(3)  Lx,  +z^X^  +  G  =  x,Z,+  ar.Z,  +  G' =  G"  , 
\x,Y,+x^Y^  +  H=y,X^+y,X^  +  H'=H". 

Setzen  wir  femer 

|y,  Y,  -f  y.  r,  +  z,  z,  +  z,  z,  +/=/' , 

(4)  {z,Z,+z^Z,+x,X,  +  x^X,+  g  =  g' , 

\X,  +  x^  X,-|-y.  y.  -f- y.  F,  -f- Ä  =  Ä' , 

und  wird,  wie  im  Vorigen,  die  Richtung  der  Gleichgewichtsaxe  durch 
Vy  X)  ^  bestimmt,  so  kommen  wegen  der  Fortdauer  des  Gleichge- 
wichtes zu  den  sechs  Gleichungen  (2)  und  (3)  noch  die  drei  hinzu 

(5)  lH"g>  +  r'ilJ  =  ff'x    , 

^"X  +  G"(p  =  h'xp   ; 

und  man  hat  somit  zur  Bestimmung  der  zwölf  gesuchten  Grössen 
X^,  ...,  Zj,  x^^  ...,  2^  nicht  mehr  als  neun  Gleichungen,  so  dass 
drei  dieser  Grössen  oder  drei  von  ihnen  abhängige  Functionen  der 
Willkür  überlassen  bleiben. 

Den  Anfang  der  hierzu  nöthigen  Rechnung  mache  man  damit, 
dass  man  X^,  Y^j  Z^  aus  (3)  und  (4)  mittelst  (2)  eliminirt.  Setzt 
man  dabei,  wie  im  Obigen,  die  von  (x^^  y^ ,  z^)  bis  (a:,,  y,,  z^  ge- 
zogene Gerade  gleich  r,  und  die  Cosinus  der  Winkel  dieser  Geraden 
mit  den  drei  Coordinatenaxen  gleich  A,  ju,  Vj  also 
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(6) 


f 


«.  —  z,  =  rv 


A*  +  iW*  +  r*=l, 
80  kommt  nach  vollzogener  Elimination: 

irfiZ^  —  t/,C+F=rvY^  —  z,B+F'=F\ 

(7)  <rvX,  —  2,^  +  G  =  rXZ^~x^  C+  &  =  CT  , 
\rlY^  —  x,B  +  H=r^X^—y,A  +  H'=H'\ 

(8)  |rrZ,+rAX,  — z,C  — 0:,^+^  =  /, 

IrA  X,  +  ^7*  y,  —  a-,^  — y,  S+ Ä  =  Ä' . 

Da  die  Substitution  dieser  Werthe  von  F",  ...,  A'  in  (5)  eine 
allzu  complicirte  Rechnung  geben  würde,  so  wollen  wir  das  Coordi- 
natensystem  so  gelegt  annehmen,  dass  die  Axe  der  z  mit  der  Axe, 
um  welche  der  Körper  gedreht  werden  soll,  zusammenfällt.  Hier- 
durch  werden  ^  =  0,  x  =  0,  i//=l,  die  Gleichungen  (5)  reduciren 
sich  damit  auf 

G"=0,     F'=0,     Ä'=0, 

und  wir  bekommen  vermöge  (7)  und  (8)  folgende  sechs,   die  Lösung 
unsers  Problems  enthaltenden,  Gleichungen: 

rfiZ^  —  y,C  +  F  =  0  , 

rvY^  —  z,B+r=0  , 

rvX^  —  z^A  +  G  =0  , 

rlZ^  —  x^C+G'  =  0  , 

rkY^-x,B  +  H=r^X^  —  y,A  +  H\ 

rXX^  +  rfiY^  —  x,A  —  y,B  +  h  =  0  , 

welche  sich  nach  Elimination  von  X,,    Y^j  Z^  auf  folgende  drei  re- 
duciren : 

a(F-y,C)-^i(&-x,C)  =  0  , 

(4)  h(F'—z,B)  —  ^(G  —  z,A)  +  v(H'—H+x,B  —  y,A)  =  i)  , 

\l{G  —  z,A)  +  f.i(F'—z^B)—^(h   —  x^A  —  y,B)  =  0  . 

Hieraus  kann  man  noch  A,  /<,  v  wegschaffen  und  man  erhält 
damit: 

(o)  0=  [{F-y,C)(G-z,A)-{G'-x,C)(F'-z,B)]{h-T,A-^,B) 

-[{F-y,C)iF-z,B)-{G'-x,C)  {G-z,A)]{H'-H+x,B-y,A)  , 

eine  Gleichung,   die,   wie  die  weitere  Entwickelung  derselben  zeigt, 
nur  vom  zweiten  Grade  ist. 

Der  Punct  {x^ ,  y^ ,  z^)  liegt  demnach  in  einer  Fläche  der  zweiten 
Ordnung;  und  in  derselben  Fläche  ist  auch  der  Punct  (r,,  y,,  r,) 
enthalten.     Denn  die   Gleichungen  (6),    und    folglich   auch  die   aus 


(«) 


§.  138.  Achtes  Kapitel.    Von  den  Axen  des  Gleichgewichtes.  207 

ihnen  abgeleitete  (c),  bleiben  auch  dann  noch  richtig,  wenn  man  fiir 
^1 '  ^u  ^1  resp.  ar^+^^i  yi+^/w,  z^+rvy  als  die  Werthe  von 
ar^,  y^,  z^,  substituirt.  Da  ferner  bei  dieser  Substitution  die  Grösse  r 
herausgeht,  und  daher  ganz  willkürlich  angenommen  werden  kann, 
80  erhellt,  dass  nicht  nur  die  Puncte  (x^^  y^,  z^)  und  (ar, ,  y,,  z^ 
selbst,  sondern  auch  alle  übrigen  mit  ihnen  in  einer  Geraden  liegenden 
Puncte  in  der  Fläche  enthalten  sind,  dass  mithin  diese  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  durch  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt  werden 
kann  und  folglich  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  ist. 

Hat  man  demnach  ein  System  von  Kräften^  welche  nicht  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  könnefi  zicei  Kräfte  hinzugefügt  werden,  wodurch  ein 
auch  bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Aze  fortdauerndes  Gleich- 
gemcht  etitsteht;  oder,  was  dasselbe  ist:  die  zwei  Kräfte^  auf  welche 
das  System  zurückgeführt  werden  kann,  lassen  sich  so  bestimmen^  dass 
das  System  bei  der  Drehung  um  eine  gegebene  Axe  auf  sie  reducirbar 
bleibt.  Dabei  lässt  sich  eifi  hyperbolisches  Hyperboloid  angebefi,  vo?i 
dessen  zwei  die  Fläche  erzeugenden  Gei-aden  die  eine  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  die  Angriffspuncte  der  zwei  Kräfte  willkürlich  in  irgend 
einer  der  Lagen  dieser  Geraden  genommen  werden  können. 

Sind  auf  diese  Weise  die  zwei  Angriffspuncte  bestinmit  worden, 
so  ergeben  sich  die  zwei  Kräfte  selbst  aus  (a)  und  (2). 

§.  138.  Die  zwei  Kräfte,  auf  welche  ein  System  von  Kräften 
im  Allgemeinen  immer  zurückgeführt  werden  kann,  wurden  in 
§.  137  so  bestimmt,  dass,  wenn  der  Körper,  auf  den  die  Kräfte 
wirken,  um  eine  gegebene  Aixe  gedreht  wird,  diese  zwei  Kräfte  mit 
den  Kräften  des  Systems  immer  gleich>virkend  bleiben.  Die  Wir- 
kung der  zwei  Kräfte,  und  mithin  der  Kräfte  des  Systems,  auf  die 
Axe  wird  während  der  Drehung  im  Allgemeinen  veränderlich  sein, 
da  die  Angriffspuncte  der  zwei  Kräfte  gegen  die  Axe  eine  immer 
andere  Lage  bei  der  Drehung  im  Allgemeinen  einnehmen.  Nur  in 
dem  Falle  werden  die  Kräfte  des  Systems  auf  die  Axe  fortwährend 
dieselbe  Wirkung  ausüben,  wenn  von  den  zwei  Kräften,  auf  welche 
sie  reducirt  worden  sind,  die  Angriffspuncte  in  die  Axe  selbst  fallen. 

Eine  solche  Axe,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  der 
Körper  um  sie  gedreht  wird,  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  auf  zwei 
die  Axe  selbst  treffende  Kräfte  reducirbar  bleiben,  und  dass  mithin, 
wenn  an  ihr  die  zwei  Kräfte  nach  entgegengesetzter  Richtung  an- 
gebracht werden,  ein  auch  bei  der  Drehung  dauerndes  Gleichgewicht 
entsteht,  eine  solche  Axe  wollen  wir  eine  Ilauptaxe  der  Drehung 
nennen. 

Sie  ist  in  gewissem  Sinne  dasselbe  für  ein  System  von  Kräften, 
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die  keine  einfache  Resultante  haben,  was  für  parallele  Kräfte,  die 
sich  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren  lassen,  der  Mittelpunct  war. 
Denn  so  wie  der  Mittelpunct  eines  Systems  paralleler  Kräfte  bei 
Drehung  des  Körpers  um  denselben  fortwährend  den  nämlichen  auf 
ihn  unmittelbar  gerichteten  Druck  erleidet,  so  wird  auch  die  Haupt- 
axe,  wenn  der  Körper  um  sie  gedreht  wird,  von  den  Kräften  des 
Systems  stets  auf  dieselbe  Weise  gedrückt  und  kann  durch  zwei  an 
ihr  selbst  angebrachte  Kräfte  im  Gleichgewichte  erhalten  werden. 

§.  139.  Die  Hauptaxe  der  Drehung,  welche  einem  gegebenen 
Systeme  von  Kräften  zukommt,  kann  aus  den  Formeln  des  §.  137 
ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden.  Es  wurde  daselbst  durch 
V)  Xy  ^  ^^^  Bichtung  der  Drehungsaxe  überhaupt,  und  durch  l,  ^,  v 
die  Richtung  der  Geraden  bestimmt,  an  welcher  die  zwei  zur  Er- 
haltung des  Gleichgewichtes  nöthigen  Kräfte  angebracht  wurden.  Ist 
nun  die  Axe  der  Drehung  eine  Hauptaxe,  so  sind  beide  Richtungen 
identisch,  und  es  ist  daher  in  diesem  Falle: 

Hiermit  werden  die  Gleichungen  (5): 
(5*)  ]  F"v  +  H"k  =  /iu  , 

Man  substituire  darin  für  /',  g\  h'  ihre  Werthe  aus  (8),  imd 
für  F"j  G",  JET"  ihre  Werthe  aus  (7),  und  zwar  für  jede  der  letzteren 
Grössen  ihren  ersten  oder  zweiten  Werth  aus  (7),  je  nachdem  sie 
im  ersten  oder  zweiten  Gliede  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (5*) 
sich  befindet.     Dies  gibt  nach  leichter  Reduction: 

(H—x,B)^i  +  {&-x,C)v  =  {f—y,B-z,C)k  , 

(G  —  z,A)k  +  (F-z,B)fi  =  (h-x,A  —  y,B)v  ; 

und  wenn  man  noch  die  Gleichungen  (7)  resp.  mit  X,  ju,  v  multipli- 
cirt  und  dann  addirt: 

(F—F'—y^C+z^B)X  +  {G—G'—z,A  +  x^C)^i 
+  (H—H'—x,B  +  y,A)v  =  0  . 

Dies  sind  die  Gleichungen,  welche  nach  Wegschaffung  von 
X,,  Y^y  Z,  aus  (5)  und  (7)  übrigbleiben,  und  aus  denen  die  in 
ihnen  noch  vorkommenden  Unbekannten  ^-^ ,  yi ,  «4,  A,  /i,  v  zu  be- 
stimmen sind. 

Man  setze  der  Kürze  willen 


(9) 


(13) 
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fl  —  H^—G'v  =L  , 
gii—  Fv  —  H'X  =  M  , 
hv—  Gl  —  F'^  =  N  , 

(F  —F')X  +  (G—G')ii  +  (H—H')v=  0  . 

(10)      z^ii  —  y^v  =  ^ ,     z^v  —  z,k  =  ri,     y,Ä  — T,/i  =  C, 
woraus 

(11)  ?A  +  i?/i  +  ?^  =  0 

folgt;   und  es  werden  die  erhaltenen  vier  Gleichungen: 

(L  =  B^-Cf],    M=Ci-AC,    N=Ar,-B^, 

Hieraus  fliesst: 

Mv  —  Nfi  =  —  A{ri^  +  ^v)  +  BSfi+CSv 

=       {Ak  +  Bfi  +  Cv)^  wegen  (11)  , 
NX—Lv=      (Al  +  B^  +  Cv)7i  , 
L^  —  Ml=      (AI  +  5/i  +  Cr)?  ; 

and  daraus  in  Verbindung  mit  der  vierten  der  Gleichungen  (12): 

(14)  A  [Mv  —  N(x)  +  B[Nl  —  Lv)  +  C{Lfi  —  Ml) 

=  {Ak  +  Bfi  +Cv)0  , 

wozu  noch  die  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  von  (12)  unmittelbar 
folgende  Gleichung  kommt: 

(15)  AL  +  BM+CN=0  . 

Somit  haben  wir  noch  ^,  ij,  t,  also  auch  :r, ,  y^ ,  z^  eliminirt 
und  dadurch  zwei  Gleichungen  zwischen  l,  ^,  v  erhalten,  von  denen, 
weil  i,  Jf,  iV,  0  selbst  homogene  lineare  Functionen  von  Ä,  ju,  v 
sind  (9),  die  Gleichung  (14)  eine  homogene  Gleichung  vom  zweiten, 
und  (15)  eine  homogene  Gleichung  vom  ersten  Grade  ist.  Nehmen 
wir  daher  für  den  Augenblick  an,  dass  die  durch  die  Cosinus  Xy  ju,  v 
ihrer  Richtung  nach  bestimmte  Axe  durch  den  Anfangspunct  der 
Coordinaten  gehe,  so  können  wir  ^,  ju,  r  als  die  Coordinaten  eines 
Punctes  der  Axe  betrachten,  und  alsdann  ist  (14)  die  Gleichung 
einer  Kegelfläche,  welche  im  Anfangspuncte  ihre  Spitze  hat,  (15)  aber 
die  Gleichung  einer  durch  denselben  Punct,  also  durch  die  Spitze 
des  Kegels  gehenden  Ebene.  Je  nachdem  nun  jene  Kegelfläche 
und  diese  Ebene  sich  schneiden,  welches  immer  in  zwei  Geraden 
geschieht,   oder  bloss   den  gedachten  Punct  gemein   haben,  ist  die 
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Lösung  unserer  Au%abe  möglieh,  oder  unmi^lich,  und  im  ersten 
Falle  wird  die  Richtung  jeder  der  beiden  Durchschnittslinien  die 
Richtung  der  gesuchten  Axe  sein  können. 

Es  gVtt  daher  entweder  zwei  Hauptaxen  der  Drehung^  die  auch 
zusammenfallen  köntien,    oder  gar  keine. 

Hat  man  die  im  möglichen  Falle  doppelt  vorhandenen  Werthe 
der  Verhältnisse  zwischen  A ,  u,^  v  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittelst 
(13)  die  zugehörigen  Werthe  von  ^,  ly,  u.  Diese  Werthe,  zwischen 
denen  die  Gleichung  (11)  obwaltet,  in  (10)  substituirt,  erhält  man 
zwischen  x^^  y^,  z^  drei  Gleichungen,  von  denen  aus  je  zweien  die 
dritte  folgt,  also  die  Gleichungen  für  eine  gerade  Linie,  in  welcher 
der  eine  Angriffspunct  (a:^,  y^,  zj  und  zufolge  (6)  auch  der  andere 
(jr,,  y,,  2j)  enthalten  ist.  Diese  mit  der  Richtung  (A,  ju,  v),  wie  ge- 
hörig, parallele  Linie  ist  demnach  die  gesuchte  Hauptaxe.  In  dieser 
können  die  zwei  Angriffspuncte  willkürlich  genommen  werden,  da 
zur  Bestimmung  ihrer  Coordinaten  keine  Gleichungen  weiter  vor- 
handen sind. 

Die  in  den  zwei  Puncten  anzubringenden  Kräfte  ergeben  sich 
jetzt  aus  (7)  und  (2).  Erstere  Gleichungen  gehören,  wenn  man  X,, 
Yj,  Z^  als  Coordinaten  betrachtet,  einer  geraden  Linie  an,  welche 
die  durch  k,  fij  v  bestimmte  Richtung  hat.  Construirt  man  daher 
diese  Linie,  indem  man  (a:,,  y^,  2,)  zum  Anfangspuncte  der  Coordi- 
naten nimmt,  so  wird  jede  von  (r, ,  y,,  z^)  bis  zu  einem  Puncte  der 
Linie  gezogene  Gerade  die  Kraft  (X^,  Y,,  ZJ  vorstellen  können.  — 
Die  andere  Kraft  (Xj,  Y^J  ZJ  ist  hierauf  durch  die  Gleichungen 
(2)  vollkommen  bestimmt. 

§.  140.  Um  die  jetzt  vorgetragene  Theorie  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  wollen  >vir  sie  auf  den  möglich  einfachsten  Fall  an- 
wenden imd  für  ein  nur  aus  zwei  Kräften  bestehendes  System  die 
zwei  Hauptaxen  zu  bestimmen  suchen. 

Seien  demnach  (X,  Y,  Z),  (X',  Y',  Z')  die  beiden  Kräfte  des 
Systems  und  {x,  y,  z)j  (x'y  y',  z')  ihre  Angriffspuncte.  Zur  möglich- 
sten Abkürzung  der  Rechnung  werde  die  Ebene  der  a:,  y  so  gelegt, 
dass  die  erstere  Kraft  in  ihr  enthalten  und  die  letztere  mit  ihr 
parallel  ist,  und  daher  z,  Z^  Z'  gleich  Null  sind.  Zum  Anfangs- 
puncte der  Coordinaten  nehme  man  den  Angriffspunct  der  ersten 
Kraft  selbst  und  setze  daher  noch  x,  y  gleich  Null.  Die  noch  will- 
kürliche Ebene  der  x ,  z  lege  man  durch  den  Angriffspunct  der  zwei- 
ten Kraft,  wodurch  y'  =  0  wird. 

Hiermit  ergeben  sich  nach  (1): 
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A  =X+X'  ,        B  =  Y+Y'    ,        C   =0       , 
jP=0  ,         G=z'X  ,         H=afY\ 

F^z'Y'         ,         G'=0  ,        H'  =  0       , 

/  =  0  ,        9    =h  =  x'X'  ; 

und  hieraus  weiter  nach  (9): 

L  =  —  Hfi  ,        M=h^i  ,         N=hv—Gl  —  Ffi  , 

0  =  —  FX+G^+Hv  . 

Wie  man  leicht  findet,  reduciren  sich  damit  und  wegen  (7=0 
die  zwei  aufzulösenden  Gleichungen  (14)  und  (15)  zwischen  A,  ju,  v 
auf: 

(Ar  —  B  G)  (r  +  /O  —[AH—Bh)Xv  =  {i, 

{AH—Bh)fi  =  0  ; 

und  wenn  man  darin  für  Ay  Bj  G,  Hy  F,  h  ihre  Werthe,   durch 
X,  ...,  z    ausgedrückt,  setzt: 

I.         (X  y  —  X'  Y)  [z'  (i«  +  /i«)  —  a:'Ay]  =  0  , 

IL     (xy  — x'r)a;>  =  o  . 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  ohne  Voraussetzung  einer  besonderen  Be« 
«chaffenheit  des  Systems,  ist  daher  zufolge  II: 

/f  =  0  . 

Hiermit  wird  I  im  Allgemeinen: 

/A*  — a:7>/  =  0  , 
also  entweder 

A  =  0  ,         oder        z'X  —  a:V  =  0  . 

Für  die  eine  der  beiden  Hauptaxen  sind  daher 

X  =  0  ,        /i  =  0  ,         und  mithin        v  =  \  \ 

für  die  andere  aber  verhalten  sich 

X:  ^i'.v  ^=  x'  '.{^  :z    . 

Die  eine  Hauptaxe  steht  daher  auf  der  Ebene  der  a:,  y,  d.  i. 
auf  einer  mit  den  beiden  Kräften  parallelen  Ebene,  rechtwinklig, 
und  die  andere  ist  parallel  mit  der  Geraden  durch  die  Angriffspuncte 
(0,  0,  0)  und  [x\  0,  z)  der  beiden  Kräfte. 

Die  Gleichungen  selbst,  welche  den  Hauptaxen  zugehören,  lassen 
sich  nun  folgendergestalt  finden.  Mit  Anwendung  der  Werthe  0,  0,  1 
für  A,  1.1,  Vj  reduciren  sich  die  für  gegenwärtiges  System  bereits 
bemerkten  Werthe  von  L,  My  N,  O  auf: 

L     =      i)y  M=0        y  N=hy  0     =     H. 

Hiermit  und  weil  (7=0,  werden  die  Gleichungen  (12): 
0  =  C,         h  =  Ari  —  B^y         H=A§  +  Bti  . 

14* 
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Die  Gleichungen  (10)  werden: 

?  =  — yi  ,         ^  =  ^1  »         C=0  , 
und  man  erhält  damit: 

h  =  Az,  +  By,  ,        H=—Ay,+Bx,  , 

als  die  Gleichungen  der  einen  Hauptaxe.  Sie  gehören  einer  Ge- 
raden an,  welche  die  Ebene  der  x,  y  rechtwinklig  in  dem  Puncte 
schneidet,  dessen  Coordinaten 

Ah  +  BH  Bh  —  AH 

''~  A^  +  B"      '         ^'~  A^  +  B" 

sind,  und  man  erkennt  bei  Yergleichung  derselben  mit  den  Formeln 
in  §.  125,  dass  dieser  Punct  kein  anderer,  als  der  Mittelpunct  des 
auf  die  Ebene  der  z^  y  projicirten  Systems  ist.  Denn  die  dortigen 
A,  B,  h  haben  hier  die  nämliche  Bedeutung,  und  das  dortige 
N^=2{xY — yX)  ist  einerlei  mit  dem  hiesigen  H — H'=  H,  weil 
H'  =  0  ist. 

Was  die  andere  Hauptaxe  anlangt,  für  welche  ju  =  0  ist,  und 
sich  X:v  =  x'  :z'j  also  auch  gleich  h  :  G  verhalten,  so  werden  damit: 

i  =  0  ,        M=0  ,        N=0  ; 
folglich  nach  (13): 

?  =  0,         i?  =  0,         C  =  0; 

und  hiermit  nach  (10): 

y,  =0  ,         x^^'  —  z^x'  =  0  , 

welches  die  Gleichungen  für  eine  Gerade  sind,  die  durch  die  Puncte 
(0,  0,  0)  und  {x\  0,  r'),  d.  i.  durch  die  Angriffspuncte  der  beiden 
Elräfte,  geht. 

Ein  nur  aas  zwei  Kräften  bestehendes  System  hat  demnach  im 
Allgemeinen  ztoei  verschiedene  Hauptaxen,  Die  eine  derselben  steht 
normal  auf  einer  Ebene,  welche  mit  den  beiden  Kräften  parallel  ist, 
und  trifft  diese  Ebene  in  dem  iHttelpuncte  der  zwei  auf  die  Ebene 
rechtwinklig  projicirten  Kräfte.  Die  andere  Hauptaxe  geht  durch  die 
Angriffspuncte  der  beiden  Kräfte, 

Ausnahmen  hiervon  finden  statt: 

1)  Wenn  a:'=0  ist,  d.  h.  wenn  die  Gerade  durch  die  beiden 
Angriffspuncte  auf  jeder  der  beiden  Kräfte  normal  steht.  Denn  da- 
mit wird  die  Gleichung  n  identisch,  und  I  reducirt  sich  auf 
}}  +  /i*  =  0;  folglich  ist  immer 

A  =  0  ,  jM  =  0  ,         v=  1   . 

In  diesem  Falle  coincidiren  also  die  beiden  Hauptaxen  mit  jener 
Geraden. 
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2)  Wenn  x*  und  z  beide  gleich  Null  sind,  d.  h.  wenn  die 
zwei  Kräfte  einen  gemeinschaftlichen  AngrifTspunet  haben.  Alsdann 
werden  die  Gleichungen  I  und  11  für  alle  Verhältnisse  zwischen  X, 
/i ,  V  erfüllt,  und  jede  durch  den  gemeinsamen  Angriffspunct  gehende 
Gerade  besitzt  die  Eigenschaft  einer  Hauptaxe. 

3)  Wenn  X  Y'  =  X'  y,  d.  h.  wenn  die  zwei  Kräfte  parallele 
Richtungen  haben.  Denn  auch  hier  bleiben  die  Verhältnisse  zwi- 
schen X,  (4,  V  unbestimmt,  und  jede  durch  den  Mittelpunct  der  zwei 
parallelen  Kräfte  gelegte  Gerade  ist  eine  Hauptaxe. 

Ist  2  allein  gleich  Null,  hat  man  also  zwei  einander  nicht 
parallele  auf  zwei  verschiedene  Puncte  in  einer  und  derselben  Ebene 
wirkende  Kräfte,  so  reducirt  sich  I  auf  kv  =  0,  und  es  ist  folglich 
entweder 

Ä  =  0,        iM  =  0,         ^=1, 
oder 

In  diesem  Falle  gibt  es  daher,  wie  im  Allgemeinen,  und  wie  auch 
zu  erwarten  stand,  zwei  Hauptaxen.  Die  eine  derselben  ist  ein  auf 
der  Ebene  der  Kräfte  in  dem  Mittelpuncte  der  letzteren  errichtetes 
Perpendikel;  die  andere  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  An- 
griffspuncte  (0,  0,  0)  und  [x\  0,  0),  und  fällt  daher  jetzt  ihit  der 
Axe  der  x  zusammen. 


§.  141.  Dass,  wenn  ein  der  Wirkung  nur  zweier  Kräfte  unter- 
worfener Körper  um  eine  der  beiden  in  §.  140  gefundenen  Axen  ge- 
dreht wird,  die  zwei  Kräfte  gleichwirkend  mit  zwei  an  der  jedes- 
maligen Axe  selbst  angebrachten  Kräften  bleiben,  die  von  unver- 
änderlicher Lage  und  Intensität  sind, 
dies  ist  für  die  Axe,  welche  durch 
die  Angriffspuncte  der  zwei  gegebe- 
nen Kräfte  geht,  von  selbst  klar. 
Dass  aber  dasselbe  auch  für  die 
andere  Axe  gilt,  welche  auf  der  mit 
beiden  Kräften  parallelen  Ebene 
normal  steht,  erhellt  ohne  Hülfe  des 
Calculs  auf  folgende  Weise. 

Seien  PQ  und  P'Q!  (vei^l. 
Fig.  44)  die  beiden  Kräfte,  P  und 
P'  ihre  Angriffspuncte,  MN  eine 
durch   PQ    gelegte    und    mit   P'Q' 

parallele  Ebene.     HS  sei  die  rechtwinklige  Projection  von  P'Q'  auf 
MN,  und  RT=  SR  in  der  Verlängerung  von  SR.     Von  PQ  und 


Fig.  44. 
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jRS  sei  A  der  Mittelpunct  und  AF  die  Resultante.  Alsdann  sind 
bei  der  Drehung  um  eine  in  A  auf  MN  normal  errichtete  Axe  AB 
die  Kräfte  PQ  und  P'Q'  gleichwirkend  mit  PQ,  ES,  P'Q'  und 
PT,  also  gleichwirkend  mit  der  an  der  Axe  selbst  angebrachten 
Kraft  AF  und  dem  Paare  P'Q',  BT,  Da  die  AngrifFspuncte  P\  R 
der  Kräfte  dieses  Paares  in  einer  Parallelen  mit  der  Axe  AB  U^en, 
so  bleibt  die  Ebene  des  Paares  bei  der  Drehung  sich  parallel,  mithin 
seine  Wirkung  ungeändert  und  eben  so  gross  als  die  Wirkung  eines 
ihm  parallelen  Paares,  welches  dasselbe  Moment  hat,  und  von  dessen 
Kräften  die  AngrifFspuncte  in  AB  fallen.  Sind  daher  BC,  AD  die 
Kräfte  dieses  neuen  Paares,  so  sind  PQ  und  P'Q'  bei  der  Drehung 
des  Körpers  um  AB  fortwährend  gleichwirkend  mit  den  an  AB 
selbst  angebrachten  Kräften  AF,  BC,  AD,  d.  i.  mit  den  zweien 
AG,  BC,  wenn  AG  die  in  A  angebrachte  Resultante  von  AF  und 
AD  ist' 

Wiewohl  nun  hiermit  auch  synthetisch  erwiesen  worden,  dass 
die  zwei  vorhin  durch  Analysis  gefundenen  Axen  die  den  Haupt- 
axen  zukommenden  Eigenschaften  besitzen,  so  erhellt  doch  aus  die- 
sen synthetischen  Betrachtungen  noch  keineswegs,  dass  ausser  die- 
sen zwei  Hauptaxen  keine  dritte  existirt.  Eben  dieser  Umstand 
aber  wird  uns  sogleich  zu  neuen,  für  die  Theorie  der  Hauptaxen 
überhaupt  sehr  fruchtreichen,  Folgerungen  hinleiten. 

§.  142.  Auf  den  in  den  §§.  140  und  141  umständlich  betrach- 
teten Fall,  wenn  das  System  nur  aus  zwei  Kräften  besteht,  lässt  sich 
auch  der  zusammengesetztere  Fall  zurückfuhren,  wenn  alle  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  P,  P',  P",  . . .  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  sind.  —  Man  ziehe  in  dieser  Ebene  zwei  unter  beliebigem 
Winkel  sich  schneidende  Gerade  und  zerlege  parallel  mit  denselben 
jede  Kraft  in  ihrem  Angriffspuncte  in  zwei  andere:  P  in  X  und  Y, 
P'  in  X'  und  F',  u.  s.  w.  Von  den  parallelen  Kräften  X,  X',  ... 
suche  man  den  Mittelpunct,  welcher  A  heisse;  ebenso  von  den  pa- 
rallelen Kräften   Y,   Y',  ...  den  Mittelpunct  B,  und  setze  noch 

x+x'  +  ...  =  X4      und      y+r'  +  ...=  Y,  .     . 

Alsdann  sind,  wie  auch  der  Körper  verrückt  werden  mag,  die  Kräfte 
Pj  ^'j  •••  gleichwirkcnd  mit  den  Kräften  X,  X',  ...;  Y,  Y',  ..., 
und  diese  immer  gleichwirkcnd  mit  den  Kräften  X^  und  Y^ ,  deren 
Angriffspuncte  resp.  A  und  B  sind.  Dieselben  zwei  Hauptaxen, 
welche  dem  Systeme  der  zwei  Kräfte  X',  und  Yj  zukommen,  müssen 
folglich  auch  den  Kräften  P,  P',  . . .  angehören.  Die  eine  Ilauptaxe 
der  Kräfte  P,  P',  ...  ist  daher  AB]  die  andere  steht  auf  der  Ebene^ 
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mit  welcher  die  Kräfte  parallel  sind,  normal  und  trifft  diese  Ebene 
in  dem  Mittelpuncte  der  auf  sie  projicirten  Kräfte  A'^  und  Yj,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  dem  Mittelpuncte  der  auf  die 
Ebene  projicirten  Kräfte  P,  P\  ... 

Ausser  diesen  zwei  Ilauptaxen  gibt  es  keine  dritte.  Wie  daher 
auch  in  der  Ebene,  mit  welcher  P,  P',  ...  parallel  sind,  die  zwei 
Geraden  gezogen  werden,  mit  denen  parallel  jede  Kraft  P  in  zwei 
andere,  X  und  Y,  zerlegt  wird,  so  muss  doch  immer  der  Mittelpunct 
Ä  der  parallelen  Kräfte  X,  X',  ...  und  der  Mittelpunct  B  der  pa- 
rallelen Kräfte   Y,   Y',  ...  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen. 

§.  143.  Wir  sind  hiermit  unerwarteter  Weise  zu  einem  merk- 
^vürdigen  Satze  gelangt,  der,  unabhängig  von  dem  Begriffe  der 
Gleichgewichtsaxen,  sich  auch  ohne  Zuhülfenahme  der  Theorie  der- 
selben beweisen  lassen  muss.  Wir  wollen  diesen  Beweis  zuerst  für 
den  einfacheren  Fall  fuhren,  wenn  die  Kräfte  in  einer  Ebene  ent- 
halten sind,  wo  der  Satz  folgendergestalt  lauten  wird: 

Hat  mafi  ein  System  vo?i  Kräften  in  einer  Ebene  und  zerlegt  Jede 
Kraft  an  ihrem  Angriffspuncte  parallel  mit  zwei  einander  nicht  paral- 
lelen Richtungen  in  der  Ebene  in  zwei  andere^  so  ist  die  Gerade, 
welche  die  zwei  Mittelpuncte  der  mit  der  einen  und  der  mit  der  ande- 
ren Richtung  parallelen  Kräfte  verbindet,  immer  dieselbe,  wie  auch  die 
zwei  sich  schneidenden  Richtungen  in  der  Ebene  genommefi  sein  mögen; 

oder,  wie  dieser  Satz  auch  noch  ausgedrückt  werden  kann: 

Werden  durch  die  Angriffspuncte  in  einer  Ebene  vnrkender  Kräfte 
Parallelen  mit  einer  beliebigen  Richtung  in  der  Ebene  gezogen  ufid  auf 
diese  Parallelen  die  Kräfte  durch  Parallelen  mit  einer  anderen  Rich- 
tung in  der  Ebe7ie  projicirt,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunctes  der  pro- 
jicirten Kräfte  eine  gerade  Li?ne. 

Beweis.  Zuerst  ist  klar,  dass,  wenn  mehrere  parallele  Kräfte 
X,  X',  ...,  mögen  sie  in  einer  Ebene  enthalten  sein,  oder  nicht, 
auf  Linien  projicirt  werden,  die,  mit  irgend  einer  anderen  Richtung 
parallel,  durch  die  Angriffspuncte  der  Kräfte  gelegt  sind,  die  proji- 
cirten Kräfte  S*,  H',  ...  denselben  Mittelpunct  A,  als  die  ersteren 
Kräfte,  haben.  Dies  folgt  sogleich  daraus,  dass,  um  den  Mittelpunct 
eines  Systems  paralleler  Kräfte  zu  finden,  es  schon  hinreicht,  die 
Angriffspuncte  der  Kräfte  und  die  Verhältnisse  ihrer  Intensitäten  zu 
einander  zu  kennen.  Die  Kräfte  X,  X',  ...  haben  aber  mit  resp. 
Sy  S'y  ...  einerlei  Angriffspuncte,  und  vermöge  der  Natur  der  Pro- 
jectionen  stehen  letztere  Kräfte  in  denselben  Verhältnissen  zu  ein- 
ander, wie  die  ersteren;   folglich  u.  s.  w. 
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Seien  nun  P,  P',  ...  mehrere  Kräfte  in  einer  Ebene  von  be- 
liebigen Richtungen.  Man  zerlege  jede  derselben  in  ihrem  Angriffs- 
puncte  parallel  mit  zwei  unter  beliebigem  Winkel  sich  schneidenden 
Richtungen  in  zwei:  P  in  X  und  Y,  P'  in  X!  und  Y\  etc.  und 
sei  von  den  parallelen  Kräften  X,  X\  ...  der  Mittelpunct  A^  von 
y,   Y\  ...  der  Mittelpunct  B, 

Man  ziehe  durch  die  Angriffspuncte  Parallelen  mit  einer  will- 
kürlichen dritten  Richtung  in  der  Ebene  und  projicire  auf  sie 
sämmtliche  Kräfte  P,  P',  ...;  X,  X',  ...;  F,  Y\  ...  durch  Paral- 
lelen mit  irgend  einer  vierten  Richtung.  Heissen  diese  Projectionen 
resp.  JI,  JI',  ...;  H,  S*,  ...;  H,  H\  ...  Alsdann  fallen  JT,  H,  H 
in  dieselbe  Gerade,  haben  mit  P  einerlei  Angriffspunct  und  es  ist^ 
weil  X  und  Y,  P  zur  Resultante  haben,  JT  die  Resultante  von  S 
und  H  (§.40),  folglich  11  =  3  +  H,    Dasselbe  gilt  auch  von  den 

Projectionen  der  übrigen  Ejräfte  P', Das  System  "der  Kräfte  11, 

n'y  ...  ist  daher  ganz  identisch  mit  dem  System  S,  H,  f ,  H',  ... 
und  hat  mit  ihm  einerlei  Mittelpunct.  Nach  dem  vorhin  Bemerkten 
ist  aber  der  Mittelpunct  von  f,  ff,  .*.  einerlei  mit  dem  Mittelpuncte 
A  von  X,  X',  —  und  der  Mittelpunct  von  JEf,  H\  ...  einerlei  mit 
dem  Mittelpuncte  B  von  Y,  Y',  ....  Der  Mittelpunct  von  H,  ff,  ... 
JEf,  H\  ...  in  Vereinigung,  d.  i.  der  Mittelpunct  von  JI,  JT',  ...,  fallt 
folglich  immer  in  die  Gerade  ABy  welches  auch  die  Richtung  sein 
mag,  mit  welcher  JT,  JI',  ...  parallel  laufen. 

§.  144.  Es  lässt  sich  schon  voraussehen,  dass  der  Satz  des 
§.  143  auch  auf  ein  System  von  Kräften  im  Räume  sich  ausdehnen 
lassen  und  hier  also  lauten  wird: 

Zieht  ma7i  durch  die  Angriffspuncte  nach  heliehigen  Richtungen 
im  Räume  toirkender  Kräfte  Parallelen  mit  irgefid  einer  Richtimg  (p) 
und  projicirt  auf  diese  Parallelen  die  Kräfte  durch  Linien,  welche  eifier 
und  derselben  Ebene  parallel  sind,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunctes  der 
projicirten  Kräfte  eine  Ebene. 

Der  Beweis  hiervon  ist  dem  vorigen  ganz  ähnlich.  Sei  P  eine 
der  Kräfte  des  Systems.  Man  zerlege  sie  in  ihrem  Angriffspuncte 
parallel  mit  drei  beliebigen  Axen  in  X,  Y,  Z,  und  verfahre  ebenso 
mit  jeder  der  übrigen  Ejräfte.  Seien  resp.  A,  B  und  C  die  Mittel- 
puncte der  parallelen  Ejräfte  X,  der  parallelen   Y  und  der  Z. 

Die  Projectionen  von  P,  X,  Y,  Z  auf  die  durch  den  gemein- 
schaftlichen Angriffspunct  dieser  vier  Kräfte  mit  der  Richtung  p  ge- 
zogene Parallele  seien  JT,  ä,  H,  ^F,  so  ist 

n=s+H+w , 
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und  daher  der  Mittelpunct  aller  11  einerlei  mit  dem  Mittelpuncte 
aller  Sy  H  und  W,  Zufolge  des  Satzes ,  welcher  gleich  zu  Anfange 
des  Beweises  in  §.  143  angestellt  wurde ,  haben  aber  die  Kräfte  S 
denselben  Mittelpunct  Ay  welcher  den  Ejräften  X  zukommt,  und 
ebenso  sind  B  und  0  die  Mittelpuncte  der  Kräfte  H  und  der  Ejräfte 
V.  Folglich  muss  der  Mittelpunct  der  parallelen  Projectionen  11 
mit  Ay  By  O  in  einer  Ebene  liegen. 

§.  145.  Den  in  den  §§.  143  und  144  bewiesenen  Sätzen  gemäss, 
wollen  wir  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene  die  Gre- 
rade  der  Ebene,  in  welche  der  Mittelpunct  der  mit  irgend  einer 
Bichtimg  parallelen  Projectionen  der  Ejräfte  immer  zu  liegen  kommt, 
die  Centrallinie,  und  bei  Kräften  im  Räume  die  Ebene,  in  welche 
der  Mittelpxmct  der  parallelen  Projectionen  stets  fällt,  die  Central- 
ebene  des  Systems  nennen. 

Jedes  System  von  Kräften,  —  nur  darf  es  weder  im  Gleich- 
gewichte sein,  noch  sich  auf  ein  Paar  reduciren,  —  hat  daher,  je 
nachdem  es  in  einer  Ebene  oder  im  Räume  enthalten  ist,  eine 
Centrallinie  oder  eine  Centralebene.  Doch  kann  es  auch  geschehen, 
dass  bei  einem  Systeme  in  einer  Ebene  die  Mittelpuncte  A  und  B 
von  den  X  und  den  Yy  also  auch  die  damit  identischen  von  den  S 
und  den  H,  zusammenfallen,  und  daher  der  Mittelpunct  der  paral- 
lelen Projectionen  11  immer  derselbe  Punct  ist,  und  dass  bei  einem 
System  im  Räume  die  Puncte  Aj  By  C  wo  nicht  coincidiren,  doch 
in  eine  Gerade  zu  liegen  kommen,  und  folglich  der  Mittelpunct  der 
parallelen  Projectionen  immer  in  dieselbe  Gerade  fällt. 

Letzteres  geschieht  unter  anderen,  wenn,  wie  in  §.  142,  die 
Kräfte  des  Systems  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind.  Denn 
hier  kann  jede  Kraft  nach  zwei  mit  der  Ebene  parallelen  Richtungen 
in  zwei  andere,  folglich  das  ganze  System  in  zwei  Systeme  paralleler 
Kräfte  zerlegt  werden,  und  es  zeigt  sich  dann  wie  im  Vorigen,  dass 
mit  den  Mittelpuncten  dieser  zwei  Systeme  der  Mittelpunct  der  nach 
ii^end  einer  anderen  Richtung  projicirten  Kräfte  des  ursprünglichen 
Systems  immer  in  einer  Geraden  liegt. 

Bei  einem  Systeme  mit  einer  Ebene  paralleler  Kräftey  desgleichen 
bei  Kräften,  die  in  einer  und  derselben  Ebet%e  toirkefi,  ist  demnach  die 
Centrallinie  des  Systems  die  eine  Hauptaxe. 

§.  146.  Bei  einem  Systeme  von  Ejräften  im  Räume  ist  in  der 
Centralebene  des  Systems  eine  Linie  noch  besonders  zu  beachten. 
Zerlegt  man  nämlich  jede  Kraft  P  in  X,  Yy  Z  parallel  mit  drei 
Axen  Xj  y,  z,  von  denen  ;;  auf  der  Centralebene  normal  ist,  x  und  y 
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aber  in  der  Ebene  selbst  liegen,  und  sind  A  und  B  die  Mittelpuncte 
aller  X  und  aller  y,  so  werden  diese  Puncte  immer  in  dieselbe 
Gerade  der  Ebene  fallen,  ^vie  auch  die  Axen  x  und  y  in  der  Ebene 
genommen  sein  mögen,  in  die  Centrallinie  nämlich  der  mit  derselben 
Ebene  parallelen  Ejräfte  (X,  1",  0),  (X',  Y\  0),  etc.  Heisse  diese 
Gerade  die  Centrallinie  der  Centralebcne. 

Auf  gleiche  Art  wollen  wir  auch,  wenn  von  den  mit  der  Central- 
ebene  parallelen  Ejräften  X,  X',  ...  und  Y,  Y\  ...  die  einen  auf 
der  Centrallinie  normal,  die  anderen  mit  ihr  parallel  genommen 
werden,  den  Mittelpunct  der  mit  der  Centrallinie  parallelen  Kräfte 
den  Centralpunct  der  Centrallinie  nennen. 

§.  147.  Um  hiervon  eine  Anwendung  zunächst  auf  ein  System 
von  Kräften  P,  P',  ...  in  einer  Ebene  zu  machen,  setze  man,  nach- 
dem jede  Ejraft  P  parallel  mit  zwei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
in  X  und  Y  zerlegt  worden ,  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der 
Kräfte  X  gleich  p^  q,  und  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der 
Kräfte  Y  gleich  p\  q'.     Alsdann  ist  (§.  lOS): 

n--^^-      n-^yJL      w--''-J      n'-lyJ. 

P        ^Y*  ^X*  —   ^Y    ^  —    '^  Y    * 

Die  Gerade  durch  die  Puncte  (p,  q)  und  [p',  q')  ist  die  Central- 
linie des  Systems.  Nehmen  ^vir  sie  zur  Axe  der  ar,  so  werden  q  und 
q'  gleich  Null,  also  ^yX  =  0  und  ^'yY  =  0,  und  der  Centralpunct 
des  Systems  ist  der  Mittelpunct  (p,  0)  der  jetzt  mit  der  Centrallinie 
parallel  laufenden  Kräfte  X.  Wir  wollen  ihn  zum  Anfangspuncte  der 
Coordinaten  wählen,  imd  daher  noch  />  =  0,  also  ^zX  =  0  setzen. 
Hiermit  wird 

h  =  :S{xX  +  yY)  =  0  , 

und  die  Ausdrücke  in  §.  125  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes 
der  Kräfte  P,  P',  ...  reduciren  sich  auf 

_      BN  _  —AN 

^'~  A^-\-B*  '         ^'~  A*  +  B^  ' 

wo  A  =  :SX,  B  =  2Y  und  N=  2xY.     Es  folgt  hieraus: 

Ax,+By,  =  0  , 

woraus  wir  ersehen,  c&w«  bei  einem  Systeme  vo?i  Kräften  in  einer 
Ehene^  die  durch  den  Centralpunct  (0,  0)  und  den  Mittelpunct  (x^ ,  yj 
der  Kräfte^  d.  «.  defi  Durchschnitt  der  eineyi  Hauptaxe  mit  der  Ebene 
geführte  Gerade  die  Resultante  (-4,  B)  der  Kräfte  rechtwinklig 
schneidet.  Die  andere  Hauptaxe  ist,  wie  schon  bemerkt  worden, 
die  Centrallinie  selbst. 
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§.  148.  So  wie  bei  einem  Systeme  von  Kräften  in  einer  Ebene 
die  beiden  Hauptaxen  mit  der  Centrallinie  und  dem  Centralpuncte 
in  genauer  Verbindung  stehen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  auch  bei 
einem  Systeme  von  Kräften  im  Baume  eine  solche  Verbindung  statt- 
finden und  sich  daher  unsere  Rechnung  sehr  vereinfachen  werde, 
wenn  wir  bei  der  Wahl  der  Coordinatenaxen  die  Centralebene ,  die 
Centrallinie  und  den  Centralpunct  zum  Grunde  legen. 

Sei,  wie  im  Vorigen,  jede  Kraft  P  des  Systems  in  ihrem  An- 
griffspuncte  (x^  y,  z)  in  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  nach  den  Richtungen 
dreier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Coordinatenaxen  zerlegt,  und 
seien  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  (jo,  q,  r),  (/>',  q\  r') 
und  (/)",  q",  /')  die  resp.  Mittelpuncte  der  einander  parallelen  Kräfte 
X,  der  Ejräfte  Y  und  der  Kräfte  Z,  Alsdann  ist  mit  Anwendung 
der  Bezeichnungen  (1)  in  §.  137: 

P~  2X   ~        2A     '  ' 
_^yX_S'  _2zX  _  G 


^      sx  - 

A    '                 2X         A   ' 

und  eben  so  findet  sich : 

P       ß   , 

*             2B        '        '^       B 

2       er-' 

"     ^          ..      f+9-J^ 
^       C  '        ^              IC 

Wir  wollen  nun  das  Coordinatensystem  so  gelegt  annehmen^ 
dass  erstlich  die.  Ebene  der  ar,  y  mit  der  Centralebene  zusammenfällt^ 
und  dass  daher  r,  r',  r"  gleich  Null  sind.  Da  hiermit  die  Kräfte  Z 
auf  der  Centralebene  normal  stehen,  so  ist  die  Gerade  durch  (jo,  y,  0) 
und  [p\  q'j  0)  die  Centrallinie;  sie  werde  zur  Axe  der  x  genommen 
und  daher  y,  q'  gleich  Null  gesetzt.  Endlich  werde  der  Centralpunct, 
der  jetzt  (jp,  0,  0)  zum  Ausdrucke  hat,  zum  Anfangspuncte  der  Coor- 
dinaten  gewählt,  wodurch  noch  p  gleich  Null  wird. 

Bei  dieser  im  Allgemeinen  immer  möglichen  Annahme  des  Coor- 
dinatensystems  sind  also  p,  q,  r,  q\  r',  r"  insgesammt  gleich  Null. 
Es  folgt  aber  aus  der  Nullität  von  r',  r,  q: 

F'=0,         G  =  0,         Ä'=0, 

und  daraus,  dass  p,  q\  r"  gleich  Null  sind: 

/=0,         ^  =  0,         Ä  =  0. 

Hiermit  ziehen  sich  die  Werthe  (9)  der  vier  Hülfsgrössen 
L,  Mj  N,   0  in  §.  139  zusammen  in: 
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L  =  —H^—G'v,         M=—Fv,         i\r=0, 

0  =  FX—G'ii  +  Hv, 

und  die  zwei  Gleichungen  (14)  und  (15)  für  die  Verhältnisse  zwischen 
/,  II,  V  werden  nach  Substitution  dieser  Werthe: 

(14*)   AFX^  —  (BG'—Cn)ii^'\'(AF—BG'+CH)v^ 

+  AHyl  —  {AG'—BF)lfi  =  Q  , 

(15*)  AHfi  +  {AG'+  BF)v  =  0  . 

Letztere  Gleichung  kann  als  eine  Gleichung  zwischen  recht- 
winkligen Coordinaten  k,  /u,  f^  für  diejenige  Ebene  angesehen  werden, 
welche,  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gelegt,  mit  den 
beiden  Hauptaxen  parallel  ist  (§.  139).  Da  in  dieser  Gleichung  der 
Coef&cient  von  l  gleich  Null,  und  folglich  die  Axe  der  :r,  d.  L  die 
Centrallinie,  in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  so  schliessen  wir: 

Bei  einem  Systeme  van  Eräften  im  Baume  sind  die  zwei  Hctupt- 
axen  der  Drehung  und  die  OentralUnie  einer  und  derselben  Ebene 
parallel. 

Aus   der  Gleichung  N=  0  folgt  noch  in  Verbindung  mit  (12): 

Afi  —  B§  =  0  . 

Für  den  Durchschnitt  einer  der  beiden  Hauptaxen  mit  der  Ebene  der 
X,  y  oder  der  Centralebene  ist  z^  =  0,  und  daher  nach  (10)  in  §.  139: 

^  =  —y^v  ,         ri=x^v  . 

Hiermit  wird  jene  Gleichung: 

Ax,  +  fiy^  =  0  . 

Die  Linie  durch  den  Centralpunct  (0,  0,  0)  und  den  gedachten 
Durchschnitt  (x^,  y^,  0)  macht  folglich  mit  der  Projection  von 
(A,  B,  C)  auf  die  Centralebene,  also  auch  mit  {A,  B,  C)  selbst, 
einen  rechten  Winkel;  und  da  dasselbe  auch  von  der  anderen  Haupt- 
axe  gilt,  so  folgern  wir: 

Die  Puncte,  in  denen  die  beiden  Hauptaxen  die  Centralebene 
schneiden,  liegen  mit  dem  Centralpuncte  in  einer  Geradefi,  und  diese 
Gerade  ist  normal  auf  der  Besultante  aller  Erdfte  des  Systems,  wenn 
diese  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  und  denselben  Punct 
verlegt  werden. 

Man  sieht  ohne  Mühe,  dass  dieser  Satz  die  Erweiterung  von 
der  in  §.147  für  ein  System  in  einer  Ebene  gefundenen  Eigen- 
schaft ist. 

§.  149.  Ohne  uns  bei  der  näheren  Bestimmung  der  Lage  der 
beiden  Hauptaxen  länger  zu  verweilen,  wollen  wir  noch  den  spe- 
ciellen  Fall  in  Untersuchung  ziehen,  wenn  die  Kräfte   des  Systems 
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eine    einzige   Kraft    zur   Resultante    haben.      Die    Bedingungs- 
gleichung  dafür  (§.  71),  in  den  jetzigen  Zeichen  ausgedrückt,  ist: 

A(F—  r)  +  B{G  —  G')  +  C{H—  ü')  =  0  , 

die  sich  bei  der  jetzt  angenommenen  Lage  des  Coordinatensystems, 
wo  F',  Gj  H'  gleich  Null  sind,  in 

AF—BG'+OH=0 

zusammenzieht.     Hiermit  wird  die  Gleichung  (14^): 

AF(k^  —  iii«)  +  AHvk  —  {A G'—  BF)lfi  =  0  . 

Eliminirt   man    daraus   y   mittelst   der   unverändert    bleibenden 
Gleichung  (15*),  so  kommt: 


"«)  (f)' 


■*"       AF{AG'+BF)  l       1  —  0. 


Diese    Gleichung,    nach    y    aufgelöst,    hat   immer   zwei   reelle 

Wurzeln,  daher  denn  bei  einem  Systeme  von  Kräften,  welche  eine 
einfache  Resultante  haben,  es  immer  zwei  reelle  Hauptaxen  der 
Drehung  gibt. 

Nach  §.  139  ist  aber  die  Gleichung 

in  (10),  wenn  man  darin  för  ^  seinen  Werth  aus  (13)  substituirt, 
die  Gleichung  der  Projection  einer  Hauptaxe  auf  die  Ebene  der  x,  y, 

und  folglich  -y  gleich  der  Tangente  des  Winkels  dieser  Projection 

mit  der  Axe  der  x.  In  der  för  y  erhaltenen  quadratischen  Glei- 
chung ist  nun  das  Product  aus  ihren  beiden  Wurzeln,  also  das  Pro- 
duct  aus  den  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  Projectionen  der 
einen  und  anderen  Hauptaxe  mit  der  Axe  der  x  machen,  gleich  —  1, 
und  daher  die  Differenz  beider  Winkel  einem  Rechten  gleich,  woraus 
folgt: 

Die  rechtioinkligen  Projectionen  der  beiden  Hauptaxen  auf  die 
Centredebene  schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln, 

§.  1 50.  Um  noch  andere  Eigenschaften  der  beiden  Hauptaxen 
eines  Systems,  welches  eine  einfache  Resultante  hat,  kennen  zu 
lernen,  wollen  wir  die  Resultante  zu  einer  der  Coordinatenaxen,  z.  B. 
zur  Axe  der  z,  wählen.     Hiemach  müssen 

F'—F=(S,     G'—G  =  0,    H'—H=Oy    A  =  0,     B  =  0 

sein,  indem  erstere  drei  Gleichungen  die  Bedingungen  ausdrücken, 
unter  denen  die  Resultante  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
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geht  (§.  71),  letztere  zwei  aber  die  Bedingungen,  unter  denen  die 
Resultante  die  Richtung  der  Axe  der  z  hat.     Hiermit  werden: 

L=fX  —  H^—Gv  ,        M=gu  —  Fv  —  Hl  , 

N=hv—Gl—Ffi  ,  0  =  0  , 

und  damit  (14)  und  (15): 

i/i  —  MX  =  0        und        iV^=  0  , 
d.  i. 

H(A«  -  /i«)  -  G^v  +  Flv  +  {f-9)Ui  =  0  , 

hv  —  Gl  —  F^i  =  (i  . 

Die  Elimination  von  v  aus  diesen  zwei  Gleichungen  gibt: 

eine  Gleichung,  woraus  ähnlicher  Weise,  wie  aus  (16),  zu  schliessen, 
dass  ein  System  mit  einer  einfachen  Resultante  immer  zwei  Haupt- 
axen  hat,  und  dass  die  Projectionen  dieser  Axen  auf  eine  die  Re- 
sultante normal  treffende  Ebene  (als  die  jetzige  Ebene  der  x,  y)  sich 
unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Die  Gleichungen  (12),  welche  die  Lage  der  Hauptaxen  näher 
bestimmen,  werden  jetzt: 

von  denen  die  dritte :  ^  =  0 ,  d.  i. 

y^l  —  x,u  =  0  , 

zu  erkennen  gibt,  dass  jede  der  beiden  Hauptaxen  die  Axe  der  Zy 
d.  i.  die  Resultante,  schneidet,  wie  auch  schon  ohnedies  einleuchtet. 
Denn  die  zwei  Kräfte  (X^ ,  Y^,  ZJ  und  (X,,  Y, ,  Z,),  die,  an  den 
Puncten  (x^J  y^,  z^)  und  (a:,,  y, ,  z,)  der  Hauptaxe  angebracht,  zur 
Herstellung  des  Gleichgewichtes  und  zu  seiner  Erhaltung  während 
der  Drehung  um  die  Hauptaxe  erforderlich  sind,  müssen  der  ein- 
fachen Resultante  des  Systems  das  Gleichgewicht  halten,  und  dieses 
ist  nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  beide,  und  folglich  auch  die  von 
ihnen  getroffene  Hauptaxe,  mit  der  Resultante  in  einer  Ebene  liegen. 

Da  übrigens  die  zwei  Kräfte  bei  der  Drehung  des  Körpers  um 
die  Hauptaxe  ihre  Lage  nicht  ändern,  so  wird  auch  die  Resultante 
ihre  anfängliche  Lage  unverändert  behalten  und  mithin  die  Haupt- 
axe fortwährend  in  demselben  Puncte  schneiden. 

Zur  besseren  Uebersicht  wollen  wir  noch  die  Ergebnisse  dieses 
und  des  §.  149  in  folgendem  Satze  vereinigt  darstellen. 

Wenn  ein  auf  einen  freien  Körper  vArkendes  System  von  Kräften 
eine  einfache  Kraft  zur  Resultante  hat^  so  lassen  sich  in  der  Richtung 
dieser  Kraft  zwei  Puncte  und  zwei  durch  diese  Puncte  gehende  Axen 
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angehen  von  der  Beschaffenheit^  dass  ^  wenn  der  Körper  um  die  eine 
oder  die  andere  Axe  gedreht  tvird,  während  die  Kräfte  auf  ihre  An- 
griffspuncte  mit  unveränderter  Richtung  und  Intensität  zu  vnrken  fort- 
fdliren^  das  System  mit  einer  einzigen  Kraft^  die  mit  der  anfänglichen 
Resultante  der  Lage  und  Inte?isität  nach  identisch  ist,  gleichunrkend 
bl^bt;  dass  folglich,  wenn  der  Körper  in  dem  einen  oder  dem  anderen 
jener  Puncte  befestigt  wird,  ein  Gleichgetvicht  entsteht,  welches  durch 
Drehu7ig  des  Körpers  um  die  dem  Puncte  zugehörige  Axe  nicht  auf- 
gehoben wird. 

Diese  zwei  Axeti  haben  übrigens  eine  solche  Lage,  dass  erstens 
ihre  Projectionen  auf  eine  die  Resultante  normal  treffende  Ebene,  so 
wie  zweitens  ihre  Projectiofien  auf  die  Centralebene,  sich  rechtwinklig 
schneiden,  dass  drittens  eine  mit  den  beiden  Axen  parallele  Ebene 
zugleich  mit  der  Centrallinie  parallel  ist,  und  dass  viertens  die  zwei 
Puncte,  in  denen  die  Centralebefie  von  den  Axen  getroffen  wird,  mit 
dem  Centralpuncte  in  einer  Geraden  liegen,  welche  mit  der  Resultante 
rechte   Winkel  bildet. 

§.151.  So  wie  e3  demnach  bei  einem  Systeme  paralleler  Kräfte 
in  der  im  Allgemeinen  ihm  zukommenden  einfachen  Resultante  einen 
Mittelpunct,  d.  h.  einen  solchen  Punct  gibt,  dass,  wenn  er  fest  ge- 
macht wird,  das  dadurch  entstehende  Gleichgewicht  bei  beliebiger 
Drehung  des  Körpers  um  diesen  Punct  nicht  aufhört,  so  gibt  es 
ähnlicher  Weise  bei  einem  Systeme  nicht  paralleler  Kräfte,  welche 
sich  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren  lassen,  in  dieser  Resultante  zwei 
solcher  Mittelpuncte,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jedem  derselben 
eine  bestimmte  Axe  zukommt,  um  welche  der  Körper  gedreht  werden 
muss,  wenn  das  durch  Festmachung  des  einen  oder  des  anderen 
Punctes  erzeugte  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  nicht  aufgehoben 
werden  soll. 

Ist  das  System  nicht  anders  als  auf  zwei  Kräfte  reducirbar,  so 
reicht  es  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  nicht  mehr  hin,  einen 
einzigen  Punct  fest  zu  machen,  sondern  es  müssen  dann  zwei  in 
den  zwei  Resultanten  genommene  Puncte,  oder  die  durch  diese 
Puncte  gehende  Gerade,  unbeweglich  gemacht  werden,  und  solcher 
Geraden,  welche  zugleich  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn  der 
Körper  um  sie  gedreht  mrd,  das  Gleichgewicht  fortdauert,  und  dass 
die  Drückungen,  welche  sie  erleiden,  ihrer  Richtung  und  Stärke 
nach  unverändert  bleiben,  solcher  Axen  gibt  es  nach  §.  139  ent- 
weder zwei  oder  gar  keine. 

Wenn  dagegen,  was  ausdrücklich  noch  bemerkt  werden  muss, 
bloss   dieses  gefordert  wird,   dass  durch  Befestigung   einer  Axe  des 
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Körpers  Gleichgewicht  entsteht,  und  dieses  Gleichgewicht  bei  Drehung 
um  die  Axe  fortdauert,  und  wenn  nicht  zugleich  Unveränderlichkeit 
der  Richtung  und  Stärke  des  während  der  Drehung  von  den  Kräften 
auf  die  Axe  ausgeübten  Druckes  verlangt  wird,  so  kann  die  Axe 
jeder  beliebigen  Richtung  parallel  sein. 

Sei  nämlich  MN  (Fig.  42,  a  auf  p.  194}  eine  beliebig  gegebene  Ebene, 
auf  welcher  die  Axe  normal  sein  soll.  Nach  §.  133  kann  dann  für  jede 
Kraft  PQ  des  Systems  substituirt  werden:  ihre  Projection  TU  auf 
MN,  ihre  Projection  PS  auf  eine  durch  P  mit  der  Axe  gezogene 
Parallele,  und  das  Paar  PR,  TO,  von  dessen  Kräften  die  Angriffs- 
puncte  P,  7  in  einer  Parallele  mit  der  Axe  liegen.  Ist  nun  die 
Axe  fest,  so  können  die  Kraft  PS  und  das  Paar  PJR,  TO  auch 
während  der  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  keine  Bewegung 
hervorbringen.  Denn  die  Ebene  des  Paares  bleibt  immer  der  Axe 
parallel,  und  das  Paar  ist  daher  stets  gleichwirkend  mit  einem  Paare, 
dessen  Kräfte  an  der  Axe  selbst  angebracht  sind.  Ist  femer  AB 
die  Axe  selbst,  und  nimmt  man  darin  FG  =  PS,  so  ist  das  Paar 
PS,  GF  gleichwirkend  mit  dem  Paare  SG,  FP  (§.  20),  folglich  PS 
gleichwirkend  mit  FG  und  dem  Paare  SG,  FP.  Die  Kraft  PS 
kann  mithin  keine  Bewegung  erzeugen,  da  FG  in  der  Axe  selbst 
wirkt,  und  die  Ejräfte  SG,  FP  des  Paares  sowohl  anfänglich,  als 
bei  der  nachherigen  Drehung,  die  Axe  immer  treffen. 

Bei  Drehung  des  Körpers  um  die  feste  Axe  ^^  ist  daher  die 
in  P  angebrachte  Ejraft  PQ  von  gleicher  Wirkung  mit  der  auf  T 
wirkenden  Kraft  T  U,  d.  h.  mit  ihrer  Projection  auf  irgend  eine  die 
Axe  rechtwinklig  schneidende  Ebene  MN, 

Soll  demnach  bei  Drehung  des  Körpers  um  eine  feste  Axe, 
welche  auf  der  gegebenen  Ebene  MN  normal  steht,  immer  Gleich- 
gewicht herrschen,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  der  Druck,  der  auf 
die  Axe  während  der  Drehung  ausgeübt  wird,  stets  derselbe  bleibt, 
oder  nicht,  so  projicire  man  sämmtliche  Kräfte  mit  ihren  Angriffs- 
puncten  auf  die  Ebene  MN  und  suche  von  diesen  Projectionen  den 
Mittelpunct  A\  und  es  wird  zufolge  der  Eigenschaft  dieses  Punctes 
eine  in  ihm  auf  MN  errichtete  Normale  -45  die  gesuchte  Axe  sein. 

§.  152.  Zusätze,  a]  Dass  die  somit  bestimmte  Axe  bei  der 
Drehung  im  Allgemeinen  einen  veränderlichen  Druck  erleidet,  ist 
leicht  einzusehen.  Denn  dieser  Druck  wird  hervorgebracht  von  den 
Resultanten  1)  der  Kräfte  TU,  2)  der  Paare  PR,  TO,  3)  der  Kräfte 
FG  und  4)  der  Paare  SG,  FP,  Nun  bleiben  die  drei  ersteren  Re- 
sultanten, und  folglich  auch  der  von  ihnen  auf  die  Axe  ausgeübte 
Druck;    unverändert.     Denn  der  Hypothese  zufolge   geht  die  Resul- 
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tante  aller  TU  fortwährend  durch  A  selbst  und  ändert  weder  ihre 
Richtung  noch  Intensität.  Die  Paare  PR,  TO  bleiben  bei  der 
Drehung  immer  der  Axe  und  sich  selbst  parallel  und  wirken  daher 
auf  die  Axe  unausgesetzt  auf  dieselbe  Weise.  Eben  so  wenig  können 
die  längs  der  Axe  selbst  gerichteten  Kräfte  FG  ihre  Wirkung  än- 
dern. Dagegen  werden  die  Paare  SG,  FP,  und  folglich  auch  ihre 
Resultante  bei  der  Drehung  des  Körpers  um  einen  eben  so  grossen 
Winkel  mit  gedreht  und  drücken  daher  die  Axe  nach  immer  ande- 
ren Richtungen.  —  Nur  dann  also,  wenn  letztere  Paare  SG,  FP 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  ist  die  Axe  fortwährend  demselben 
Druck  unterworfen;  sie  ist  dann  eine  Hauptaxe  der  Drehung. 

h)  Unter  allen  Richtungen,  mit  denen  die  feste  Axe  parallel 
sein  kann,  ist  allein  die  Richtung  der  Hauptlinie  des  Systems  (§.  82) 
ausgenommen.  Denn  die  Projectionen  der  Kräfte  auf  eine  die 
Hauptlinie  rechtwinklig  schneidende  Ebene  reduciren  sich  im  All- 
gemeinen auf  ein  Paar,  und  es  ist  daher  unmöglich,  durch  Befesti- 
gung der  Hauptlinie  oder  einer  mit  ihr  parallelen  Axe  Gleichge- 
wicht zu  erhalten. 

Ist  ein  solches  Paar  nicht  vorhanden,  sondern  halten  sich  die 
Projectionen  das  Gleichgewicht,  so  hat  das  System  eine  einfache 
Resultante,  deren  Richtung  die  der  Hauptlinie  ist.  Alsdann  wird 
zwar  durch  Befestigung  einer  mit  der  Hauptlinie  parallelen  Axe  ein 
anfängliches  Gleichge^vicht  hervorgebracht;  dasselbe  geht  aber  so- 
gleich bei  der  nachherigen  Drehung  verloren,  —  es  müsste  denn 
von  den  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Projectionen  der  Angriffs- 
punct  einer  jeden  der  Mittelpunct  der  jedesmal  übrigen  sein.  Denn 
in  diesem  speciellen  Falle  hat  jede  mit  der  Hauptlinie  parallele  Axe 
die  Eigenschaft,  dass,  wenn  sie  unbeweglich  gemacht  wird,  ein  auch 
bei  der  Drehung  dauerndes  Gleichgewicht  entsteht. 

§.  153.  Der  Vollständigkeit  wegen  ist  noch  zu  untersuchen 
übrig,  ob  und  wann  sich  bei  einem  Systeme,  welches  mit  einem 
Paare  gleich^virkend  ist,  Hauptaxen  der  Drehung  angeben  lassen. 
Alsdann  sind  Ay  B^  C  gleich  Null,  und  die  Gleichungen  (12)  redu- 
ciren sich  hiermit  auf: 

Z  =  0,         3/=0,         iV=0,         0  =  0 

d.  i.  wegen  (9) : 

fl  —  H^i  —  GV  =  0  , 

.  ffu-Fv  -H'k=0, 

^  kv—Gk—F'u=0, 

[F  —F')k  +  (G—G')^i  +  (H—H')p  =  0  . 

Möbins  Werke  III.  15 
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Hiermit  haben  wir  Wer  Gleichungen  zwischen  den  zwei  die 
Richtung  der  Hauptaxe  bestimmenden  Verhältnissen  / :  u  und  /t :  r, 
jede  vom  ersten  Grade,  erhalten;  die  Coordinaten  der  Angriffspuncte 
der  zwei  hinzuzufügenden  Kräfte  aber  sind  ganz  herausgegangen. 
Dies  fuhrt  uns  zu  der  Folgerung: 

Bei  einem  Systeme,  welches  sich  auf  ein  Paar  reducirt,  sind  nur 
dann  Hauptaxen  der  Drehung  vorhanden,  wenn  die  zwei  Gleichungen 
erfällt  werden^  welche  nach  Elimination  von  A,  ^i^  v  aus  den  vier 
Gleichungen  (17)  hervorgehen;  und  kann,  wenn  diesen  zwei  Gleichungen 
Genüge  geschieht.  Jede  Gerade,  welche  mit  der  durch  X,  /i,  v  aus 
zweien  der  vier  Gleichungen  bestimmten  Richtung  parallel  ist,  als 
Hauptaxe  dienen. 

Die  hierzu  nöthige  Rechnung  lässt  sich  dadurch  noch  sehr  ver- 
einfachen, dass  man  die  Ebene  des  mit  dem  Systeme  gleich  wirken- 
den Paares  zu  einer  der  Coordinatenebenen  wählt.  Nach  §.  70  hat 
die  Ebene  des  resultirenden  Paares,  wenn  sie  durch  den  Anfangs- 
punct  der  Coordinaten  gelegt  wird,  die  Gleichung: 

{F—  r)x  +  {G  —  G') y  +  {U—  H')z  =  0  . 

Nehmen  wir  daher  diese  Ebene  zur  Ebene  der  x,  z,  deren  Glei- 
chung y  =  0  ist,  so  wird  F=F'  und  H  =  H\  Hiermit  reducirt 
sich  von  den  Gleichungen  (17)  die  vierte  auf 

|tt  =  0  , 

d.  h.  die  Hauptaxen  sind  mit  der  Ebene  der  x,  z,  also  mit  der  Ebene 
des  resultirenden  Paares,  parallel;  die  drei  ersten  Gleichungen  aber 
werden : 

/A— GV  =  0  ,        Fp  +  HI  =  0  ,        hv—Gk  =  0  , 

und  es  müssen  die  drei  hieraus  folgenden  Werthe  des  Verhältnisses 
/. :  V  einander  gleich  sein,  also 

&  :f=F:-H=h:  G  , 
wenn  Hauptaxen  vorhanden  sein  sollen. 

Beispiel.     Bestehe   das  System  nur  aus  zwei  Kräften,    welche 

daher   für  sich   ein  Paar  bilden   müssen.     Die  Ebene  dieses   Paares 

nehme   man  zur   Ebene  der    x,   z,    und   setze  hiemach   die   Kräfte: 

X,    0,    Z),    ( — X,    0,   — Z),    und    ihre  Angriffspuncte:    (r,    0,.    c), 

[x\  0,  z).     Dies  gibt  nach  (J): 

G'  =  [x  —  x)Z,        f=[z  —  z')Z,         i^=0,         H=0, 

h  =  [x  —  x')  X  ,         G=[z-^  z')  X  . 

Da  diese  Werthe  von  G\f  F,  //,  //,  G  der  vorigen  Doppelpropor- 
tion Genüge  leisten,  so  hat  gegenwärtiges  System  Hauptaxen:  und  da 

A:  p  =  X  —  x'  :  z  —  z'  , 
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SO  sind  sie  parallel  mit  der  die  Angriffspuncte  beider  Kräfte  verbin- 
denden Geraden. 

§.  154.  Soll  ein  System,  welches  auf  ein  Paar  reducirbar  ist, 
Hauptaxen  des  Gleichgewichtes  haben,  und  sollen  diese  parallel  mit 
einer  durch  X,  f.i,  v  gegebenen  Richtung  sein,  so  sind  die  vier  Glei- 
chungen (1 7)  die  Bedingungen,  unter  denen  dieses  möglich  ist.  Sollen 
daher  die  Hauptaxen  parallel  mit  der  Axe  der  z  sein,  als  für  welche 
X  und  /<  gleich  Null  sind,  so  hat  man  als  Bedingungen: 

G'  =  0,        F=(\  ,       Ä  =  0,        ii—ir=o, 

d.  i. 

IxZ=()  ,     ^yZ=0  ,     2(xX  +  yY)=:i)  ,     ^(xY—yX)  =  0  . 

Wegen  der  zwei  ersteren,  und  weil  zugleich  2Z=0j  müssen 
die  Projectionen  der  Kräfte  auf  Linien,  die  durch  die  Angriffspuncte 
der  Kräfte  gelegt  und  mit  der  Axe  der  Zj  also  mit  den  Hauptaxen, 
parallel  sind,  für  sich  im  Gleichgewichte  sein.  Aus  den  zwei  letz- 
teren Gleichungen  aber  folgt  in  Verbindung  mit  -^  X  =  0  und 
-  y  =  0 ,  dass  die  Projectionen  der  Kräfte  auf  eine  die  Hauptaxen 
rechtwinklig  schneidende  Ebene  einander  das  Gleichgewicht  halten 
müssen,  und  dass  dieses  Gleichgemcht  bei  Drehung  der  Ebene  in 
sich  selbst,  also  auch  bei  Drehung  des  Körpers  um  eine  der  Haupt- 
axen, nicht  verloren  gehen  darf  (§.  122). 

Wir  haben  hiermit  dieselben  zwei  Bedingungen  erhalten,  welche 
im  Obigen  (§.  132]  zur  Fortdauer  des  schon  anfänglich  bestehenden 
Gleichgewichtes  bei  der  Axendrehung  nöthig  waren,  und  es  erhellt 
leicht,  wie  diese  Bedingungen  für  den  jetzigen  Fall,  ebenso  wie 
für  den  früheren,  auch  durch  die  in  §.  133  angewendete  Construction 
hätten  gefunden  werden  können.  Auf  ähnliche  Art  endlich,  wie  in 
§.  151,  zeigt  sich  auch  hier ,  dass ,  wenn  die  Axe ,  um  welche  der 
Körper  gedreht  werden  soll,  fest  ist,  und  es  nicht  darauf  ankommt, 
dass  sie  einen  der  Richtung  und  Stärke  nach  unveränderlichen 
Druck  erfahre,  schon  die  Erfiillung  der  zweiten  Bedingung,  oder  das 
fortdauernde  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  die  normale  Ebene 
projicirten  Kräften,  hinreichend  ist. 
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Neuntes  Kapitel. 

Von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes. 


§.  1 55.  Wenn  mehrere  auf  einen  frei  beweglichen  Körper 
wirkende  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  und  der  Körper  um  so 
wenig,  als  es  auch  sei,  aus  seiner  Lage  gebracht  wird,  während  die 
Kräfte  parallel  mit  ihren  anfänglichen  Richtungen  und  mit  unver- 
änderter Intensität  auf  ihre  Angriffspuncte  zu  wirken  fortfahren,  so 
hört  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  auf  und  die  Kräfte  suchen 
den  Körper  entweder  in  seine  anfängliche  Lage  zurückzubringen, 
oder  sie  streben  ihn  noch  mehr  davon  zu  entfernen.  Ln  ersteren 
Falle  wird  das  Gleichgewicht  sicher,  stabil,  genannt,  im  letzteren 
unsicher,  nicht  stabil. 

Die  Lehre  von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes,  in  ihrer  gan- 
zen Ausdehnung  genommen,  gehört  nicht  sowohl  der  Statik,  als  viel- 
mehr der  Mechanik  an.  Letztere  Wissenschaft  zeigt,  dass,  wenn  das 
Gleichgewicht  sicher  ist,  und  wenn  der  aus  der  Lage  des  Gleichge- 
wichtes verrückte  Körper  durch  die  Kräfte  in  diese  Lage  zurückge- 
bracht ist,  er  gleichwohl  nicht  darin  verharrt,  sondern  vermöge  der 
erlangten  Geschwindigkeit  sich  eben  so  weit  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  entfernt,  aus  der  er  dann  abermals  zurückgetrieben 
wird  und  somit,  gleich  einem  Pendel,  um  die  Lage  des  Gleichge- 
wichtes hin  und  her  Schwingungen  macht.  In  der  Natur  werden 
diese  Schwingungen  wegen  der  Reibungen,  denen  die  Bewegung 
des  Körpers  stets  ausgesetzt  ist,  immer  kleiner,  hören  zuletzt  ganz 
auf,  und  der  Körper  konmit  in  der  Lage  des  Gleichgewichtes  wieder 
zur  Ruhe. 

So  wenig  nun  auch  diese  Bewegungen  ein  Gegenstand  der 
Statik  sein  können,  so  vermag  doch  diese  Wissenschaft  Regeln  an- 
zugeben, mittelst  deren  sich  in  jedem  besonderen  Falle  erkennen 
lässt,  ob  das  Gleichgovicht  im  Zustande  der  Sicherheit  oder  der 
Unsicherheit  ist. 

§.  1 56.  Um  uns  die  Sache  zuerst  an  dem  einfachsten  Beispiele 
deutlich  zu  machen,  wollen  wir  auf  einen  Körper  nur  zwei  Kräfte 
Pj,  P,  wirken  lassen.    Ihre  Angriflfspuncte  denke  man  sich  in  einer 
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Verticalen  liegend ;  A^  sei  der  tiefere,  -^,  der  höhere  Punet.  Wegen 
des  Gleichgewichtes,  das  zwischen  den  zwei  Kräften  stattfinden  soll, 
müssen  sie  einander  gleich,  und  ihre  Richtungen  ebenfalls  vertical, 
aber  einander  entgegengesetzt  sein.  Dieses  ist  auf  doppelte  Weise 
möglich,  jenachdem  nämlich  entweder  die  im  oberen  Puncte  A^  an- 
gebrachte Kraft  P,  nach  oben  und  die  im  unteren  Puncte  A^  an- 
gebrachte F^  nach  unten,  oder  P^  nach  unten  und  P^  nach  oben 
wirkt,  jenachdem  also  die  zwei  Kräfte  ihre  Angriffspuncte  von  ein- 
ander zu  entfernen,  oder  einander  näher  zu  bringen  streben. 

Wird  nun  der  Körper  verrückt,  und  die  Linie  A^A^  dadurch 
aus  der  verticalen  Lage  gebracht,  z.  B.  von  der 
Linken  nach  der  Rechten  gedreht,  so  bilden  jetzt 
die  zwei  Kräfte  ein  Paar,  welches  im  ersteren 
Falle  einen  Sinn  von  der  Rechten  nach  der  Lin- 
ken hat,  also  die  Linie  A^A^  in  die  verticale  Lage 
zurückzubringen  strebt  (vergl.  Fig.  45,  a),  im  letz- 
teren Falle  aber  einen  Sinn  von  der  Linken  nach 
der  Rechten  hat  und  mithin  die  Linie  von  der 
verticalen  Lage  noch  mehr  zu  entfernen  sucht 
(vergl.  Fig.  45,  />).  Im  ersteren  Falle  ist  mithin 
das  anfängliche  Gleichgewicht  sicher,  im  letzteren 
unsicher,  und  wir  erhalten  damit  den  Satz: 

Das  Gleichgewicht  zwischen  zwei  Kräften  ist 
sicher  oder  unsicher^  jenachdem  die  Kräfte  ihre 
Angriffspuncte  von  einander  zu  entfernen  oder  ein- 
ander zu  nähern  streben. 


Fig.  45,  a. 


§.  157.  Zusätze,  ö)  Zu  noch  mehrerer  Er- 
läuterung des  voranstehenden  Satzes  kann  folgende 
Betrachtung  dienen.  —  Wie  auch  die  verticale 
Linie    A^  A^    aus    der    verticalen    Lage    gebracht  Fig.  45,  h. 

werden  mag,  so  wird  dadurch  der  gegenseitige 
Abstand  ihrer  Endpuncte,  wenn  man  ihn  nach  verticaler  Richtung 
schätzt,  immer  verkleinert.  Wenn  demnach  die  zwei  nach  verticalen 
Richtungen  wirkenden  Kräfte  den  Abstand  der  Endpuncte  zu  ver- 
grössem  streben,  so  werden  sie  den  durch  die  Verrückung  kleiner 
gewordenen  Abstand  auf  seinen  anfänglichen  grössten  Werth  und 
die  Linie  A^A^  in  ihre  anfängliche  Lage  zurückzubringen  suchen; 
ihn  aber  noch  mehr  zu  verkleinem  und  dadurch  die  Linie  noch 
mehr  von  der  verticalen  Linie  zu  entfernen  suchen,  wenn  schon  vor 
der  Verrückung  das  Streben  der  Kräfte  auf  Verkleinerung  des  Ab- 
standes  gerichtet  war. 
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b)  Die  Bedingung  für  die  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  z^vischen 
zwei  Kräften  kann  man  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  die  Rich- 
tung von  dem  einen  Angriffspuncte  A^  zum  anderen  A^  mit  der 
Richtung  der  auf  den  letzteren  wirkenden  Kraft  Pj,  also  auch  die 
Richtung  von  A^  nach  A^  mit  der  Richtung  von  P^,  einerlei  sein 
muss.  Sind  diese  zwei  Richtungen  einander  entgegengesetzt,  so  ist 
das  Gleichgewicht  unsicher.  Oder  kürzer,  indem  wir  diese  Be- 
dingungen analytisch  ausdrücken: 

Das  Gleichgewicht  ist  sicher  oder  unsicher,  jenachdem  das  Product 

einen  positiveti  oder  7iega(iven  Werth  hat. 

c)  Das  zwischen  zwei  Kräften  bestehende  Gleichge\i-icht  hört 
nur  bei  einer  solchen  Verrückung  des  Körpers  auf,  wodurch  die 
Richtung  der  die  Angriffspuncte  der  beiden  Kräfte  verbindenden 
Geraden  geändert  wird.  Dreht  man  dagegen  den  Körper  um  diese 
Linie  als  um  eine  Axe,  oder  bewegt  ihn  parallel  mit  sich  fort,  so 
streben  die  zwei  Kräfte  den  also  verrückten  Körper  weder  in  seine 
anfängliche  Lage  zurückzufahren,  noch  von  derselben  noch  mehr  zu 
entfernen;  das  Gleichgewicht  bleibt  unverändert. 

d)  Wenn  die  zwei  Angriffspuncte  zusammenfallen,  also  die  zwei 
Kräfte  auf  einen  und  denselben  Punct  des  Körpers  wirken,  so  wird 
ihr  Gleichgewicht  durch  keinerlei  Verrückung  aufgehoben;  ein  sol- 
ches Gleichgewicht  wollen  wir  ein  dauerndes  nennen. 

§.  1  58.  Das  in  den  §§.  156  und  157  behandelte  Beispiel  von 
der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes,  das  einfachste,  welches  sich  auf- 
stellen lässt,  wird  uns  zugleich  als  Grundlage  für  alle  anderen  FäUe 
dienen,  indem  wir  mit  Hülfe  der  in  den  vorhergehenden  Kapiteln 
vorgetragenen  Theorieen  von  dem  Mittelpuncte  der  Kräfte  und  den 
Axen  des  Glcichgovichtes  jedes  zusammengesetztere  System  auf  ein 
System  von  nur  zwei  Kräften  zurückfuhren  werden.  Wir  wollen 
auch  hier  dieselbe  Ordnung  befolgen,  in  welcher  jene  Theorieen 
entwickelt  worden  sind,  und  daher  zuerst  die  Sicherheit  eines  Systems 
paralleler  Kräfte  in  Untersuchung  nehmen. 

Seien  P,  P',  P",  ...  mehrere  mit  einander  parallel  auf  einen 
Körper  wirkende  und  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte: 
A^  A\  A!\  ...  ihre  Angriffspuncte.  Man  suche  von  allen  Kräften, 
die  eine  P  ausgenommen,  den  Mittelpunct,  welcher  A^  sei,  so  sind, 
wie  auch  der  Körper  verrückt  werden  mag,  die  Kräfte  P',  P'\  ... 
immer  gleichwirkend   mit  einer  einzigen   in  A^  angebrachten  Kraft 

P,  =  P'-f-P"+...  =  — P  ; 
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folglich  alle  Kräfte  des  Systems  P,  P\  P",  . . .  bei  jeder  Verrückung 
gleich  wirkend  mit  den  z>vei  Kräften  P  und  P, ,  deren  Angriffspuncte 
A  und  A^  sind.  Mithin  toird  auch  das  Gleichgetoicht  ztcischen 
Py  P',  P",  ...  sicher  oder  wisicher  sein^  je  nachdem  es  das  Gleich- 
gewicht  ztcischen  P  U7id  P,  ist,  je  nachdem  also  die  Pichtung  von  A^ 
nach  A  mit  der  Richtung  vo?i  P  eifierki  oder  ihr  e?itgege7igesetzt  ist. 
Denken  wir  uns  z.  B.  unter  P',  P",  ...  die  Wirkungen  der 
Schwerkraft  auf  die  einzelnen  Theile  eines  Körpers,  und  ist  daher 
A^  der  Schwerpunct  und  P^  das  Gewicht  des  Körpers  (§.  110),  P 
aber  die  der  Schwerkraft  direct  entgegen,  also  nach  oben  zu,  wir- 
kende und  den  Körper  vor  dem  Fallen  schützende  Kraft,  so  muss 
A^A  nach  oben  gerichtet  sein,  und  folglich  der  Angriffspunct  von 
P  über  dem  Schwerpuncte  liegen,  wenn  das  Gleichgewicht  sicher 
sein  und  sich  bei  einer  Verrückung  des  Körpers  von  selbst  wieder 
herstellen  soll. 

§.  159.  Um  einen  mehr  symmetrischen  Ausdruck  für  die  Be- 
dingung der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  z^vischen  parallelen 
Kräften  zu  erhalten,  wollen  wir  die  Kräfte  parallel  mit  der  Axe  der 
z  eines  beliebigen  recht-  oder  schiefwinkligen  Coordinatensystems 
nehmen  und  daher  durch  (0,  0,  Z),  (0,  0,  Z'),,{Oy  0,  Z"),  etc.  aus- 
drücken. Ihre  Angriffspuncte  seien  [x,  y,  z)^  [x\  y',  «'),  etc.  Als- 
dann ist  erstens  wegen  des  Gleichgewichtes  (§.  73,  Zusätze] : 

:JZ=0,       ^xZ=Q,      2yZ=0, 
oder 

Z  +  2Z'=0  ,      xZ+2x'Z'=0  ,       yZ  +  :^y'Z'=0  . 

Sodann  ist  von  den  Kräften  Z\  Z'\  ...  die  Resultante: 

P^  =  ^Z'=  —  Z 

und  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunctes  A^  sind  (§.  lOS) 

_  ^x'Z'  _  ^y[Z^  _  ^z'Z' 


vy    y       yi  "^  Z'    ^  '^  Z'    ' 


von  denen  sich,  mittelst  der  vorhergehenden  Gleichungen,  x^  und  y, 
resp.  gleich  x  und  y  finden.  A^  liegt  daher,  wie  gehörig,  mit  dem 
Puncte  A  oder  {Xj  y,  z)  in  einer  den  Kräften  parallelen  Geraden, 
und  es  ist 

A  A^  =  2j  —  z  = ^ z  = 

folglich 

AA^ .  P^  =  —  AA^ .  Z  =  2zZ 
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Das  Gleichgewicht  ist  demnach   sicher,   dauernd,   oder   unsicher,  je 
nachdem  ^zZ  positiv.  Null,  oder  negativ  ist. 

Da  das  Product  AA^ .  P^  unabhängig  von  der  Lage  der  Ebene 
der  X,  y  ist,  und  mithin  auch  die  Summe  2zZ  sich  nicht  ändert, 
wie  auch  diese  Ebene  gelegt  werden  mag,  so  können  wir  das  er- 
haltene Resultat  folgendergestalt  in  Worte  fassen: 

Wenn  man  bei  einem  Systeme  von  parallelen  Kräften^  wehhe  im 
Gleichgewichte  sind,  die  Eichtungen  der  Kräfte  durch  eine  Ebefie 
schneidet  und  jede  Kraft  in  den  von  dem  Durchschnitte  mit  der  Ebene 
bis  zu  ihrem  Angriffspuncte  genommenen  Theil  ihrer  Richtung  mul- 
fiplicirtj  so  ist  die  algebraische  Summe  dieser  Producte  für  jede  Lage 
der  Ebene  von  einerlei  Grösse,  und  jenachdem  sich  diese  Summe 
positiv,  Null,  oder  negativ  ßndet,  ist  das  Gleichgetcicht  sicher,  dauernd^ 
oder  unsicher. 


§.  160.  Ein  System  von  Kräften,  welche  in  einer  Ebene  nach 
beliebigen  Richtungen  wirken  und  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
wird  bei  Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst  gleichwirkend  mit  einem 
Paare  von  Kräften  P,  und  P,,  deren  Angriffspuncte  -4,  und  A^ 
willkürlich  in  der  Ebene  genommen  werden  können,  deren  Rich- 
tungen und  Intensitäten  aber  dadurch  bestimmt  werden,  dass  P, 
und  Pj  vor  der  Drehung  einander  ebenfalls  das  Gleichgewicht  hal- 
ten, und  dass  A^A^.P^  und  h=2[xX  +  yY),  d.  i.  die  Momente 
des  Paares  und  des  Systems  nach  einer  Drehung  der  Ebene  um 
270^  oder  — 90°,  einander  gleich  sind  (§.  124).  Wegen  der  stets 
gleichen  Wirkung  des  Paares  und  des  Systems  hat  nun  auch  das 
Gleichgewicht  des  Systems  einerlei  Beschaffenheit  mit  dem  Gleich- 
gewichte von  Pj  und  P,.  Es  ist  daher  das  Gleichgetcicht  des  Systems 
in  Bezug  auf  eine  solche  Verrückung  des  Körpers,  bei  welcher  die 
Ebene,  in  der  die  Kräfte  wirkcfi,  sich  parallel  bleibt,  sicher,  dauernd, 
oder  unsicher.  Je  nachdem  A^A^.P^,  d,  i.  ^(zX-{-  yY),  positiv  y 
Null,  oder  negativ  ist, 

Zusatz.  Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Vorzeichen  des 
Productes  A^A^,P^  und  der  Beschaffenheit  des  Gleichgewichtes 
von  Pj  und  P,  lässt  sich  noch  folgendergestalt  nachweisen. 

Nach  einer  Drehung  der  Ebene  um  90°  verwandeln  sich  die 
zwei  auf  A^  und  A^  \\*irkenden  und  sich  anfangs  das  Gleichgewicht 
haltenden  Kräfte  P^  und  P^  in  ein  Paar,  dessen  Moment  gleich 
—  A^  A^ .  P,  ist.  Es  ist  nämlich  A^  A^  die  Breite  des  Paares ,  imd 
wenn  P,  anfangs  die  Richtung  A^A^,  also  mit  der  Linie  A^A^ 
einerlei  Zeichen  hat,  so  ist,  ^vie  die  Anschauung  lehrt,  der  Sinn  des 
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durch  Drehung  der  Ebene  entstandenen  Paares  dem  Sinne  der 
Drehung  selbst  entgegengesetzt,  mithin  das  Moment  des  Paares  ne- 
gativ. In  diesem  Falle,  wo  das  Produet  A^A^.P^  positiv  ist,  suchen 
die  Kräfte  die  Ebene  zurückzudrehen,  und  das  anfängliche  Gleich- 
gewicht war  folglich  sicher. 

Auf  gleiche  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  einem  negativen  Werthe 
dieses  Products  das  Gleichgewicht  unsicher  ist. 

§.  161.  Die  Summe  fi  =  ^[xX-\-yY)  lässt  sich  auch  sehr 
einfach  geometrisch  darstellen.  Sie  ist  das  Moment  des  Systems, 
nachdem  die  Ebene  in  sich  um 
—  90°  gedreht  worden,  und  zwar 
das  Moment  für  einen  beliebigen 
Punct  der  Ebene,  da  das  System 
nach  der  Drehung  mit  einem  Paare 
gleiche  Wirkung  hat.  Nach  §.115 
ist  aber  dieses  Moment  einerlei  mit 
dem  Momente  des  Systems,  welches 
entsteht,  wenn  man  die  Ebene  un- 
bewegt lässt,  und  jede  Kraft,  wie 
AB  (vergl.  Fig.  46)   um  ihren  An-  Fig. 46. 

giiffspunct  ^  um  +  90"  dreht.    Sei 

AC  die  Lage,  in  welche  AB  hierdurch  gebracht  wird.  In  Bezug 
auf  den  Punct  31  der  Ebene  ist  das  Moment  von  A  O  gleich 

2,MAC=2.DAC  , 

wenn  3ID  ein  von  M  auf  AB  gefälltes  Perpendikel  ist  (§.  45,  4). 
Nun  verhält  sich 

DAC:  ABC=DA  :  AB 

{§.  45,  1),  und  es  ist  der  Dreiecksausdruck  ABC  positiv,  weil  der 
Sinn,  nach  welchem  sich  die  Seite  AB  um  A  drehen  muss,  um  in 
die  Lage  AC  zu  kommen  und  damit  die  Fläche  des  Dreiecks  zu 
beschreiben,  einerlei  mit  dem  vorhin  bei  der  Drehung  um  90°  als 
positiv  angenommenen  Sinne  ist  (§.  34,  zu  Ende).  Das  Dreieck  DAC 
ist  daher  positiv  oder  negativ,  nachdem  DA  und  AB  einerlei  oder 
entgegengesetzte  Richtungen  haben,  und  es  ist  folglich  auch  dem 
Zeichen  nach  das  Moment  von  AC  gleich 

2,DAC=DA,AB  . 

Fällt  man  daher  auf  die  Kräfte  ABj  A'B'j  ...  des  Systems  von 
einem  beliebigen  Puncto  31  der  Ebene  Perpendikel  31  Dy  31 D',  ..., 
so  ist  2  DA.  AB  gleich  dem  Momente  des  Systems,  nachdem  jede 
Kraft  um  90°  gedreht  worden,  also  gleich  ä. 
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Man  ziehe  noch  von  M  an  die  Riehtungen  AB^  AB\  ...  gerade 
Linien,  welche  sie  resp.  in -E,  E\  ...  treffen  und  daselbst  mit  ihnen 
nach  einerlei  Seite  einander  gleiche  Winkel  gleich  «  machen,  so 
dass,  wenn  man  diese  Winkel  um  den  gemeinschaftlichen  Punct  M 
ihrer  Schenkel  ME^  ME\  ...  dreht,  bis  diese  Schenkel  in  eine 
Gerade  fallen,  die  anderen  Schenkel -45,  ÄB\  ...  einander  parallel 
werden.  Dem  zufolge  sind  die  Dreiecke  MED,  ME'D\  ...  ein- 
ander ähnlich,  und  es  verhalten  sich  die  EDjm  den  entsprechenden 
DM,  also  auch  die  Producte  ED,  AB  zu  den  DM,  AB,  wie  1  zu 
tang  or,  folglich  auch 

2ED ,  AB  :  2DM.  AB  =  \  :  tang  a  , 

Dadurch  wird 

:SEA .  AB  =  2ED  ,AB-\'2DA,AB 

=  cotang  a,2DM,AB  +  IDA,AB 
=  2  cotang  a  .  231  AB  +  h  . 

Ist  nun  das  System  anfänglich  im  Gleichgewichte,  so  ist,  für 
jeden  Ort  von  J/,  2 MAB  =  0,  folglich  die  Summe  2EA  ,  AB  =  h, 
also  von  a  unabhängig.  Findet  aber  kein  Gleichgemcht  statt,  so  ist 
231  AB  nicht  gleich  Null,  wenigstens  nicht  für  jeden  Ort  von  3/,  also 
2EA ,  AB  von  a  abhängig.  Hiermit  noch  die  Eigenschaften  der 
Summe  h  in  Verbindung  gesetzt,  erhalten  wir  folgenden  mit  dem 
für  parallele  Kräfte  in  §.  159  gefundenen  ganz  analogen  Satz: 

Hat  man  ein  System  von  Kräften* in  einei*  Ebene,  und  zieht  man 
to7i  einem  Puncte  31  der  Ebene  an  die  Richtungen  der  Kräfte  gerade 
Linien  .^  welche  die  Richtungen  nach  einei^lei  Seite  zu  unter  einander 
gleichen  Winkeln  gleich  a  schneidefi,  so  ist,  wefifi  sich  die  Kräfte  das 
Gleichgeuncht  hulte^i,  und  nur  dann,  die  Summe  der  Producte  aus  jeder 
Kraft  in  den  Theil  ihrer  Bichtung,  welcher  sich  vom  Durchschnitte 
mit  der  an  sie  gezogenen  Geraden  Jii  zum  Angriffspuncte  der  Kraft 
erstreckt ,  ei7ie  bei  Jeder  Lage  von  31  und  bei  jedem  Werthe  von  a 
sich  gleichbleibende  Grösse,  und  jenachdem  diese  Grösse  positiv .  Null, 
oder  negativ  ist,  ist  das  Gleichgetoicht  sicher,  dauernd,  oder  unsicher, 

§.  162.  Bei  der  jetzt  angestellten  Untersuchung  über  die 
Sicherheit  des  Gleichgemchtes  zwischen  Kräften,  die  in  einer  Ebene 
enthalten  sind,  berücksichtigten  wir  bloss  solche  Verrückungen  des 
Körpers,  wodurch  die  Lage  dieser  Ebenen  nicht  geändert  wurde, 
also  Drehungen  des  Körpers  um  eine  auf  der  Ebene  normale  Axe. 
Die  in  Bezug  auf  eine   solche  Axe  stattfindende  Beschaffenheit   gilt 
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aber  im  Allgemeinen  nicht  auch  für  jede  andere  auf  der  Ebene  nicht 
normale  Axe,  so  dass  von  zwei  Axen,  welche  einen  Winkel  mit 
einander  machen,  das  Gleichgewicht  rücksichtlich  der  einen  sicher 
sein  kann,  während  es  in  Bezug  auf  die  andere  unsicher  ist. 

Bestehe  das  System  z.  B.  aus  vier  Kräften  P,  P',  Q,  Q',  welche, 
in  einer  Ebene  wirkend,  im  Gleichgewichte  sind.  Dabei  seien  P 
und  P'  für  sich  im  Gleichgewichte,  folglich  auch  Q  und  Q';  ersteres 
Gleichgewicht,  für  sich  betrachtet,  sei  sicher,  letzteres  unsicher. 
Sind  nun  resp.  -4,  A'j  B,  B*  die  Angriffspuncte  dieser  vier  Kräfte, 
und  wird  der  Körper  um  AA^  als  um  eine  Axe,  gedreht,  so  bleibt 
das  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  P,  P',  welche  in  der  Linie 
AA  ^virken,  unverändert,  und  die  Kräfte  Q,  Q'  verwandeln  sich  in 
ein  Paar,  welches  den  Körper  noch  mehr  aus  seiner  anfänglichen 
Lage  zu  bringen  strebt.  Dreht  man  dagegen  den  Körper  um  BB>  y 
so  dauert  das  Glcichge^vicht  zwischen  Q,  Q  fort,  die  Kräfte  P,  P' 
aber  bemühen  sich,  den  Körper  in  seine  erste  Lage  wieder  zurück- 
zufuhren. Das  Gleichgemcht  zwischen  den  vier  Kräften  ist  daher 
in  Bezug  auf  die  erstere  Drehung  unsicher,  in  Bezug  auf  die  letztere 
sicher.  Uebrigens  sieht  man  von  selbst,  dass  die  hierbei  gemachte 
Bedingung,  dass  sämmtliche  vier  Kräfte  in  einer  Ebene  wirken, 
keine  wesentliche  ist. 

So  wie  dem  jetzt  betrachteten  Systeme  von  Kräften  nach  der 
Verschiedenheit  der  Verrückung  des  Körpers  Sicherheit  und  Un- 
sicherheit zugleich  zukommen  kann,  so  gilt  dieses,  wenige  specielle 
Fälle  ausgenommen,  unter  denen  ein  System  paralleler  Kräfte  der 
merkwürdigste  ist,  auch  von  jedem  anderen  Systeme.  Den  Inhalt 
der  nächstfolgenden  §§.  soll  daher  eine  ganz  allgemeine  Untersuchung 
der  Merkmale  ausmachen,  aus  denen  bei  Kräften,  die  nach  beliebigen 
Richtungen  auf  einen  frei  beweglichen  Körper  wirken  und  im  Gleich- 
gewichte sind,  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  dieses  Gleichge- 
wichtes für  eine  gegebene  Verrückung  des  Körpers  erkannt  werden 
kann,  —  eine  Untersuchung,  die  durch  die  §§.  135  und  136  im 
achten  Kapitel  vollkommen  eingeleitet  ist. 

§.  163.  Jede  Verrückung  eines  Körpers  lässt  sich  in  eine 
parallele  Fortbewegung  und  eine  Drehung  desselben  um  eine  ge- 
wisse Axe  zerlegen  (§.  130).  Durch  die  parallele  Bewegung  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  gestört,  wohl  aber  im  Allgemeinen  durch  die 
Drehung,  und  wir  haben  daher  auch  gegenwärtig,  wo  die  Sicherheit 
untersucht  werden  soll,  nur  den  zweiten  Theil  der  Verrückung  oder 
die  Drehung  in  Betracht  zu  ziehen. 

Nun  sahen  wir  in  §.  136,  r,   dass,    sobald  der  Körper  um  eine 
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Axe  gedreht  wird,  die  vorher  im  Gleichgewichte  befindlichen  Kräfte 
gleichwirkend  mit  einem  Paare  werden,  dessen  Kräfte  — P^  und 
—  P^  man ,  ebenso  wie  die  Kräfte  des  Systems ,  auf  zwei  bestimmte 
Puncte  A^  und  A^  des  Körpers  mit  sich  gleichbleibender  Richtung 
und  Stärke  wirkend  setzen  kann.  Je  nachdem  folglich  das  anfäng- 
liche Gleichgewicht  zwischen  diesen  zwei  Kräften  sicher  oder  un- 
sicher ist,  je  nachdem  also  — P^.A^A^  eine  positive  oder  negative 
Grösse  ist,  wird  auch  dem  Gleichgewichte  des  Systems  Sicherheit 
oder  Unsicherheit  beizulegen  sein. 

Es  ist  aber  nach  den  Formeln  (a),   (A),  [d)y   [e]  in  §.  135: 

von  welchem  Bruche  der  Zähler 

D^  =  [fcp-Gxp-Hx?  +  (9X  -Hcp-FipY 

+  {htp-Fx—G(p)\ 
also  immer  positiv,   und  nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn 

f(p=Gip  +  Hx,      gx  =  IIcp  +  Fxl),      hip  =  Fx  +  Gq> 

ist,  also  nur  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  das  System  eine  Axe 
des  Gleichgewichtes  hat  und  um  diese  gedreht  wird.  Der  Nenner  S 
des  Bruches  findet  sich 

S=  —  D[a(p  +  ßx  +  yip)  =  {f(p—Gip  —  Hx)fp 
+  [ffX—H(f  —  Fip)x+{hip  —  Fx  —  G(p)ip  . 

Z)flw  Gleichgewicht  eines  'durch  F,  6r,  H^  /,  ^,  h  (§.  127,  4  und  7) 
gegebenen  Systems  ist  demnach  bei  dei'  Drehung  um  eine  durch  (p,  Xj  ^ 
ihrer  Richtung  nach  gegebene  Axe  sicher  oder  unsicher^  Je  nachdem  die 
mit  S  bezeichnete  Function  dieser  Grössen  einefi  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  hat. 

§.  164.  Lassen  wir  die  Drehungsaxe  parallel  mit  der  Axe  der 
z  sein,  so  werden  rp  =  0,  ;c  =  0,  i//  =  1 ,  und  damit 

S  =  h  =  :2{xX  +  yY)  , 

welches  uns  in  Verbindung  mit  §.  160  folgenden  Satz  gibt: 

Das  Gleichgetvicht  ztoischen  Krüfte?i,  die  nach  beliebigen  Rich- 
tungen auf  einen  frei  beweglichen  Körper  vnrken ,  ist  bei  Drehung  des 
Körpers  um  eine  Axe  sicher  oder  unsicher^  jenachdem  es  hei  der 
Drehung  um  dieselbe  Axe  das  Gleichgewicht  zwischen  den  Projectionen 
der  Kräfte  auf  eine  die  Axe  rechttcinklig  schneidende  Ebene  ist. 

Es  dürfte  der  Mühe  nicht  unwerth  sein,  zu  untersuchen,  wie 
dieses  einfache  Resultat  auch  ohne  Hülfe    des  obigen  zusammenge- 
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setzten  Ausdrucks  für  S  aus  einfachen  geometrischen  Betrachtungen 
hergeleitet  werden  kann. 

1)  Sei  AB  (vergl.  Fig.  42,  a  auf  p.  194),  wie  in  §.  133,  die  Axe 
der  Drehung,  welche  man  sich,  ^Yie  dort,  vertical  denke,  MN  eine  hori- 
zontale, die  Axe  in  A  schneidende  Ebene  und  PQ  eine  der  Kräfte  des 
Systems,  welche  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Für  PQ,  und  ebenso 
für  jede  andere  Kraft  des  Systems,  substituire  man  ihre  horizontale 
Projection  TUj  das  in  einer  verticalen  Ebene  gelegene  Paar  hori- 
zontaler Kräfte  PMy  TO  und  die  verticale  Kraft  PS. 

2]  Da  die  AngriflFspuncte  P,  Tder  Kräfte  jedes  Paares  PR,  TO 
in  einer  Verticalen  liegen,  so  kann 
man  nach  §.  136,  e  für  jedes  dieser 
Paare  ein  anderes  setzen,  dessen 
Kräfte  ebenfalls  horizontal  sind  und 
ihre  Angriffspuncte  in  zwei  beliebigen 
Stellen,  z.  B.  in  A  und  B,  der  verti- 
calen Axe  haben.  Sind  demnach  die 
Horizontalen  AC.BD  (vergl.  Fig.  42,  h) 
die  Resultanten  dieser  auf  ji  und  B 

wirkenden  Kräfte,  so  bilden  diese  Resultanten  ein  Paar,  welches  mit 
sämmtlichen  Paaren  PR,  TO  gleichwirkend  ist. 

3;  Die  Kräfte  TU  in  der  horizontalen  Ebene  sind  vor  der 
Drehung  für  sich  im  Gleichgewichte  (§.  133),  und  man  kann  daher, 
wenn  der  Körper  um  AB  gedreht  werden  soll,  statt  aller  dieser 
Kräfte  z^vei  einander  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  in  der 
Ebene  substituiren,  wobei  nur  erfordert  wird,  dass  das  Product  aus 
der  einen  in  den  Abstand  ihres  Angriffspunctes  von  dem  der  anderen 
gleich  dem  Moment  der  Kräfte  TV  ist,  nachdem  jede  der  letzteren 
um  ihren  Angriffspunct  um  OO''  in  der  Ebene  gedreht  worden  (§.  124 
und  §.  161).  Da  hiernach  von  den  zwei  für  TU  zu  setzenden  Kräften 
die  eine  nebst  ihrem  Angriffspuncte  willkürlich  genommen  werden 
kann,  so  sei  A  der  Angriffspunct  der  einen  und  sie  selbst,  durch 
-4 £  vorgestellt,  sei  der  AC  gleich  und  entgegengesetzt;  hiermit  finde 
sich  A^,  als  der  Angriffspunct  der  anderen  Kraft  A^E^,  gleich  AC. 
Anfangs  und  auch  während  der  Drehung  sind  daher  AE  und  AC 
im  Gleichgewichte  und  können  folglich  weggelassen  werden.  Die 
Paare  PR,  TO  und  die  Kräfte  TU  sind  demnach  fortwährend 
gleichwirkend  mit  dem  Paare  A^E^,  BD, 

4)  Was  noch  die  verticalen  Kräfte  PS  anlangt,  so  müssen  sie 
zu  ilirer  Resultante  ein  Paar  haben,  welches  mit  dem  vorigen 
A^E^,  BD  anfänglich  das  Gleichge>\dcht  hält.  Ist  daher  von  allen 
verticalen   Kräften,   die   eine   PS  selbst  ausgenommen,    der  Mittel- 
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punct  P^  und  die  Resultante  P^S^J  so  bilden  PS  und  P^S^  dieses 
resultirende  Paar.  Die  Ebene  desselben  ist  wegen  des  Gleich- 
gewichtes anfänglich  mit  der  Ebene  ABO  parallel,  und  es  hat,  wie 
auch  der  Körper  verrückt  werden  mag,  mit  den  verticalen  Kräften 
immer  gleiche  Wirkung. 

Statt  dieses  Paares  kann  aber  jedes  andere  gesetzt  werden,  das 
mit  ihm  anfänglich  gleichwirkend  ist,  und  dessen  Kräfte  ebenfalls 
vertical  sind.  Denn  wenn  zwei  Paare,  aus  verticalen  Kräften  be- 
stehend, einander  gleiche  Wirkung  haben,  und  wenn  der  Körper, 
an  welchem  sie  angebracht  sind,  um  eine  verticale  Axe  gedreht  wird, 
so  bleiben  sie  gleichwirkend,  da  durch  eine  solche  Drehung  die 
gegenseitige  Lage  ihrer  Kräfte  nicht  geändert  wird. 

Für  das  Paar  PSy  P^S^J  dessen  Kräfte  in  einer  mit  ABC  paral- 
lelen Ebene  vertical  wirken,  kann  man  daher  ein  anderes  setzen, 
dessen  Kräfte  in  A^  und  B  selbst  angebracht  sind.  Seien  A^  H  und 
BK  (vergl.  Fig.  42,  b)  diese  Kräfte,  und  sei  von  A^E^^  AH  die  Re- 
sultante A^Iy  und  von  BD^  BK  die  Resultante  BL,  so  sind  sämmt- 
liche  Kräfte  des  Systems  bei  der  Drehung  um  AB  stets  glcichwirkend 
mit  A^I  und  BL.  Wegen  des  anfänglichen  Gleichgewichtes  müssen 
aber  letztere  Kräfte  anfangs  einander  direct  en^egengesetzt  sein,  da- 
her man  die  zu  ihrer  Bestimmung  dienenden  Puncte  auch  geradezu 
findet,  indem  man  durch  E^  und  D  Verticalen  legt,  welche  -^,  -B  in 
/  und  L  schneiden  werden. 

5)  Nachdem  somit  die  Kräfte  des  Systems  rücksichtlich  einer 
Drehung  um  AB  auf  A^I  und  BL  reducirt  worden,  ist  nun  das 
Gleichgewicht  des  Systems  in  Bezug  auf  dieselbe  Drehung  sicher 
oder  unsicher,  jenachdem  es  das  Gleichgewicht  zwischen  A^I  und 
BL  ist,  also  jenachdem  A^B .  BL  positiv  oder  negativ,  folglich  auch, 
weil  Aj  E  die  Projectionen  von  J5,  L  auf  die  horizontale  Ebene 
sind,  jenachdem  A^A,AE  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  jenach- 
dem das  Gleichgewicht  zwischen  den  Projectionen  T  U  der  Kräfte  des 
Systems  auf  eine  die  Drehungsaxe  rechtwinklig  schneidende  Ebene 
sicher  oder  unsicher  ist. 

§.  165.  Zusätze,  a)  Dass  die  Sicherheit  des  GleichgcT^achtes 
des  Systems  bloss  von  der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  zwischen 
A  E  und  A^  E^ ,  oder  des  Gleichgewichtes  zwischen  den  Projectionen 
der  Kräfte  auf  die  Ebene  MN  abhängt,  erhellt  auch  folgender- 
gestalt.  —  Die  Kräfte  des  Systems  wurden  in  die  horizontalen  Kräfte 
TU,  in  die  Paare  PR,  TO  und  in  die  verticalen  Kräfte  PS  zer- 
legt, und  diese  drei  einzelnen  Systeme  waren  resp.  gleichwirkend 
mit  den  drei  Paaren  ^£,  A^E^\  AC,  BD]  A^H,  BK,    Von  diesen 
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streben  das  zweite  und  dritte,  sowohl  anfangs,  als  auch  während  der 
Drehung  um  ABj  die  Axe  AB  selbst  aus  ihrer  Lage  zu  bringen, 
nicht  aber  den  um  die  Axe  aus  seiner  anfänglichen  Lage  gedrehten 
Körper  noch  weiter  vorwärts  oder  zurück  zu  drehen.  Eine  solche 
Drehung  um  die  Axe  können  blos  die  Kräfte  AIüj  A^E^  bewirken, 
und  diese  sind  es  daher  auch  allein,  von  denen  die  Sicherheit  des 
Gleichge^vichtes  des  ganzen  Systems  abhängt. 

b)  Wenn  demnach  das  Gleichgewicht  zwischen  den  horizontalen 
Kräften  TU  sich  dauernd  findet,  und  daher  diese  Kräfte  ganz  weg- 
gelassen werden  können,  mithin  die  Kräfte  des  Systems  sich  nur 
auf  die  zwei  Paare  AC,  BD  und  A^H,  BK  reduciren,  so  kann 
man  das  Gleichgewicht  des  Systems  weder  sicher  noch  unsicher 
nennen.  Es  ist  aber  auch  nicht  dauernd,  da  jene  zwei  Paare  bei 
der  Drehung  die  Axe  selbst  aus  ihrer  Lage  zu  bringen  streben. 
Dieser  specielle  Fall  begründet  daher  eine  neue  Art  von  Gleich- 
gewicht, welches  ich,  um  doch  einen  Ausdruck  dafür  zu  haben, 
neutrales  Gleichgewicht  nennen  will. 

Wollte  man  bei  einem  solchen  Gleichgewichte  für  alle  Kräfte 
des  Systems  nur  zwei  substituiren,  so  müssten  diese  unendlich  gross 
und  mit  der  Axe  der  Drehung  selbst  parallel  sein.  Denn  je  mehr 
sich  das  Gleichgewicht  z^vischen  den  TU  dem  dauernden  Zustande 
nähert,  und  wenn  immer,  wie  vorhin, 

A,E,  ==—AE  =  AC 

genommen  wird,  desto  näher  rückt  A^  dem  A,  Desto  mehr  nähert 
sich  folglich  A^  B  der  verticalen  Lage ,  und 

'  A^A 

wächst  ohne  Ende. 

Aendert  sich  das  System  allmählich  so,  dass  der  Punct  A^  in 
der  Linie  AC  durch  A  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  von  A 
geht,  so  verwandelt  sich  das  Gleichgewicht  in  ein  unsicheres,  wenn 
es  vorher  sicher  war,  und  umgekehrt.  So  wie  man  daher  von  dem 
Positiven  zum  Negativen  auf  doppeltem  Wege  gelangen  kann,  das 
einemal  durch  Null  und  das  anderemal  durch  das  unendlich  Grosse, 
so  gibt  es  auch  zwei  Uebergänge  vom  sicheren  zum  unsicheren 
Gleichgemchte.  Der  eine  ist  das  dauernde  Gleichgewicht,  wo  gar 
keine  Kräfte,  und  der  andere  das  neutrale  Gleichgewicht,  wo  zwei 
unendlich  grosse  Kräfte  hinzuzufügen  nöthig  sind,  wenn  das  Gleich- 
gewicht bei  Drehung  des  Körpers  nicht  verloren  gehen  soll. 

c)  Bei  einer  Drehung  um  eine  überhaupt  durch  r/»,  /,  ip  gegebene 
Axe  wird  das  Gleichgewicht  des  Systems  neutral  sein,  wenn  die  in 
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§.  162,  3  mit  S  bezeichnete  Function  gleich  Null,  und  nicht  zugleich 
Z>  =  0  ist,  d.  h.  wenn  nicht  zugleich  das  System  eine  Axe  des 
Gleichgewichtes  hat,  und  um  diese  der  Körper  gedreht  wird.  Denn 
hiermit  wird 

Q  =  P^ ,  A^A^  =  oo  , 

also  jede  der  beiden  mit  dem  Systeme  bei  der  Drehung  gleich- 
wirkenden Kräfte  unendlich  gross,  und  vermöge  der  aus  [h]  und  (•) 
in  §.  135  fliessenden  Formel: 

2>«=Q«(1— X«)  ,       x  =  l  , 

also  der  Winkel,  dessen  Cosinus  x  ist,  gleich  Null,  d.  h.  die  Linie,  in 
welcher  diese  zwei  Kräfte  anzubringen  sind,  wird  mit  der  Axe  der 
Drehung  parallel  (§.  136,  J);  —  übereinstimmend  mit  dem  Vorigen. 

§.  166.  Wie  schon  im  §.  162  vorläufig  bemerkt  worden,  kann 
das  GleichgeAvicht  eines  und  desselben  Systems  von  Kräften  nach 
der  verschiedenen  Lage  der  Axe,  um  welche  der  Körper  gedreht 
wird,  bald  sicher,  bald  unsicher  sein.  Dasselbe  gibt  auch  die  den 
jedesmaligen  Zustand  des  Gleichgewichtes  bestimmende  Function 

S  ==f(p*  +  gx^  +  hip*  —  2Fxip  —  2Gip(p  —  2Hfpx 

zu  erkennen,  die  nach  den  verschiedenen  Werthen,  welche  man  den 
die  Richtung  der  Axe  bestimmenden  Grössen  (p^  Xi  ^  beilegt, 
während  Fj  G,  H,  /,  ^,  h  unverändert  bleiben,  im  Allgemeinen  bald 
positiv,  bald  negativ  ist.  Um  uns  darüber  näher  zu  unterrichten, 
wollen  ^vir  diese  Function  zuvor  auf  eine  einfachere  Form  bringen.  — 
Es  ist 

f^^-2Gipfp-2Hfpx=f(fp'-2^^^^fp) 

wenn  man 

fcp—Gip-Hx=frp' 
setzt.     Hiermit  wird 

WO  zur  Abkürzung 

G*-hf  =  g\      H'-fg  =  h',      Ff+GH=F' 
gesetzt  sind.  —  Ferner  ist 
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Sei  daher  noch 

K^  +  rx\>  =  ÄY     und    r*-ff'h'=f\ 

80  wird 

und  es  ist  somit  S  durch  Einführung  der  Veränderlichen  y',  x  statt 
y,  ;f,  als  ein  Aggregat  von  drei  Quadraten  dargestellt. 

Da  nun  nach  der  verschiedenen  Lage  der  Drehungsaxe  die 
Werthe  von  f/),  /,  xpj  und  daher  auch  die  von  cp',  ;f',  i/;,  in  allen 
möglichen  Verhältnissen  zu  einander  stehen  können,  so  ist  S  immer 
positiv,  und  folglich  das  Gleichgewicht  für  jede  Drehungsaxe 
sicher,  wenn/,  — h'  und  — /"  zugleich  positiv  sind.  Dagegen  ist 
S  immer  negativ,  und  das  Gleichgewicht  für  jede  Axe  unsicher, 
wenn  /,  h\  f"  negativ  sind.  Das  Gleichgewicht  ist  demnach  für  , 
jede  Axe  von  einerlei  Beschaffenheit,  wenn  A'  und  f"  negativ  sind, 
und  zwar  ist  es  sicher  oder  unsicher,  nachdem  /  positiv  oder  ne- 
gativ ist. 

§.  167.  Auf  analüge  Art,  wie  /,  h\  F,  f"  aus/,  ,.,,  H  ab- 
geleitet worden  sind,  bilde  man  noch  f\  G\  H\  g\  K\  so  dass 
überhaupt 

(1)  /'=  F*-gh  ,  (4)      F'=  Ff+GH  , 

(2)  ^=G*-hf,  (5)      G'  =  Gff  +  HF, 

(3)  h'=IP—fff,  (6)      H'  =  Hh  +  FG   , 

(7)  f"=r*-g'h', 

(8)  ff"  =  G'«  -  h'f , 

(9)  h"=H'*-fff'. 

Substituirt  man  in  (7)  für  ff',  h',  F'  ihre  Werthe  aus  (2),  (3),  (4),  so 
kommt : 

(10)  /'=  Rf , 

WO 

E  ==  F^f+  GV  +  ^*Ä  +  IFGH—fgh 
die  symmetrische  Function  von/  g^  h,  F,  G^  H  i&iy  welche,  gleich 
Null  gesetzt,   die  Bedingung  für  das  Vorhandensein  einer  Gleichge- 
wichtsaxe  ausdrückt  (§.  131). 
Ebenso  erhält  man: 

(11)  g'=Rg,  (12)       h"=Rh. 

Sind  nun  h'  und  /"  negativ   (§.  166),    so   ist  nach  (7)   auch  g' 
negativ,  und  daraus,  dass  g\  h!  negativ  sind,  folgt  nach  (2)  und  (3), 

X6bi US  Werke  m.  \^ 
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dass  den  Grössen  f^g^h  einerlei  Zeichen  zukommen.  Nach  (10), 
(11),  (12)  müssen  daher  auch  g'\  ä"  mit/"  einerlei  Zeichen,  also  das 
negative,  haben,  woraus  wegen  ;S)  oder  (9)  noch  folgt,  dass  ebenso, 
wie  g\  h\   auch/'  negativ  ist. 

Hiernach  und  wegen  der  Symmetrie  in  der  Bildung  der  Grössen 
f"i  9\  '*">  f\  9  1  '''  schliessen  "wir: 

Wenn  von  den  sechs  Grössen  f ,  g\  h\  f*\  g\  h"  eine  der  drei 
ersteren  {z,  B,  K)  und  eine  ihr  nicht  entsprechende  der  drei  letzteren 
{z.  B.  f)  7icgativ  sind,  so  siyid  es  auch  die  vier  übrigen,  und  f.  g^  h 
haben  einerlei  Zeichen.  Das  Gleichgetcicht  ist  alsdann  bei  jeder  Ver- 
rückung des  Körpers  von  einerlei  Beschaffenheit^  und  zwar  sicher  oder 
unsicher^  jenachdem  das  gemeinschaftliche  Zeichefi  von  f^g^h  das 
positive  oder  negative  ist, 

§.  168.  Zwischen  den  Grössen  i^,  ,..,  H'  und/,  ...,  ä"  finden 
noch  einige  andere  bemerkenswerthe  Kelationen  statt.  Um  sie  zu 
erhalten,  wollen  wir  zu  den  Gleichungen  {d)  in  §.  135,  nämlich 

(   ^ffp+Hx+Gxp  =  Da  , 

[d]  \       II(p—  gx  +Fip  =Dß  , 

\        Gq) +Fx  —  hip  ==I)y 

zurückkehren,  welche  a,  ß,  y  durch  (fy  Xi  ^  ausdrücken,  und  da- 
raus umgekehrt  g>,  Xi  ^  durch  er,  /$?,  y  auszudrücken  suchen.  In 
der  That  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  wenn  man  sie,  um  x  ^i^d  V 
zu  eliminiren,  mit  a,  J,  c  multiplicirt,  hierauf  addirt  und  zur  Be- 
stimmung von  a:b:c 

aH—bg  +c2^=0  , 

aG  +  bF  --ch  =0 

setzt : 

(—af+bH+cG)(p  =  D{aa  +  bß  +  cy)  . 

Es  fliesst  aber  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen: 

a:b:c=  — /' :  H'  :  &  , 

folglich,  wenn  man  diese  Verhältnisswerthe  von  a,  J,  c  in  der  dritten 
substituirt : 

(A)       [ff  +  ////'  +GG')(p  =  D '-f'a  +  H'ß  +  G'y)  . 

Substituirt  man  sie  in  den  zwei  ersten  selbst,  so  kommen  die 
identischen  Gleichungen: 

—  Ilf—gir  +  FG'  =  0  ,         —Gf'  +  FH'  —  h&  =  0  , 

und  ähnliche  identische  Gleichungen  erhält  man  bei  der  Elimination 
von  i/;,  (p  und  r/,  x  ^^s  {d). 


(d*) 
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Nun  wird  vermöge  (A) 

wenn  a^  ß,  y  Null  sind.  Unter  derselben  Voraussetzung  ist  daher 
die  Function  //' +  GG'  -{-HH*,  gleich  Null  gesetzt,  das  Resultat 
der  Elimination  von  (p,  Xy  ^  ^^s  (d) ,  d.  i.  aus  den  Gleichungen  (8) 
in  §.  127.  Sie  muss  daher,  bis  auf  das  Zeichen  wenigstens,  einerlei 
mit  der  in  §.131,  16  gefundenen  und  vorhin  mit  It  bezeichneten 
symmetrischen  Function  von  Fj  Gj  H,  fj  ffy  h  sein.  In  der  That 
findet  sie  sich  auch  dem  Zeichen  nach  von  H  nicht  verschieden,  also 

ff  +  GG'  +HH'  =Ii  , 

und  ebenso  wegen  der  Symmetrie 

gg'  +HH'  +  FF'    =R  , 

hK  +FF  +GG'  =R  . 
Hiemach  wird: 

—fa  +  H'ß+G'y  =  Rcp  :  D  , 

und  ebenso  kommt: 
H'a—  g'ß  +Fy  =  Rx    D  , 
G'a  +K/9  —Ky  =Rip:D  , 

nach  Elimination  von  ipj  (p  und  von  (p,  /  aus  {d). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  aber  aus  den  vorigen  (d)  un- 
mittelbar bilden,  wenn  man  a,  ßj  y  mit  g>j  Xj  ^  gegenseitig  ver- 
tauscht, F,  G,  H,  /,  g,  h  in  F\  G',  H\  f\  g\  K  und  D  in  R:D 
verwandelt.  Es  muss  daher  auch  sein,  indem  man  auf  dieselbe  Weise 
mit  den  Gleichungen  (d*)  verfährt  und  die  ebenso  aus  F'j  G\  H'jfj  ^,  A' 
gebildete  Function ,  welche  R  von  F,  G,  JE?,  f,  g,  h  war ,  gleich  R' 
setzt,  also  für  ie :  i>,  ir :  (Ä :  D)  schreibt,  und  wenn  F\  G",  H\f\  g\  h" 
dieselben  Functionen  von  F\  G\  H',  /',  g\  K  bedeuten,  welche 
F,  G\  H\f\  g\  K  von  F,  G,  H,  f,  g.  h  sind: 

I    —f'cp  4-  H'x  +  G"ip  =  RD,  a:R  , 
{d**)     I        H"cp  -  g'x  +  F'xp  =  KD.  ß:R  , 

[       G"fp  +  Fx  -  Ä>  =  R'D'  y   R  • 

Wegen  der  Unabhängigkeit  je  zweier  der  drei  Grössen  qp,  Xi  V 
von  einander  müssen  nun  die  Coefficienten  derselben  und  der  davon 
abhängigen  a,  /^,  /  in  den  Gleichungen  (rf**)  in  denselben  Verhält- 
nissen zu  einander  stehen,  wie  in  (rf),  folglich: 

/"  :  /  =  U"  :H=G":G  =  g"'.g'  =  F":F=:h"'.h  =  R'  :R  . 

Durch  Elimination  von  f  aus  den  zwei  Gleichungen : 

R=      ff'  +  HH'^GG'  , 

0  =  —  Hf'—gH'   +FG' 

16* 
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folgt  aber: 

RH  =  h'H'  +  F&  =  /r  . 
Es  ist  daher: 

R  =  B} 
und 

r=Itf  ,        g"  =Rg    ,        A"  =  ÄÄ    , 

F''=RF,        &'=RG,        B:'=RH. 

§.  169.  Wenn  die  in  §.  167  zu  Ende  bemerkten  Bedingungen 
nicht  erfüllt  werden,  so  kann  S  (§.  166)  nach  der  verschiedenen  An- 
nahme von  g>j  Xj  V^  b^ld  positiv,  bald  negativ,  und  folglich  auch 
Null  werden.  Alsdann  bilden  die  durch  die  Gleichung  5=0  be- 
stimmten Axen,  sobald  sie  durch  einen  und  denselben  Punct,  z.  B. 
den  Anfangspunct  der  Coordinaten,  gelegt  werden,  eine  Kegel- 
fläche des  zweiten  Grades,  deren  Spitze  dieser  Punct  ist,  und 
deren  Gleichung  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  man  erhält, 
wenn  man  in  der  Gleichung  5=0  diese  Coordinaten  für  die  ihnen 
proportionalen  q>,  Xy  H^  substituirt. 

Indem  wir  nun  jetzt,  und  so  auch  in  den  folgenden  §§.,  nur  die 
durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gehenden  Axen  in  Betracht 
ziehen,  —  denn  fiir  je  zwei  einander  parallele  Axen  ist  das  Gleich- 
gewicht von  einerlei  Beschaffenheit  (§.  163),  —  so  ist  far  jede  Axe, 
welche  in  die  Fläche  des  Kegels  selbst  fällt,  S=  0,  mithin  Q  =  oo 
und  das  Gleichgewicht  neutral  (§.  165,  c).  Für  alle  innerhalb  des 
Kegels  fallende  Axen  hat  S  einerlei  Zeichen,  und  das  entgegengesetzte 
für  alle  Axen,  welche  ausserhalb  des  Kegels  liegen.  Für  die  einen 
Axen  ist  folglich  das  Gleichgewicht  sicher  und  für  die  anderen  unsicher. 

So  toerden  demnach  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo  das  Gleichge- 
wicht bald  sicher,  bald  unsicher  ist,  die  Axen  des  einen  von  denen  des 
anderen  durch  eine  Kegelßäche  gesotidert. 

Ob  aber  die  innerhalb  dieser  Fläche  liegenden  Axen,  oder  ob 
die  ausserhalb  liegenden  es  sind,  denen  das  sichere  Gleichgewicht 
zukommt,  lässt  sich  ohne  weiteres  nicht  entscheiden.  Denn  behält 
man  die  Angriffspuncte  und  Intensitäten  der  Kräfte  bei,  verändert 
aber  ihre  Richtungen  in  die  entgegengesetzten,  als  wodurch  abermals 
Gleichgewicht  entsteht,  so  gehen  die  Werthe  von  jP,  G^  H,  f,  g,  h  in 
die  eben  so  grossen,  entgegengesetzten  über,  mithin  auch  der  Werth 
von  S,  als  einer  linearen  Function  dieser  Grössen.  Die  Gleichung 
S  =  {)  bleibt  daher  ungeändert,  und  folglich  auch  die  Kegelfläche. 
15ei  solchen  Werthen  von  r/) ,  / ,  ip  aber,  bei  welchen  S  vorher  einen 
positiven  Werth  hatte,   erhält  es  jetzt  einen  negativen,   und  umge- 
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kehrt.  Wenn  folglich  beim  ersteren  Gleichgewichte  den  innerhalb 
des  Kegels  fallenden  Axen  Sicherheit  zukam,  so  gehört  sie  beim 
letzteren  den  ausserhalb  fallenden,  und  umgekehrt. 

§.  170.  Die  Function  S,  welche  hinsichtlich  r/),  Xj  V  ^^^ 
zweiten  Grade  ist,  und  welche  sich  nach  dem  Vorigen  im  Allge- 
meinen als  ein  Aggregat  dreier  Quadrate  darstellen  lässt,  kann 
in  besonderen  Fällen  auch  schon  in  zwei  Quadrate  auflösbar  sein. 
Alsdann  muss  auch  die  gleicligeltende  iForm 

WO  die  ganze  rationale  Function  R  statt  des  vorigen  /":/  geschrie- 
ben worden,  in  z^vei  Quadrate  sich  zerlegen  lassen.  Dieses  ist  aber 
wegen  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  von  y'*,  ;f'*,  i/;'  nicht  anders 
möglich,  als  wenn  einer  der  drei  Coefficienten /,  — h' :f,  R.li  die- 
ser Quadrate  Null  ist.  Nun  kann  nicht  der  erste  gleich  Null  sein, 
indem  sonst  der  zweite  gleich  oo  würde,  und  ebenso  wenig  kann  es 
der  zweite  sein,  indem  damit  der  dritte  gleich  oo  würde.  Mithin 
bleibt  nur  übrig,  den  dritten  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Bedingung, 
unter  welcher  S  als  ein  Aggregat  zweier  Quadrate  ausgedrückt  wer- 
den kann,  ist  demnach: 

Ä=0  , 

d.  h.  das  System  muss  eine  Axe  des  Gleichgetoichtes  habefi. 

Bei  dem  jetzt  nur  aus  zwei  Quadraten  zusammengesetzten  Aus- 
drucke für  S 

sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  nämlich  die  Coeffi- 
cienten  der  zwei  Quadrate  entweder  1)  beide  das  positive,  oder  2) 
beide  das  negative,  oder  3)  einander  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Im  ersten  Falle  ist  /  positiv  und  A'  negativ;  und  da,  wegen 
Ä  =  0,  nach  (10)  und  (11)  in  §.  167/'  und  /  Null  sind,  folglich 
nach  (7)  und  (8)  F'*  =  g*K  und  G'*  =  Kf  ist,  so  sind  auch  g'  und 
f  negativ,  und  nach  (2)  und  (3)  h  und  g  positiv.  Alsdann  ist  für 
jede  Axe  das  Gleichgewicht  sicher,  ausgenommen  für  diejenige,  für 
welche  qp'  =  0  und  ;f '  =  0 ,  d.  i. 

f(f  —  H%—G\\)  =  ^       und       Ä'x  +  i^i/;  =  0 

sind.  Es  ist  aber  die  erste  dieser  zwei  Gleichungen  die  erste  der 
drei  Bedingungsgleichungen  (8)  in  §.  127,  wenn  die  durch  <)p,  ;f,  x^t 
bestimmte  Axe  eine  Gleichgewichtsaxe  ist;  und  die  zweite,  für  welche 
man,  weil  jetzt  Ä  =  0 ,  folglich 
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ist;  auch 

G'x  —  H'ip  =  0 
setzen  kann,  entspringt  durch  Elimination  Yon  q:  aus  der  zweiten 
und  dritten  jener  drei  Gleichungen.  Die  aus  tp'  =  0  und  ;r'  =  0 
hervorgehenden  Verhältnisse  zwischen  q:,  Xi  V^  gehören  daher  der 
Gleichgewichtsaxe  an^  die  dem  Systeme  gegenwärtig  zukommt.  Wird 
aber  die  Gleichgewichtsaxe  zur  Axe  der  Drehung  genommen,  so  ist 
das  Gleichgewicht  dauernd. 

Im  zweiten  Falle  sind  /  und  h'  zugleich  n^ativ,  womit  sich  auf 
ähnliche  Art,  wie  vorhin,  auch  ff,  A,  /',  ff'  n^ativ  finden.  Das 
Gleichgewicht  ist  dann  für  jede  Axe  unsicher,  ausgenommen,  wenn 
(f'  und  X  zugleich  gleich  Null  sind,  d.  i.  für  die  Gleichgewichtsaxe, 
wo  das  Gleichgewicht  Dauer  hat. 

Wenn  endlich  drittens  A'  positiv  ist,  und  daher,  wegen  C*  =  h'f 
und  J**  =  ff'h\  auch/'  und  ff'  positiv  sind,  so  lässt  sich  S  in  zwei 
Factoren  auflösen: 

S=j  i/rp'  +  Vä'  .  x)  'J<P'  -  VF .  x')  . 

Setzt  man  jeden  dieser  Factoren  für  sich  gleich  Null,  drückt  in 
ihm  (f  und  x  durch  (p,  Xi  ^^  ^^^  ^^d  substituirt  x,  y,  z  für  y,  /, 
1/;,  so  erhält  man  die  Gleichungen  zweier  durch  den  Anfangspunct 
der  Coordinaten  gehenden  Ebenen.  Für  die  Durchschnittslinie  der- 
selben sind  beide  Factoren  zugleich  gleich  Null,  also  qp'  =  0  und 
y'  =  0;  mithin  ist  diese  Linie  die  Gleichgewichtsaxe. 

Durch  die  zwei  Ebe7ie7i  tdrd  nun  der  Raum  in  vier  Theile  ge- 
theilt,  welche  paarweise  einander  ffegenüber  liegen^  und  jenachdem  die 
Axe  der  Drehung  in  dem  einen  oder  anderen  dieser  Paare  enthatten 
ist,  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher.  Für  Azen,  welche  in 
eine  der  beiden  Ebenen  selbst  fallen^  ist  das  Gleichgewicht  neutral, 
atisgenommen  für  die  mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  zusammen- 
fallende AzCy  für  welche  es  Dauer  hat. 

§.171.  Es  ist  jetzt  der  noch  speciellere  Fall  zu  untersuchen 
übrig,  in  welchem  ^y  sich  auf  ein  einziges  Quadrat  reducirt.  Dies 
geschieht  aber  bei  dem  in  §.  170  bereits  auf  zwei  Quadrate  zurück- 
gebrachten Ausdrucke  für  S  nur  dann,  wenn,  nächst  der  für  jenen 
Ausdruck  geltenden  Gleichung  JB  =  0 ,  noch  A-  =  0  ist,  wodurch 

wird.      Mit  R  =  0  werden    aber  F',  G",  H",  f",  g",  h"   sämmtlich 
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gleich  Null,  woraus,  wenn  noch  ä'=  0,  mittelst  der  Formeln  in  §.  167 
und  §.  168  leicht  zu  schliessen  ist,  dass  auch  F\  G',  //',  f,  g'  Null 
sind.     Nach  (4)  in  §.  167  ist  alsdann 

f=-GH.F  , 

und  S  erhält  damit  den  symmetrischen  Ausdruck: 


S=—FUG 


■■  (f'+i-^^)' 


Gegenwärtig  ist  also  das  Gleichgewicht  für  alle  Axen  von  einerlei 
Art,  und  zwar  sicher  oder  unsicher,  nachdem  das  Product  FGII 
negativ  oder  positiv  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  nach- 
dem y,  ffy  hj  die  jetzt  einerlei  Zeichen  haben,  positiv  oder  negativ 
sind.  Doch  machen  hiervon  diejenigen  Axen  eine  Ausnahme,  für 
welche  S  =  0  ist ,  und  welche  daher  in  der  Ebene  liegen ,  deren 
Gleichung 

X         V         z 
F^  G^  U 

ist.  Denn  nach  §.  134  sind,  unter  den  jetzt  stattfindenden  Bedin- 
gungen F'=Oy  G'=  0,  H'  =  Oj  alle  Axen  dieser  Ebene  Axen  des 
Gleichgewichtes,  und  es  ist  mithin  für  jede  derselben  das  Gleich- 
gewicht von  Dauer. 


Zehntes  Kapitel. 

Von  den  Maximis  und  Minimis  beim  Gleichgewichte. 


§.  172.  Das  Gleichgewicht  zwischen  mehreren  auf  einen  frei 
beweglichen  Körper  wirkenden  Kräften  besitzt,  wie  ^vir  im  neunten 
Kapitel  erkannt  haben,  die  Eigenschaft,  dass  wenn  der  Köri)er  um 
eine  Axe,  sei  es  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite,  ge- 
dreht wird,  während  die  Kräfte  auf  ihre  AngrifFspuncte  mit  parallel 
bleibenden  Richtungen  zu  ^virken  fortfahren,  die  Kräfte  beide  Male 
den  Körper  entweder  der  Lage  des  Gleichgewichtes  wieder  zu  nähern, 
oder  beide  Male  ihn  noch  mehr  von  dieser  Lage  zu  entfernen  streben. 
Die  Analogie  dieser  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  mit  den  Merk- 


248  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  173. 

malen  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer  veränder- 
lichen Grösse  fällt  in  die  Augen.  Denn  hat  man  z.  B.  eine  ebene 
Curve  und  geht  darin,  nach  welcher  Seite  man  ^vill,  von  dem  Puncte 
aus,  welchem  die  grösste  Ordinate  zugehört,  so  nähert  man  sich  jedes- 
mal der  Abscissenlinie ,  entfernt  sich  aber  von  ihr,  wenn  man  den 
Punct,  dessen  Ordinate  die  kleinste  ist,  zum  Anfangspuncte  wählt. 
Es  steht  daher  zu  erwarten,  dass  auch  beim  Gleichgewichte  eine 
gewisse  Function  der  das  System  der  Kräfte  bestimmenden  Grössen 
ein  Maximum  oder  Minimum  sein  werde,  und  dass,  wenn  diese 
Function  beim  sicheren  Gleichgewichte  z.  B.  ein  Maximum  ist,  sie 
beim  unsicheren  als  Minimum  sich  zeigen  werde. 

§.  173.  In  der  That  ist  auch  schon  bemerkt  worden  (§.  157,«), 
dass  bei  dem  Gleichgewichte,  welches  zwischen  zwei  einander  gleichen 
und  entgegengesetzten  Kräften  P^  und  P,  besteht,  die  Linie  A^A^y 
welche  die  AngrifFspuncte  der  Kräfte  verbindet,  eine  solche  Lage 
haben  muss,  dass  sie,  nach  der  Richtung  der  Kräfte  geschätzt,  ihren 
grösstmöglichen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Wird 
nämlich  die  Richtung  von  P^  für  die  positive  genommen,  so  muss 
die  hiemach  geschätzte  Linie  A^A^f  d.  i.  A^A^  cos  (A^A^'^P^),  beim 
sicheren  Gleichgewichte  ein  positives  Maximum,  beim  unsicheren 
ein  negatives  Maximum  oder  ein  Minimum  sein. 

Es  ist  aber,  wenn  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  P^,  P^  und  A^,  A^  durch  (X,,  Y^,  ZJ,  (X,,  i\,  Z,)  und 
(^4»  Vii  ^i)y  (^«»  t/ti  ^«)  ausgedrückt  werden: 

A,  A,.P,,  cos  {A,  A,^P,)  =  {x,  -  X,)  X,  +  [y,  -  yj  Y,  +  (z,  -  z,)  Z, 
=-x,X,+x^X^  +  y,Y,+y^Y^+z,Z,+z^Z^  . 

Mithin  ist  auch  dieser  Ausdruck,  wenn  die  Coordinaten  der  An- 
grifFspuncte dergestalt  veränderlich  angenommen  werden,  dass  die 
gegenseitige  Entfernung  dieser  Puncte 


V(^.  -  x,Y  +  (y,  -  yj*  +  ('-z,r 

constant    bleibt,    beim    sicheren   Gleichgewichte    ein   Maximum   und 
beim  unsicheren  ein  Minimum. 

Liegen  die  zwei  Kräfte  und  ihre  AngrifFspuncte  in  der  Ebene 
der  a:,  y,  und  wird  der  Körper  so  verrückt,  dass  die  Puncte  in  dieser 
Ebene  bleiben,  so  ist  es  die  Function 

welche  beim  Gleichgewichte  ihren  grössten  oder  kleinsten  Werth  hat. 
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§.  1 74.  So  wie  wir  im  neunten  Kapitel  nach  den  Kennzeichen 
für  die  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  eines  nur  aus  zwei  Kräften 
bestehenden  Systems  die  Sicherheit  jedes  anderen  Systems  beur- 
theilten,  so  können  wir  auch  gegenwärtig  aus  der  eben  gefundenen 
Function,  welche  beim  Gleichgewichte  zwischen  zwei  Kräften  ein 
Maximum  oder  Minimum  ist,  die  entsprechende  Function  für  jedes 
andere  System  herleiten. 

Ist  ein  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  im  Gleichgewichte, 
und  bleibt  es  darin,  auch  wenn  der  Körper  um  eine  auf  der  Ebene 
normale  Axe  gedreht  wird,  so  ist 

(§.  122).  Diese  Gleichung  wird  aber  nicht  allein  anfangs,  sondern 
auch  während  der  Drehung  selbst  z^vischen  den  auf  ein  festes  Axen- 
system  bezogenen  und  daher  mit  der  Drehung  sich  ändernden  Coor- 
dinaten  der  AngrifFspuncte  bestehen,  da  jede  neue  Lage,  in  welche 
das  System  dieser  Puncte  gegen  die  Kräfte  versetzt  wird,  Gleich- 
gewicht mit  sich  führt  und  daher  als  eine  anfängliche  betrachtet 
werden  kann. 

Im  Allgemeinen  aber  geht  das  anfängliche  Gleichgewicht  ver- 
loren, und  das  System  wird  gleich^virkend  mit  zwei  Kräften  Pj  und 
P, ,  welche  nebst  ihren  AngrifFspuncten  A^  und  A^  so  zu  bestimmen 
sind  (§.  124),  dass  sie  anfangs  einander  ebenfalls  das  Gleichgewicht 
halten,  und  dass  anfangs  h  =  h^  ist,  wo 

h  =  :S{xX  +  yY) 
und 

/i,  =  A,A,.P,  =  x,X,  +  y,Y,+x,X,  +  y,Y^ 
(§.  173). 

Die  Gleichung  h  =  Ii^  besteht  nun  aus  demselben  Grunde ,  vrie 
vorhin,  auch  während  der  Drehung,  oder,  allgemeiner  ausgedrückt: 
wenn  die  Coordinaten  sämmtlicher  AngrifFspuncte  so  geändert  werden, 
dass  die  gegenseitigen  Entfernungen  dieser  Puncte  constant  bleiben. 
Denn  das  Gleichgewicht  des  neuen  Systems,  welches  man  erhält, 
wenn  man  zu  dem  vorigen  die  Kräfte  P^  und  P,,  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  auf  A^  und  A^  wirkend,  hinzufügt,  dauert 
auch  während  der  Drehung  fort. 

Da  also  unausgesetzt  h  =  1\  ist,  und  da  h^  beim  sicheren  Gleich- 
gewichte von  P^  mit  P^,  also  auch  beim  sicheren  zwischen  (X,  1'), 
(X',  Y'),  ...  ein  Maximum,  beim  unsicheren  dagegen  ein  Minimum 
ist,  so  muss  dasselbe  auch  von  h  gelten. 

Beim  Gleichgewichte  zwischen  Kräftefi  in  einet'  Ebene  ist  dem-- 
nach  die  Fimction 
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2'xX  +  yY) 

ein  Maximum  oder  Minimum^  und  zwar  ersteres  leim  sicherefi,  letz- 
teres beim  unsicheren  Gleich getoichte, 

§.  175.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  läset  sich  auch  bei  einem 
Systeme  von  Kräften  im  Räume  eine  Function  ermitteln,  die,  wenn 
die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum ist.  Seien  Pj  und  P^  die  beiden  Kräfte,  welche,  an  den 
Puncten  A^  und  A^  angebracht,  anfangs  ebenso,  wie  die  Elräfte  des 
Systems,  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind  und  bei  der  nach- 
herigen Drehung  um  eine  durch  fp,  x^  V'  bestimmte  Axe  mit  dem 
Systeme  gleichwirkend  werden  (§.  J  36,  c) ,  Kräfte  also ,  die  in  den 
entgegengesetzten  Richtungen  zu  dem  Systeme  hinzugefügt,  ein 
System  hervorbringen,  welches  bei  der  Drehung  um  dieselbe  Axe 
sein  Gleichgewicht  nicht  verliert.     Alsdann  muss  sein  (§.  127,  8)  : 

(p,1[yY+zZ)  =ip,^xZ+  X'^^^\ 
X,:2[zZ+xX]  =(p,:2yX  +  xp,:2yZ  , 
ip.2(xX+yY)  =  x^:^zY  +  (r.:2zX  , 

Gleichungen,  in  denen  sich  das  Summenzeichen  ausser  auf  die  Kräfte 
des  ursprünglichen  Systems  noch  auf  die  Kräfte  — P^  und  — P^ 
erstreckt,  und  die,  weil  das  Gleichgewicht  zwischen  — Pj,  — P, 
und  den  Kräften  des  Systems  fortdauert,  nach  demselben  Schlüsse, 
wie  in  §.  174,  nicht  allein  bei  den  anfänglichen,  sondern  auch  bei 
den  durch  die  Drehung  veränderten  Werthen  der  Coordinaten  ihre 
Gültigkeit  haben. 

Man  multiplicire  nun  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  (f^Xy^ 
und  addire  sie,  so  kommt  mit  der  Berücksichtigung,  dass 

ip''xX+x^yY+n}^zZ+xH^[y'^+^Y)  +  H^V[^^+^^^)+'PX[^Y+y^) 

=  {(px  +  xy'^HJz){(p^  +  7LY+n^Z)  , 
und  dass 

y*  +  ;c*  +  V'*  =  i 

ist: 

^[xX  +  yY+zZ)  =  :^[{(px  +  xy  +  xpz)(cpX  +  xY+nfZ)]  , 

eine  Gleichung,  welche  eben  so,  wie  die  drei  vorigen,  nicht  bloss 
für  den  Anfang,   sondern  auch  bei  der  nacliherigen  Drehung  gilt. 

Nun  bleiben  y,  X}  ^  ^^d  die  Kräfte  (X,  F,  Z),  (X',  Y',  Z'),  ..., 
während  der  Drehung  unverändert.  Ebenso  bleiben  es  auch  die  recht- 
winkligen Projectionen  der  Angriffspuncte  auf  die  Drehungsaxe,  als  die 
Mittelpuncte  der  von  den  Angriffspuncten  um  die  Axe  beschriebenen 
Kreise;  mithin  ändern  sich  auch  nicht  die  Projectionen  der  vom 
Anfangspuncte  der  Coordinaten  bis  zu  den  Angriffspuncten  gezogenen 
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geraden  Linien  auf  dieselbe  Axe,  und  diese  Projectionen  sind  gleich 

y-^  +  Xy  +  ^^7  fiP^'  +  xy'  +^^'1  ••  In  Folge  der  zuletzt  erhaltenen 
Gleichung  bleibt  daher  auch  die  Summe  2(xX'\-yY-\'  zZ)  con- 
stant.  Es  ist  aber  diese  Summe,  wenn  wir  das  Summenzeichen  die 
Kräfte  des  ursprünglichen  Systems  allein  umfassen  lassen,  gleich 

2(xX  +  yY+  zZ)  —  (X,  X,  +  X, X,  +  y, Y.  +  y, F,  +  «, ^.  +  z, Z,)  , 
und  sie  erhält  somit  die  Form  einer  Differenz.     Die  zwei  diese  con- 
st^nte  Differenz  bildenden  Summen  müssen  daher  gleichzeitig   ihre 
grössten  und  kleinsten  Werthe  erreichen. 
Nun  hat  die  Summe 

X,  X,  +x,  X,  +  y,Y,+  y^Y^  +  ^1^1  +  z,Z, 
ihren  grössten  positiven  Werth  beim  sicheren  Gleichgewichte,  und 
ihren  grössten,  dem  positiven  absolut  gleichen,  negativen  Werth  beim 
unsicheren  Gleichgewichte  zwischen  P^  und  P,  (§.  173),  folglich  auch 
beim  sicheren  oder  unsicheren  Gleichgewichte  zwischen  den  Kräften 
des  Systems. 

Mithin  ist  auch  die  Summe 

2(xX  +  yY+zZ) 

leim  sicheren  Gleich  gemchte  zwischen  den  Kr  elften  des  Systems  ein 
Maximum  und  heim  u?isicheren  ein  Minimum, 

§.  176.  Auf  noch  kürzere  Weise  kann  man  zu  diesem  Resultate 
gelangen,  wenn  man  die  in  §.  174  erhaltene  Formel  für  das  Maxi- 
mum oder  Minimum  beim  Gleichgewichte  eines  in  einer  Ebene  ent- 
haltenen Systems  zu  Hülfe  nimmt.  Sind  nämlich  die  auf  die  Puncte 
(x,  y,  z),  (x\  y',  /),  ..,  wirkenden  Kräfte  (X,  Y,  Zj,  (X',  Y\  Z'),  ... 
im  Gleichgewichte,  so  sind  es  auch  die  Projectionen  derselben  auf  die 
Ebene  der  rr,  y,  d.  i.  die  auf  die  Puncte  [x,  y,  0),  ...  wirkenden 
Kräfte  (X,  y,  0),  ...  (§.  68),  und  es  ist,  wenn  man  den  Körper  um  eine 
auf  dieser  Ebene  normale,  d.  i.  mit  der  Axe  der  z  parallele,  Axe  dreht, 
die  Function  ^(xX  +  yY)  ein  Maximum  beim  sicheren  und  ein  Mini- 
mum beim  unsicheren  Gleichgemchte  der  Kräfte  (X,  Y,  0),  ...  folglich 
auch  der  Kräfte  (X,  Y,  Z),  ...  (§.  164).  Da  femer  bei  dieser  Drehung 
die  Coordinaten  z,  ...,  mithin  auch  die  Summe  2zZj  ungeändert  blei- 
ben, so  ist  unter  denselben  Bedingungen  auch  2{xX-{-yY-\- zZ) 
ein  Maximum  oder  Minimum.  Es  ist  aber  diese  Summe,  wenn  wir 
die  Kräfte  mit  P,  P',  . . . ,  ihre  Angriffspuncte  mit  -4,  A',  . . .  und  den 
Anfangspunct  der  Coordinaten  mit  0  bezeichnen,  gleich 

Z  O^.P.  cos  (0^"P)  , 

und  daher  unabhängig  von  dem  durch  0  gelegten  Systeme  der 
Coordinatenaxen,  also  ein  Maximum  oder  Minimum,  auch  wenn  der 
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Körper  um  eine  andere,  mit  der  Axe  der  z  nicht  parallele  Axe  ge- 
dreht wird. 

Zusatz.  Trifft  ein  von  O  auf  die  Richtung  von  P  gefälltes 
Perpendikel  dieselbe  in  M  (vergl.  Fig.  47),  so  ist 

MA  =  OA  .  cos  (OA^P)  , 

und  die  vorige  Summe  wird  gleich  ^MA,P.  Wird  hierauf  der 
Körper  verrückt,   und  geht  damit  A  nach  A^  fort,   und  ist  M^   der 

Fusspunct  des  von  0  auf  die  nunmehrige  Richtung 
von  P  gefällten  Perpendikels,  so  verwandelt  sich 
die  Summe  in  ^M^A^ .  P ,  Weil  aber  die  Rich- 
tungen von  P  in  der  ersten  und  zweiten  Lage  des 
Körpers  einander  parallel  sind,  so  ist  OMM^  eine 
auf  der  Richtung  von  P  normale  Ebene.  Die  Summe, 
welche  beim  Gleichgewichte  ein  Grösstes  oder  ein 
Kleinstes  ist,  wird  daher  auch  erhalten,  wenn  man 
durch  einen  unbeweglichen  Punct  0  Ebenen  legt, 
welche  die  Richtungen  der  Kräfte  rechtwinklig  schnei- 
Fig.  47.  den,  hierauf  jede  Kraft  in  den  Theil  ihrer  Richtung 

vom  Durchschnitte  der  letzteren  mit  der  auf  ihr  nor- 
malen Ebene  bis  zum  Angriffspuncte  der  Kraft  multiplicirt  und  diese 
Producte  addirt. 

Weil  die  Richtungen  der  Kräfte  sich  parallel  bleiben,  so  sind 
die  durch  0  gelegten  Ebenen  ebenso,  wie  0  selbst,  unbeweglich. 
Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  statt  der  in  0  sich  gemeinschaft- 
lich schneidenden  Ebenen  irgend  andere  unbewegliche,  auf  den 
Richtungen  der  Kräfte  normale  Ebenen  setzen  kann.  Denn  wird 
die  Richtung  von  P  von  einer  auf  ihr  normalen  und  nicht  durch  0 
gehenden  Ebene  in  N  geschnitten,  so  ist  der  Unterschied 

MA,P—NA,P  =  MN,  P  , 

also  constant,  weil  es  sowohl  P,  als  der  gegenseitige  Abstand  MN 
der  beiden  unbeweglichen  Ebenen  ist.  Mithin  ist  auch  der  Unter- 
schied der  Summen  2MA,P  und  2NA.P  constant,  und  daher 
die  eine  mit  der  anderen  gleichzeitig  ein  Grösstes  oder  Kleinstes: 
also: 

Halten  sich  mehrere  auf  einen  frei  beweglichen  Körper  "icirkende 
Kräfte  das  Gleichgetoicht ,  und  denkt  man  sich  die  Richtung  jeder 
Kraft  von  einer  unbeweglichen  Ebene  normal  geschnitten  und  multipli- 
cirt Jede  Kraft  in  den  Theil  ihrer  Richtung  vom  Durchschnitte  der 
auf  ihr  normalen  Ebene  bis  zu  ihrem  Angriffspuncte^  so  ist,  icenn  der 
Körper  um  eine  beliebige  Axe,  sei  es  nach  der  eine7i,  oder  nach  der 
Wideren  Seite,    gedreht  tdrd,    die   damit  sich   ändernde  Summe  Jener 
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Producie  heim  anfänglichen  Gleichgeicichte  selbst  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum,  und  zwar  ersteres,  tcenn  das  Gleichgewicht  in  Bezug 
auf  diese  Drehung  sicher j  letzteres,  wenn  es  unsicher  ist 


Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  177.  Jede  Verrückung  eines  Körpers  kann  in  eine  Axen- 
drehung  und  in  eine  parallele  Fortbewegung  zerlegt  werden.  Sind 
nun  die  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte  im  Gleichgewichte, 
und  ^vird  der  Körper  um  eine  Axe  gedreht,  so  ist,  wie  eben  gezeigt 
worden,  die  Summe  '2{xX-^yY+ zZ)  für  die  Lage  im  Gleich- 
gewichte selbst  ein  Maximum  oder  Minimum.  Wird  aber  der  Körper 
parallel  mit  sich  fortbewegt,  und  nimmt  alsdann  der  Punct,  welcher 
anfangs  mit  dem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  zusammenfiel,  den 
Ort  [a,  b,  c)  ein,  so  >vird  die  gedachte  Summe  gleich 

^[(x  +  a)X  +  (y  +  b)Y+[z  +  c)Z\  =  :E{xX  +  yY+zZ)  , 

wegen  :?X  =  0,  2'r=0,  :?Z=0  (§.  66),  und  bleibt  daher  unge- 
ändert.  Deshalb  und  zufolge  der  bekannten  Natur  der  Grösst^n  und 
Kleinsten  \vird  daher  die  Summe  überhaupt  sich  nicht  ändern,  wenn 
der  Körper  aus  der  Lage  des  Gleichgewichtes  um  ein  unendlich 
Weniges  auf  irgend  eine  Weise  verrückt  wird,  d.  h.  es  wird 

:^(Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  0 

sein,  wofern  nur  die  Differentiale  dx,  dy ,  dz,  dx\  dy\  dz\  ...  so 
genommen  werden,  dass  die  gegenseitigen  Entfernungen  der  Puncto 
[x,  y,  z),   {x\  y\  z),  ...  unverändert  bleiben. 

Es  ist  aber  Xf/jc+  Ydy  +  Zdz  gleich  dem  Producte  aus  der 
Kjraft  (X,  y,  Z)  in  den  auf  ihre  Richtung  projicirten  Weg,  den  ihr 
Angriffspunct  [x,  y,  z)  bei  der  unendlich  kleinen  Verrückung  des 
Körpers  genommen  hat;  und  wir  können  daher  auch  sagen: 

Ist  ein  System  von  Kräften,  welche  auf  ei?i€7i  frei  betceglichen 
Körper  tcirken,  im  Gleich getdchte ,  und  vnrd  der  Körper  um  ein  un- 
endlich Weniges  verrückt,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jeder 
Kraft  in  den  nach  ihrer  Richtung  geschätzten  Weg  ihres  Angriffs- 
punctes  jederzeit  Null. 

Die  bei  einem  sich  bewegenden  Körper  in  einem  unendlich 
kleinen  Zeittheile  durchlaufenen  Wege  seiner  Puncte  sind  den  als- 
dann stattfindenden  Geschwindigkeiten  der  Puncte  proportional. 
Diese  Wege,  geschätzt  nach  den  Richtungen  der  Kräfte,  welche  an 


den  di«  We^  beichreibenden  Pancten  ansebracht  sind,  nennt  man 
daher  die  rirtaellen  Geschwindigkeiten  der  Pnnete:  nnd  der 
Satz,  welcher  aussagt,  das«  die  Somme  der  in  die  TirtneUen  Ge- 
schwindigkeiten ihrer  Angriffcpiincte  moltiplicirten  Kräfte  beim 
Gleichgewichte  Null  ist.  heis«t  hiemach  das  Princip  der  vir- 
tnellen  Geschwindigkeiten. 

§.  ITS.  Die  Reihe  der  Schlüsse,  durch  welche  wir  uns  nach 
und  nach  za  diesem  Princip  erhoben  haben,  ist  ziemlich  zusammen- 
gesetzt. Da  nun  gleichwohl  die  £in£ichheit  des  Princips  einen  der- 
selben angemessenen  Beweis  wnnschenswerth  macht,  und  es  auch 
an  sich  interessant  ist.  zu  sehen,  wie  das  Princip  in  den  einCichsten 
Fallen  sich  bestätigt,  so  will  ich  noch  folgenden  möglichst  iwrsen 
und  auf  den  ersten  Gründen  der  Statik  beruhenden  Beweis  desselben 
binzufugen. 

1  Seien  P  und  P'  iVergL  Fig.  4S  zwei  sich  das  Gleichgewicht 
haltende  Kräfte.   A  und  A'  ihre  Angrifispuncte.   welche  durch  eine 


unendlich  kleine  Verrückung  nach  B  und  H  kommen,  so  dass  B 
dem  A  und  B  dem  A'  unendlich  nahe  liegt,  und  BB  =^  AA'  ist. 
Die  Projectionen  Ton  B  und  H  auf  AA*  seien  C  und  C\  so  ist 
wegen  des  unendlich  kleinen  Winkels  tou  BR  mit  AA\ 

CC'=BB=AA\ 

folglich  AC  =  A'C.  Wegen  des  Gleichgewichtes  sind  aber  die 
Kräfte  P  und  P'  einander  gleich,  und  ihre  Richtungen  in  der 
Linie  AA'  einander  direct  entgegengesetzt,  also  AC  und  A'C  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspuncte.  Nimmt  man  da- 
her jede  Kraft  positiv,  und  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  positiv 
oder  negativ,  nachdem  sie  mit  den  ihnen  zugehörigen  Kräften 
einerlei  oder  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  so  ist 

P.AC+P\A'C'=0  , 

und  somit  das  Princip  für  den  einfachsten  Fall  bewiesen. 

2  Seien  P,  P\  P",  ...  Vergl.  Fig.  49)  mehrere  auf  denselben 
Punct  A  eines  Körpers  wirkende  und  sich  das  Gleichgewicht  hal- 
tende Kräfte.  Durch  eine  Verrückung  des  Körpers  komme  A  nach 
B,   und  die   Projectionen  von   B  auf  die   anfänglichen  Richtungen 
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der  Kräfte  seien  C,  C,  C\  ...,  also  AC,  AC\  AC'\  ...  die  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  von  A,  Wegen  des  Gleichgewichtes  ist 
nun  die  Summe  der  Projectionen 
der  Ejräfte  auf  die  durch  A  und  B 
zu  legende  Gerade  gleich  Null,  wie 
ganz  einfach  aus  dem  Parallelepipe- 
dum  der  Kräfte  fliesst  (§.  67,  2).  Es 
ist  daher 


Fig.  49. 


P  COS  9)  +  -P'  cos  9?'+  . . .  ==  0  , 

wenn  y,  (p\  ...  die  von  P,  P',  ... 
mit  AB  gebildeten  Winkel  bezeich- 
nen.    Zugleich  ist  aber 

AC  ,      AC 

folgUch  auch  hier: 

P .  AC  +  P\  AC'+  P".  AC"+  ..,  =  (^  . 

3)  Treffen  sich  die  Richtungen  der  sich  das  Gleichgewicht  hal- 
tenden Kräfte  P,  P',  ...  in  einem  Puncte  A,  wirken  sie  aber  nicht 
unmittelbai  auf  diesen  Punct,  sondern  auf  beliebige  andere  Puncte 
ihrer  Richtungen,  so  bringe  man  in  A  die  resp.  den  Kräften  P,  P',  . . . 
gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Kräfte  Q,  Q',  ...  an,  so  dass 
Q  mit  P,  Q'  mit  P',  ...  und  Q,  Q',  ...  untereinander,  eben  so  wie 
P,  P',  ...  untereinander,  im  Gleichgewichte  sind.  Verrücken  wir 
nun  den  Körper  um  ein  unendlich  Weniges  und  bezeichnen  dabei 
die  virtuelle  Geschwindigkeit  des  Angriffspunctes  einer  Kraft  mit 
dem  Buchstaben  aus  dem  kleinen  Alphabete,  welcher  dem  grossen 
Buchstaben  entspricht,  womit  die  Kraft  ausgedrückt  ist,  so  haben 
wir  nach  1 1 : 

Pp+Qq  =  Q  ^         P'p'+Q'q'=0  ,      ... 
und  nach  2) : 

folglich  wiederum: 

pp + py+  PY+.^^  =  0  . 

4)  Aus  letzterer  Gleichung  folgt: 

py+  PY+  ,.,  =  -Pp  , 

d.  h.:  Bei  mehreren  nach  einem  Puncte  gerichteten  und  sich  nicht 
das  Gleichgewicht  haltenden  Kräften  ist  die  Summe  der  in  die  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspuncte  multiplicirten  Kräfte 
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gleich  dem  Produete  aus  der  Besultante  in  die  virtuelle  Gesch^nndig- 
keit  ihres  Angriffspunctes. 

5)  Bei  drei  Kräften,  welche  im  Gleichgewichte  und  einander 
nicht  parallel  sind,  muss  nach  3)  das  Princip  der  virtueDen  Gre- 
schwindigkeiten  immer  Gültigkeit  haben,  weil  dann  die  Richtungen 
der  Kräfte  sich  immer  in  einem  Puncte  begegnen. 

6)  Sind  drei  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  P,  Q,  Ä 
einander  parallel,  so  zerlege  man  die  eine  derselben,  P,  in  der  Ebene, 
worin  sie  alle  drei  enthalten  sein  müssen,  in  zwei  andere  S  und  T, 
welche  nicht  mit  einander,  folglich  auch  nicht  mit  P,  Q,  R,  parallel 
sind.  Von  Q  und  ä  sei  die  Resultante  Z7,  und  von  B  und  T  sei 
die  Resultante  V,  so  halten  sich  U  und  V  das  Gleichgewicht,  und 
es  ist  nach  4)  und  5)  mit  Anwendung  der  in  3)  gewählten  Bezeich- 
nungsart: 

Pp^Ss+Tt,        Qq  +  Ss=  Uu,       Iir+Tt=Vv 

und  nach  1] 

Uu+Vv  =  0  , 

mithin,  wenn  man  diese  vier  Gleichungen  addirt: 

Pp+Qq  +  Br  =  0  ; 

das  Princip  ist  folglich  auch  in  diesem  Falle  gültig. 

7)  Betrachten  wir  jetzt  ganz  allgemein  ein  System  von  Kräften 
P,  P',  P"  ...,  die,  auf  beliebige  Puncte  Ay  A\  A\  ...  eines  frei 
beweglichen  Körpers  wirkend,  im  Gleichgewichte  sind.  Seien  P,  G,  H 
irgend  drei  andere  Puncte  des  Körpers,  welche  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Vermittelst  des  Parallelepipedums  der  Kräfte  zerlege 
man  die  Kraft  P  nach  den  Richtungen  Al\  AG ,  AH  in  drei  andere 
Q,  jB,  S\  eben  so  die  Kraft  P'  nach  den  Richtungen  ÄF,  ÄG,  A'H 
in  die  Kräfte  Q',  R,  S' \  die  Kraft  P'  nach  A'F,  A"G,  A'H  in 
die  Kräfte  Q",  i?',  aS";  u.  s.  w.  Man  setze  hierauf  die  nach  F  ge- 
richteten Kräfte  ü,  Q\  Q",  ...  zu  einer  einzigen  Q^  zusammen ;  auf 
gleiche  Art  bestimme  man  von  den  nach  G  gerichteten  Kräften 
P,  li\  ...  die  Pesultante  P,,  und  von  den  nach  H  gerichteten 
Sj  S',  ...  die  Resultante  S^.  Hiermit  ist  das  ganze  System  auf  die 
drei  Kräfte  Qj,  P^,  S^  reducirt,  welche  sich  daher  ebenfalls  das 
Gleichgewicht  halten  müssen.  Wird  nun  der  Körper  um  ein  un- 
endlich Weniges  verrückt,    so  haben   wir  nach  4)   die  Gleichungen: 

Pp=  Qq  +  Br  +  Ss  ,       P'p'  =  Q'q  +  Kr'+  S's'  ,     etc. 

Pr-f-PV'-H  ...  =  ^i^   , 

Ss  -H  «S'^'-f-  ...  =  S^S^     j 
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und  nach  5)  oder  6),  nachdem  die  Kräfte  Qj,  2J, ,  Si  sich  in  einem 
Punctc  treffen  oder  einander  parallel  sind: 

Die  Addition  aller  dieser  Gleichungen  aber  gibt: 

pp+p'p'+p"p"+...  =  » , 

wie  zu  er^veisen  war. 

§.  179.  Der  in  §.  178  bewiesene  Satz  liisst  sich  auch  um- 
kehren, also: 

Wemi  Jederzeit^  wie  auch  der  Körper  um  ein  unendlich,  Weniges 
verrückt  werden  mag,  die  Summe  der  in  die  virtuellen  Geschwindig- 
keiten multiplicirteti  Kräfte  Pp  +  P'p'+  . . .  Null  ist ,  so  halten  sich 
die  Kräfte  P,  P\   ...  das  Gleichgewicht. 

Denn  wären  sie  nicht  im  Gleichgewichte,  so  müssten  sie  durch 
Hinzufiigung  einer  Kraft  i?,  oder  im  allgemeineren  Falle  durch  Hin- 
zufiigung  ZAveier  nicht  zu  einer  Kraft  vereinbaren  Kräfte  S  und  T, 
ins  Gleichgewicht  gebracht  werden  können.  Vermöge  des  §.  178 
müsste  daher  sein: 

iir  +  pp  +  py+ . . .  =  0  , 

oder 

Ss+  Tt  +  Pp  +  P'p'+..,  =  i)  , 

also  entweder  JRr  =  0 ,  oder  Ss  +  Tt  =  0,  weü  jetzt 

Pp  +  Py+'=0 
sein  soll. 

Es  ist  aber  nicht  bei  jeder  Verrückung  des  Körpers  r  ^  0  und 
daher  i2r=0,  sondern  nur  dann,  wenn  der  Angriffspunct  von  R 
entweder  in  Ruhe  bleibt,  oder  sein  Weg  auf  der  Richtung  von  R 
rechtwinklig  ist. 

Eben  so  wenig  kann  bei  den  zwei  einander  nicht  das  Gleich- 
gewicht haltenden  und  nicht  auf  eine  Kraft  reducirbaren  Kräften  S 
und  T  jederzeit 

Ss+Tt  =  0 

sein.  Denn  heissen  S^  und  Ty  die  Angriffspuncte  von  Ä  und  jT,  und 
wird  der  Körper  um  eine  durch  S^  gehende  Axe  gedreht,  so  ist 
8  =  0.  Alsdann  ist  der  Weg  von  T^  nur  in  dem  Falle  Null,  wenn 
die  Axe  zugleich  durch  T^  geht,  und  nur  in  dem  Falle  auf  T  per- 
pendiculär,  wenn  sie  zugleich  mit  T  in  einer  Ebene  liegt.  Bei  der 
Drehung  um  jede  andere  durch  S\  gehende  Axe  macht  der  Weg 
von  1\  mit  T  einen  schiefen  Winkel,  und  es  ist  daher  nicht  /  =  0, 
also  auch  nicht 

Ss  +Tt  =  ()  . 

MObiuB  Werke  lU.  17 


Wird  durch  S^  cnd  T  keine  Eb«?ne  Ickslss.  licci  ako  f^  in  T. 
so  liA*en  äch  .9  und  T  ^ul  eine  maizf  Kr%£  ndmdren,  ««§  ncvs 
die  V'Traoäs^tzzinz  fcrehet. 

Da  älio  weder  Br  noch  <$«  —  Tf  fce^^  gkw-ch  XoE  icin  köaxftRL 
wie  doch,  wenn  zwischen  P.  P^.  ...  k*ia  Gkicbgewicfc  besinde. 
erforderlich  wire.  so  mijäen  P.  P'.  ...  Et  Glekh^ewichie 


§.  ISM-  Auch  bei  jedem  Sj^eiue  mehrerer  *af  iizend  €?iae 
Art  mit  einander  rerbundener  Körper,  aof  wekhe  Kriüe  wizken. 
läfr»t  sich,  wie  wir  fpaterhin  «ehen  werdeiL.  danhTQ.  daas^  wenn  die 
Knute  nch  da^  Gleichgewicht  halben,  bei  jeder  mösKchen  Ver- 
rückung  de«  i^ystems  ^  SamzDe  der  Krafre.  mtihiplzcir:  in  die 
Tirtnellen  Geschwindigkeiten  ihrer  Angri&pTzncie-  Noll  ist.  ond  da» 
umsekehrt.  wenn  üese  Snnune  bei  jeder  Verr^rkun?.  welche  die 
Verbindung  der  Körper  mlläst.  sich  NoII  finde:.  Gleichgewicht 
herrscht.  Das  Princip  der  Tinaellen  Geschwindiakeiren  in  seiner 
umgekehrten  Form  schliefst  daher  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes für  jeden  modichen  Fall  in  sich,  und  es  niusisen  sich 
durch  dasselbe  ohne  weitere  Zuhfllfenahme  Ton  Sioen  dei  Statik 
alle  Aufgaben  dieser  Wissenschaf:  in  Bechnuna  setzen  und  lösen 
lassen. 

Johann  Bernoulli  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein,  welcher 
das  in  Bede  stehende  Princip  in  seiner  groissen  AIlgemeLnheit  auf- 
gefasst  und  seinen  Nutzen  für  die  Statik  erkannt  hat.  Wie  aber 
dasselbe  zur  Lösung  statischer  Aufgaben  wirklich  angewendet  werden 
kann .  und  wie  sich  aas  ihm  analrdsche  Formeln  herleiten  lassen, 
welche  die  Lösungen  aller  das  Gleichgewich:  betreffenden  Probleme 
in  sich  fa.ssen.  dies  hat  zuerst  Lazranse  ^ezeijt*  .  Sein  Verfahren 
be?:eL:  dem  Wesentlichen  nach  in  Folgendem. 

Bei  jeder  Aufgabe  der  Statik  sind  gewisse  Bedingungen  gegeben, 
denen  'üe  Angriffspuncte  der  Kräfte  bei  jeder  möglichen  Verrückung 
der  Körper,  auf  welche  die  Krlfte  wirken,  unterworfen  sind.  Diese 
Bedingungen  lassen  sich  immer  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Glei- 
chungen zwischen  den  Ox^rdinaten  der  Angriffspuncie  ausdrucken. 
Man  differentiire  diese  Gleichungen,  wenn  sie  anders  nicht  schon 
ihrer  Natur  nach  Differentialgleichungen  sind,  und  eliminire  damit 
aus  der  das  Princip  ausdrückenden  Gleichung 

I{Xdx  -^  Ydy  —  Zdz  =  M 

so  viele  Differentiale,   als  mrjglich.    und  verwandele  auf  diese  Weise 
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die  Gleichung  in  eine  andere,  welche  bloss  von  einander  unabhän- 
gige Differentiale  enthält.  Setzt  man  alsdann,  wie  gehörig,  den 
Coefficienten  jedes  dieser  Differentiale  für  sich  gleich  Null,  so  hat 
man  eben  dadurch  die  zum  Gleichgewichte  nöthigen  Bedingungen 
gefunden. 

§.  181.  Zur  Erläuterung  dieser  Methode  wollen  wir  damit  die 
schon  aus  §.  66  bekannten  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  für 
einen  einzigen  frei  beweglichen  Körper  herzuleiten  suchen. 

Ausser  dem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme ,  dessen  Axen 
eine  unveränderliche  Lage  im  Räume  haben,  und  rücksichtlich  dessen 
die  Kräfte  und  ihre  Angriffspuncte  durch  (X,  Y,  Z),  (X',  Y\  Z'),  ... 
und  (x,  y,  z),  (x\  y\  /),  . . .  bezeichnet  werden,  beziehe  man  jeden  An- 
griffspunct  noch  auf  ein  zweites  Coordinatensystem,  dessen  sich  gleich- 
falls unter  rechten  Winkeln  schneidende  Axen  mit  dem  Körper  fest 
verbunden  sind.  Rücksichtlich  dieses  zweiten  Systems  seien  die  An- 
griffspuncte: [x^,  y^,  z^j  (x/,  y/,  5:/),  ...  Sei  femer  (a,  J,  c)  der 
Anfangspunct  des  zweiten  Systems  in  Bezug  auf  das  erste  und 
ö»  ßi  y»  ^\  •••»  wie  in  §.  127,  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Axen  des  einen  Systems  mit  denen  des  anderen  machen,  so  ist: 

und  analog  für  die  übrigen  Angriffspuncte.  Hierin  sind,  der  Natur 
des  festen  Körpers  gemäss,  2;^,  y^,  z^  constant;  dagegen  sind  a,  6,  c, 
«?  /^j  •••»  /'  und  damit  x,  y,  z  bei  der  Bewegung  des  Körpers  ver- 
änderlich.    Differentiirt  man  daher  diese  Gleichungen,  so  kommt: 

Idx  =  da^  z^  da  -j-  y^  da'-\'  z^  da" , 
dy  =  db  +  x,dß  +  y,dß^+z,dßf\ 
dz  =  de  +  x^  dy  -f  y^  rf/-H  z^  dy"  ; 

und  somit  lassen  sich  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Angriffs- 
puncte, wie  viel  ihrer  auch  sein  mögen,  durch  die  zwölf  Differen- 
tiale r/a,  (/J,  rfc,  rfa,  ...,  dy"  ausdrücken. 

Es  sind  aber  vermöge  der  Gleichungen  [A),  oder  (5),  und  (C) 
in  §.  127  von  den  neun  Cosinus  a,  ...,  /',  und  mithin  auch  von 
ihren  Differentialen,  nur  drei  von  einander  unabhängig.  Um  dieses 
zu  berücksichtigen  und  um  zugleich  die  deshalb  nöthige  Rechnung 
möglichst  zu  vereinfachen ,  wollen  wir  die  Axen  der  x^,  y^ ,  z^  mit 
denen  der  x,  y,  z  anfänglich  zusammenfallen  lassen  und  daher  die 
anfänglichen  Werthe  von  a,  b,  c,  a\  a",  /?',  ß,  y,  y'  gleich  Null  und 

17* 


Ton  tt.  ^.  '/"  ^ith  1  *e^2eii.  Differeiitnren  wir  mm  die  det- 
rhon^^n  \-i.  mwi  C  and  «etaen  al-w^arn  fir  c 7*  die  be- 
merkten W^Tthfr.  *o  findet  ach. 

<jr—  <//'  =  0  .         ^7  -^  rfc"=  0  .         de  —  di  =  0  . 
da  =  •>  .  rfi'  =  t>  .  </7*:=  O  . 

and  e%  kommt,  venn  wir  damit  <f y'.  </7.  ^/e'.  da,  di.  d-f  aas  (a> 
eliminiren  and  mehrerer  Symmetrie  wiUen  dp.  dq.  dr  fax  dj.  da.  dß 
s^rhreiben: 

idi  =  da  —  tßdr  -{-zdq  . 

h]  'jiy  =  dh  —  zdp  -^  zdr  . 

^dz  =  de  —  zdq  -r  ydp  . 

wo  noch  X,  y,  z  far  z^.  y^ .  z^  gesetzt  sind,  da  anter  der  gemachten 
Annahme  anfanglich  x^  =  z,  y^=y^  z^=:  z  ist. 
Mit  diesen  Werthen  far  dx,  dy.  dz  wird  non: 

ic)  Xdz  +  Ydy  +  Zdz  =  Xda  +  Tdh  +  Zdc 

'-i'(yZ—zY)dp  +  (zX  —  xZ}dq-i^(zT—yTdr  . 

Bilden  wir  eine  ähnliche  Gleichang  far  jede  andere  Kraft  des 
Systems  and  sammiren  dann  alle  diese  Gleichangen.  so  kommt 
weil  nach  dem  Princip  der  Tirtaellen  Geschwindigkeiten  beim  Gleich- 
gewichte 

2{Xdx  +  Tdy  +  Zdz)  =  0 

ist.  und  weil  da,  db.  de,  dq,  dp,  dr  nicht  ron  einander  and  bloss 
von  der  willkarlichen  Bewegung  des  Körpers  abhangen,  mithin  für 
alle  Kräfte  einerlei  Werth  haben: 

Z{yZ  —  zY)  =  (},        I(zX  —  xZ)  =  0,        ^(zY—yX)  =  i}  . 
welches  die  gesuchten  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  sind. 

§.  1S2.  Zu  der  beim  Gleichgewichte  stattfindenden  Gleichung 
zwischen  den  virtuellen  Geschwindigkeiten 

2  {Xdz  +  Ydy  +  Zdz)  =  U 

gelangten  wir  in  §.  177  durch  die  Betrachtung,  dass  die  Functiou 
S=i  ^iXz-^  Yy -\- Zz)  beim  Gleichgewichte  ein  Maximum  oder 
Minimum  sein  müsse.  Da  wir  uns  hierauf  (§§.  178,  179)  von  der 
Kichtigkeit  dieser  Gleichung  noch  auf  andere  Weise  überzeugt  haben, 
so  können  wir  aus  ihr  nach  der  Theorie  der  Grössten  und  Kleinsten 
jetzt  umgekehrt  schliessen,  dass  die  Function  S  beim  Gleichgewichte 
ihren  grössten  Werth  erreicht,  und  zwar  ersteren,  wenn  das  z>veit€ 
Differential    der  Function   negativ,    letzteren,    wenn    es    positiv  ist. 
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Es  gibt  aber  die   Differentiation  der  Gleichung  {r)  für  dies    zweite 
Differential : 

d*'S  =  Xd^x  +  Yd^y  +  Zd^z  =  Xd^a  +  YdH  +  Zd^c 

+  {yZ  —  zY)d*p  +  (zX  —  xZ)d'q  +  (xY—yX)d^r 

+  (Zdy  —  Ydz)  dp  +  {Xdz  —  Zdx)  dq  +  ( Ydx  —  Xdy)  dr . 

Setzen  wir  hierin  ftu:  rf.r.  dy.  dz  ihre  Werthe  aus  (b),  summiren 

dann,  er>vägen,  dass  beim  Gleichgewichte  -X,  ...  und  —  (yZ  —  zY),  ... 

Null  sind,  und  gebrauchen  endlich  die  in  §.  127  für  2yZ  =  2zY,  ... 

und  für  ^{yY-\- zZ)y  ...    eingeführten  Bezeichnungen  F,  G.  H  und 

f,  g,  h,  so  ergibt  sich: 

(,/)  d^S=  —fdp"  —  gdq*  —  h  dr"" 

-\-2Fdqdr+2Gdrdp-\-2Hdpdq  . 

Nun  ist  nach  den  Gleichungen  (i)  für  alle  Puncte  der  durch 
den  Anfangspunct  der  Coordinaten  gehenden  Geraden,  welcher  die 
Gleichungen 

dp  dq  dr 

X   ~    y   ~   z 

zukommen,  und  welche  wir  /  nennen  wollen,  dx  =  duj  dy  =  db, 
dz  =  de.  Alle  Puncte  dieser  Geraden  /  bewegen  sich  daher  bei 
der  Verrückung  des  Körpers  um  gleiche  Theile  nach  parallelen 
Richtungen  fort,  so  dass,  wenn  man  den  ganzen  Körper  an  dieser 
parallelen  Bewegung  der  /  theilnehmen  lässt,  er  dann  nur  noch  um 
einen  gewissen  Winkel  um  /  gedreht  werden  muss,  um  aus  seiner 
anfänglichen  in  die  neue  durch  da,  db,  de,  dp,  dq,  dr  bestimmte 
Lage  zu  gelangen  (vergl.  §.  130). 
Setzen  wir  nun 

dp  =^  (p  ,ds  ,         dq  =  X  -^^  y         dr  =  \p  .  ds  ^ 
und 

ds^  =  dp*  -4-  dq*  +  dr* , 
also 

r*  +  X*  +  'Z'*  =  1  » 
so  sind,    den  Gleichungen   für  /  zufolge,    (f,   %,    \p  die   Cosinus   der 
Winkel  der  Drehungsaxe  /  mit  den  Axen   der  x,  y,  z,  haben   also 
dieselbe  Bedeutung,  wie  oben  (§.  12S). 

Es  ist  also  veimöge  der  Gleichung  (rf),  nachdetn  tvir  darin  für 
^Pi  ^y>  ^^  *''^^  jetzigen  Werthe  substituirt  haben,  die  Summe 
S  eifi  Maximum  oder  ei?i  Mviimum,  je  ^nachdem  die  Function 

f<p''\'ffX''\'f^^'  —  '^Fxip  —  2Gxp(p  —  2H(px 
positiv   oder  negativ  ist;    —    übereinstimmend    mit    den    bereits    im 
Vorigen  erhaltenen  Resultaten,  dass,  je  nachdem  diese  Function  einen 
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positiven  oder  negativen  Werth  hat.  das  Gleichgewicht  sicher  oder 
ansicher  ist.  und  dass  beim  sicheren  Gleichgewichte  die  Summe 
.S'  ein  Grösstes.  beim  unsicheren  ein  Kleinstes  ist. 

§.  1S3.  Zusätze,  a  Wird  der  Körper  nur  gedreht,  und  dieses 
um  die  durch  den  Anfangspunct  O  der  Coordinaten  gehende  Axe  /. 
nicht  aber  zugleich  parallel  mit  sich  fortgerückt,  so  sind  da,  dh,  de 
gleich  Null,  und  die  Gleichungen    b    werden 

J*      dz  =  2dq  —  ydr  ,      dy  =  zdr — zdp  ,      dz  =  ydp  —  xdq  . 

Addirt  man  die  Quadrate  derselben,  nachdem  man  in  ihnen 
wie  vorhin,  ff  .ds,  ...  für  dp,  ...  gesetzt  hat,  so  ergibt  sich: 

dz^  +  dy^  +  dz"  =  (a:*  +  y*  +  z*)  ds^ —  (xq:  +  yx-^  z  ilfds^ 

=  r*(/«*  —  (rds  .  cos  f'  /.* 
=  (rds  .  sin  r'  /)*  , 

wenn  man  noch  die  von  O  bis  zum  Puncte  (-r.  y.  z)  geführte  Ge- 
rade r  nennt.    Es  ist  aber  r.sin  f  l  das  von  (-r.  y,  z)  auf  die  durch 

O  gehende  Axe  /  gefällte  Perpendikel,  und  Vdz*  +  dy^  +  dz-  der 
von  (z.  y.  z)  bei  der  Drehung  beschriebene  Weg.  Da  nun  dieser 
Weg  der  Natur  der  Sache  nach  auf  jenem  Perpendikel  und  der 
Drehungsaxe  normal  ist,  so  ist 

ds  =  ydz^  +  rfy*  +  dz'^  :  r  .  sin  r  / 

gleich  dem  unendlich  kleinen  Winkel  selbst,  um  welchen  der  Körper 
gedreht  worden. 

h)  Fällt  die  Axe  der  Drehung  mit  der  Axe  der  r  zusammen, 
so  werden  ff  =  \ ,  ;r  =  0,  i/;  =  0.  folglich  dp  =  ds  gleich  dem 
Drehungs^^-inkel,  und  dq,  dr  gleich  Null.  Wenn  daher  der  Körper 
um  die  Axe  der  x  um  einen  Winkel  gleich  dp  gedreht  >vird.  so 
sind  nach  (6*)  die  nach  den  Coordinatenaxen  geschätzten  Ver- 
rückungen des  Punctes  (x,  y,  z)\ 

dx  =  0  y         dy  =  —  zdp  ,         dz  =  ydp  . 

Auf  gleiche  Weise  finden  sich  diese  Verrückungen  bei  einer 
Drehung  um  die  Axe  der  y  um  einen  Winkel  gleich  dq: 

dz  =  zdq  ,         dy  =  0  j         dz  =  — zdq  , 

und  eben  so  bei  einer  Drehung  um  die  Axe  der  z  um  einen  Winkel 
gleich  dr: 

dz  =  —  ydr  ,         dy  =  zdr  ,         dz  =  0  . 

Wird  folglich  der  Körper  nach  und  nach  um  die  Axcn  der 
z,  y.  z  resp.  um  die  Winkel  dp,  dq ,  dr  gedreht,  so  sind  nach  den 
Principien    der    Differentialrechnung    die    dadurch    be^drkten    Ver- 
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rückungen  des  Punctes  (:r,  y,  z)  die  Summen   der  eben  gefundenen, 
d.  i. 
(Ix  =  zdq  —  ydr  ,         dy  =  xdr  —  zdp  ,         dz  =  ydp — xdq  , 

also  dieselben,  wde  in  (J*),  d.  h.  die  drei  Drehungen  dp^  dq,  dr  um 
die  Axen  der  Xy  y^  z  sind  gleich^virkend  mit  einer  einzigen  Drehung 

ds  =  Vdp^  +  dq^  +  dr* 

um  eine   durch  O  gehende  Axe  ?,  welche   mit  jenen  Axen  Winkel 
macht,  deren  Cosinus  sich  wie  f//>,  dq^  dr  verhalten. 

ünefidlich  kleine  Drehungen  um  drei  sich  unter  rechten  Winkeln 
in  einem  Puncte  schneidende  Axen  lassen  sich  daher  ganz  auf  dieselbe 
Weise,  toie  Kräfte,  zu  einer  einzigen  Drehung  zusammensetzen,  indem 
man  ?iämlich  den  Axen  und  Winkeln  der  Drehingen  die  Richtungen 
und  Intetisitäten  der  Kräfte  entsprechen  llisst. 

c)  Diese  merkwürdige  Analogie  zwischen  Drehungen  und  Kräften 
dehnt  sich  aber  noch  viel  weiter  aus.  Denn  so  wie  Kräfte,  deren 
Kichtungen  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen,  gleiche  Wirkung 
mit  einer  einzigen  nach  derselben  Geraden  gerichteten  Kraft  haben, 
welche  der  algebraischen  Summe  der  Kräfte  gleich  ist,  oder  sich  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  Summe  Null  ist,  so  sind  auch 
Drehungen  um  eine  und  dieselbe  Axe  gleichwirkend  mit  einer  ihrer 
Summe  gleichen  Drehung  um  die  nämliche  Axe,  oder  sie  lassen  den 
Körper  unverrückt,  wenn  ihre  Summe  Null  ist.  Da  nun  mit  Hülfe 
des  rechtwinkligen  Parallelepipedums  der  Kräfte  und  des  Satzes  von 
Kräften,  deren  Kichtungen  in  dieselbe  Gerade  fallen,  sich  alle  Zu- 
sammensetzungen und  Zerlegungen  von  Kräften,  die  auf  einen  und 
denselben  Punct  gerichtet  sind,  ausführen  lassen,  und  da  durch 
passende  Verbindung  dieser  Operationen  jedes  System  von  Kräften 
überhaupt,  wenn  es  nicht  im  Gleichgewichte  ist,  auf  die  geringste 
Anzahl  von  Kräften  reducirt  werden  kann,  so  müssen  sich  auf  die- 
selbe Weise,  wie  Kräfte,  auch  Drehungen  um  beliebig  gerichtete 
Axen  auf  eine  oder  höchstens  zwei  Drehungen  reduciren  lassen  und 
unt^r  denselben  Bedingungen  keine  Verrückung  hervorbringen,  unter 
welchen  Kräfte  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  d.  h.: 

Unendlich  kleine  Drehungen  heben  sich  stets  gegen  einander  auf, 
wenn  ihnen  proportionale  und  nach  ihren  Axen  gerichtete  Kräfte  sich 
das  Gleichgetcicht  halten,  wid  umgekehrt. 

d)  Die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  Kräften  und  rein  geo- 
metrischen Drehungen  offenbart  sich  noch  auf  eine  sehr  bemerkens- 
werthe  Art  bei  Paaren  von  Kräften  und  Drehungen.  Ein  Kräftepaar 
strebt  den  Körper,  auf  den  es  wirkt,  um  eine  auf  der  Ebene  der 
Kräfte  normale  Axe  zu  drehen,  und  die  Grösse  dieses  Strebens  >vird 
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durch  das  Moment  des  Paares,  d.  h.  durch  das  Product  aus  der  einen 
Kraft  in  ihre  Entfernung  von  der  anderen,  gemessen,  da  Paare  in 
einer  Ebene  von  gleichen  Momenten  auch  gleiche  Wirkungen  haben. 
Dagegen  wird  der  Körper  durch  zwei  einander  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  parallel  mit  einer 
Normallinie  auf  der  Ebene  der  Axen  fortgerückt,  und  dieses  um  eine 
Grösse,  die  dem  Product  aus  dem  Drehungswinkel  in  den  gegen- 
seitigen Abstand  der  beiden  Axen  gleich  ist.  Es  leuchtet  hieraus 
von  selbst  ein,  dass  das  Axenpaar  der  Drehungen  ebenso,  wie  das 
Kräftepaar,  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  beliebig  in  seiner  Ebene 
und  in  jeder  damit  parallelen  Ebene  verlegt  werden  kann,  und  dass 
eben  so  wenig,  wie  ein  Kräftepaar  sich  auf  eine  einzige  Kraft  redu- 
ciren  lässt,  auch  ein  Paar  von  Drehungen  mit  einer  einzigen  Drehung 
gleiche  Wirkung  hat. 

e)  Das  Moment  einer  Ejraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  des  Körpers 
kann  als  die  Grösse  des  Strebens  betrachtet  werden»  mit  welchem 
die  Kraft  den  Körper  um  die  Axe,  falls  diese  unbeweglich  gemacht 
i^-ird,  zu  drehen  sucht.  Denn,  wie  schon  aus  dem  Früheren  leicht 
erhellt  und  späterhin  besonders  bewiesen  werden  wird,  sind  an  einem 
Körper,  der  eine  unbewegliche  Axe  hat,  zwei  Kräfte  gleichwirkend, 
wenn  sie  in  Bezug  auf  die  Axe  einander  gleiche  Momente  haben. 
Zufolge  der  eben  bemerkten  Reciprocität  zwischen  drehender  und 
fortrückender  Bewewegung  wird  daher  umgekehrt  durch  eine  un- 
endlich kleine  Drehung  des  Körpers  um  eine  Axe  ein  gleichförmiges 
Fortrücken  desselben  in  Bezug  auf  eine  andere  Gerade  erzeugt  wer- 
den, und  die  Grösse  dieses  Fortrückens  wird  auf  ganz  ähnliche  Art, 
wie  das  Moment  einer  Kraft,  von  der  Lage  der  Geraden  gegen  die 
Drehungsaxe  und  von  der  Grösse  der  Drehung  abhängig  sein. 

In  der  That  folgt  dies  auch  unmittelbar  aus  jeder  der  Glei- 
chungen (b*).  Denn  so  ist  z.  B.  dz,  oder  die  nach  der  Axe  der  z 
geschätzte  Verrückung  des  Punctes  (a:,  y,  r),  gleich  t/dp  —  xdq,  also 
unabhängig  von  r,  d.  h.  jeder  Punct  der  die  Ebene  der  5",  y  im 
Puncte  {Xy  y)  normal  treffenden  Geraden  rückt  längs  derselben  um 
gleichviel  fort,  wenn  der  Körper  um  die  Axe  I  um  ds  gedreht  wird. 
Die  Fortrückung  selbst  aber  ist,  wenn  für  dp  und  dq  ihre  Werthe 
aus  §.  182  substituirt  werden,  gleich  (yy  —  ^x)^^j  ^^^  *^f  gleiche 
Weise  findet  sich  (§.  65)  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade  das  Moment 
einer  Kraft  P,  welche  die  Axe  /  zur  Richtung  hat,  also  durch  den 
Anfangspunct  O  geht  und  mit  den  Axen  der  Xj  y,  z  Winkel  macht, 
deren  Cosinus  gleich  <f,  Xj  4'  sind,  gleich  (yy  —  ^x)^-  ^^^  längs 
einer  Geraden  geschätzte  Fortrückung  ihrer  Puncte,  wenn  der 
Körper  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  gedreht  wird,   ist  daher 
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nichts  anderes,  als  das  auf  diese  Gerade  bezogene  Moment  der 
Drehung,  also  das  Product  aus  der  Drehung  in  den  kürzesten  Ab- 
stand ihrer  Axe  von  der  Geraden  und  in  den  Sinus  des  Winkels, 
den  beide  Linien  mit  einander  machen  (§.  59,  Zus.). 

Eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  gestattet  der  Raum 
nicht,  und  ich  bemerke  nur  noch,  dass  zu  Folge  des  jetzt  Erörterten 
Alles,  was  bis  zum  Ende  des  sechsten  Kapitels  von  Kräften  und  den 
Momenten  derselben  gelehrt  worden  ist,  auch  vollkommene  Anwen- 
dung auf  unendlich  kleine  Drehungen  und  deren  Momente  erleidet. 


Das  Princip  der  kleinsten  Quadrate. 

§.  184.  Ausser  der  Function  ^(Xa;-l- yy-|- Zs),  die  beim  Gleich- 
gewichte ein  Maximum  oder  ein  Minimum  'wird,  gibt  es  noch  eine 
andere  Function,  welche  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  und  die  sich 
ebenfalls  aus  der  Gleichung  zwischen  den  virtuellen  Geschwindig- 
keiten durch  Integration  herleiten  lässt.  Zu  dem  Ende  wollen  wir 
uns  jede  Kraft,  wie  im  Früheren,  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach 
durch  eine  von  ihrem  Angriffspuncte  ausgehende  gerade  Linie  aus- 
gedrückt vorstellen.  Für  die  Kraft  (X,  Y,  Z)  ist  daher  [x,  y,  z  der 
Anfangspunct  dieser  Linie;  der  Endpunct  sei  (^,  r/,  C),  also  §  —  x^ 
r; — y,  u — z  proportional  mit  X,  y,  Z.  Nach  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwrindigkeiten  muss  daher  beim  Gleichgewichte  sein: 

m-'r)dx  +  (ij  —  y)dy  +  (^  —  z)dz]  =  ()  . 

Von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber,  sobald  wir  die 
Coordinaten  §,  i;,  u  der  Endpuncte  der  Kräfte  constant  nehmen  und 
die  Gleichung  noch  mit  —  2  multipliciren ,  das  Integral : 

m  -  ^)*  +  (</  -  y)'  +  (?  -  ^)*]  =  ^  ■ 

Dieser  Ausdruck    muss    daher    beim   Gleichgewichte    gleichfalls   ein 
Maximum  oder  Minimum  sein. 

Sind  demnach  auf  eine7i  frei  beweglichen  Körj)er  loirkende  Kräfte 
im  Gleich  ff etoichtej  ufid  werd^i  sie  ihrer  Richtufiff  und  hiteimtät  nach 
durch  ffei'ade  von  ihren  A7iffriffspuncten  A,  A\  ...  aus  ffezoffene  Linien 
AF,  A'F',  ...  darffestellt^  so  ist,  we7in  man  bei  Verrückunff  des 
Körpers  die  Puncte  F,  F\  ...  unbetoefflich  annimmt,  die  Summe  der 
Quadrate  AF^  -\-  A'F'*  + ,,.  bei  der  Lage  des  Körpers  im  Gleich- 
gewichte  ein  Maximum  oder  Minimum. 

Da  das  Princip    der    virtuellen   Gesch^vindigkeiten   nach  §.  179 


266  Lehrbuch  der  Statik.    Erster  TheiL  §.  185. 

umgekehrt  werden  kann^  so  muss  dieses  auch  mit  dem  voranstehen- 
den  Satze  geschehen  können,  und  wir  erhalten  damit  folgenden 
neuen  Satz: 

Hat  man  ein  bewegliches  System  in  unveränderlichen  Entfernungen 
von  einander  liegender  Puncte  A,  A\  . . .  und  ein  unbewegliches  System 
von  eben  so  vielen  Puncten  F,  F',  ...,  und  bringt  man  das  erstere 
System  gegen  das  letztere  in  eine  solche  Lage^  dass  die  Summe  der 
Quadrate  AF^  -{-  ÄF^  +  . . .  rücksichtlich  je  zweier  einander  ent- 
gegengesetzter VerrUckungen  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  so 
halten  sich  in  dieser  Lage  in  A,  A\  ...  nach  den  JRichtungefi  AF, 
A'F'j  ...  angebrachte  und  defiselben  Linien  AF,  AF\  ...  ihrer  In- 
tensität nach  proportionale  Kräfte  das  Gleichgetcicht. 

§.  185.  Ob  bei  einem  gegebenen  Systeme  im  Gleichgewichte 
befindlicher  Kräfte,  nachdem  diese  durch  Linien  ausgedrückt  worden 
sind,  die  Summe  M  der  Quadrate  dieser  Linien  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Yerrückung  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  ist  aus  dem 
zweiten  Differentiale  von  M  zu  beurtheilen.     Dieses  findet  sich 

d^M=  22[dx*  +  dy^  +  dz*)  —  22(Xd'x  +  Yd*y  +  Zd^z)  , 

nachdem  zuletzt  für  § — x,    rj  —  y,   t  —  z  wieder  X,    Y,  Z  gesetzt 
worden. 

Es  folgt  hieraus  zunächst,  dass  wenn  der  Körper,  auf  welchen 
die  Kräftö  wirken,  nicht  gedreht,  sondern  nur  parallel  mit  sich  ver- 
rückt wird,  die  Summe  M  stets  ein  Minimum  ist.  Denn  wegen  der 
Beständigkeit  der  von  einander  unabhängigen  Differentiale  da,  db, 
de,  ds  werden,  wenn  der  Drehungswinkel  ds  gleich  Null  gesetet 
wird,  auch  d'^x,  d^y,  d^Zy  d*x\  ...  gleich  Null,  folglich 

d*'M=  2:E{dx*  +  dy*  +  dz^) 

gleich  einer  positiven  Grösse,  folglich  u.  s.  w. 

Eben  so  ist  M  rücksichtlich  jeder  Bewegung  des  Körpers  ein 
Minimum,  wenn  das  Gleichgewicht  Sicherheit  hat.  Denn  in  diesem 
Falle  ist  :^(Xd*x+ Yd^y  +  Zd'^z)  negativ  (§.  182,  zu  Ende)  und 
daher  d^M  positiv. 

Ist  dagegen  das  Gleichgewicht  unsicher,  so  kann  nach  Be- 
schaffenheit der  übrigen  Umstände  d^M  bald  positiv,  bald  negativ, 
und  daher  die  Summe  M  bald  ein  Grösstes,  bald  ein  Kleinstes  sein. 

Immer  aber  können  die  die  Kräfte  vorstellenden  Linien  so  klein 
genommen  werden,  dass  auch  bei  jedem  unsicheren  Gleichge>\'ichte 
die  Summe  ihrer  Quadrate  stets  ein  Kleinstes  ist.  Denn  lässt 
man  X,  Y,  Z,  X',  ...  unendlich  klein  sein,  so  wird  das  zweite 
Glied  in  dem  Ausdrucke  für  d^M  von  der  dritten  Ordnung  und  ver- 
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schwindet  damit  gegen    das   erste  Glied,    welches  von  der  zweiten 
Ordnung  und  immer  positiv  ist. 

Wird  demnach  zu  dem  betoeglichen  Systeme  der  Angriffspuncte 
A ,  A',  . . .  mehrerer  sich  das  Gleichgetcicht  haltender  Kräfte  ein 
ztoeites  System  von  eben  so  viel  den  erstereti  resp,  unendKch  nahe 
liegenden  unbetoeglichen  Puncten  F,  F\  ...  hinzugefügt ,  so  dass  die 
Entferfmngefi  AF^  ÄF\  ...  der  letzteren  Puncte  van  den  ihnefi  ent- 
sprechenden Aiigriffspuncten  ihrer  Bichtung  u?ul  Grösse  nach  die  Kräfte 
ausdrücken j  so  wird  die  Summe  der  Quadrate  dieser  Entfernungen  bei 
Jeder  Verrückung  des  Systems  der  Angriffspuncte  aus  der  Lage  des 
Gleichgewichtes  stets  grösser  werdeji. 

Diese  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  ist  es,  welche  ich  in  der 
Ueberschrift  dieses  Abschnitts  das  Princip  der  kleinsten  Quadrate 
genannt  habe.  Es  ist  dieses  Princip  zuerst  von  Gauss  aufgestellt 
worden,  und  zwar  als  ein  specieller  Fall  eines  weit  allgemeineren 
von  ihm  entdeckten  Princips,  auf  welches  die  ganze  Mechanik  ge- 
gründet werden  kann*). 

§.  186.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  untersuchen,  um  wie 
viel  die  Summe  der  unendlich  kleinen  Quadrate  wächst,  wenn  der 
Körper  von  der  Lage  des  Gleichgewichtes  um  ein  unendlich  Weniges 
entfernt  wird. 

Seien  JM^  Jx,  Jy,  Jz  die  Incremente,  welche  M,  x,  y,  z  bei 
irgend  einer  Verrückung  des  Körpers  erhalten,  so  ist  (§.  184): 

JM=  —  ^^[[^  —  x)Jx  +  [ri—y)Jy  +  (t  —  z)Jz] 

+  ^(Jx*  +  Jy*  +  Jz*)  . 

Werden  nun  die  Incremente  ^x,  Jy,  Jz  unendlich  klein  ge- 
nommen, so  wird  ^(Jx'^ -\- Jy^ -^  Jz^)  ein  unendlich  Kleines  der 
ZAveiten  Ordnung,  und  wegen  des  vor  der  Verrückung  angenommenen 
Gleichgewichtes , 

j[(§  -x)JxJt(ri  —  y)dy  +  (C  —  z)Jz] 

=  2{XJx  +  YJy  +  ZJz)  =  0  , 

d.  h.  gleich  einem  unendlich  Kleinen  von  einer  höheren  Ordnung,  als 
der  ersten,  so  lange  X,  Y,  Z  endliche  Grössen  sind.  Lässt  man  folg- 
lich auch  X,  Y,  Z,  X',  ...  unendlich  klein  sein,  so  wrd  2(XJx-\-.,,) 
von  einer  höheren  Ordnung,  als  der  zweiten,  und  verschwindet  damit 
gegen  ^{Jx"^-^,  .),    und  die  vorige  Gleichung  reducirt  sich  auf: 

JM  =  2(Jx*  +  z/y*  +  Jz*)  . 


*)  Gauss,   Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik,   Crelle's 
Journal,  Bd.  4,  p.  2:52. 
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Bezeichnen  daher  A,  A\  . . .  die  Oerter  der  Angriffspuncte  beim 
Gleichgewichte  und  B,  ffy  ...  die  Oerter  derselben  nach  einer  un- 
endlich kleinen  Verrückung,  so  hat  man 

2[BF*)  —  2(AF*j  =2(AB*)  , 

d.  Ä.  die  Summe  der  Quadrate  der  Enffemtmgen  der  Puncte  des  be- 
teeglichen  Systems  van  den  entsprechenden  unbeweglichen  Puncten 
wächst  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  des  beweglichen  Sy- 
stems  um  die  Summe  der  Quadrate  der  von  den  Puncteti  dieses  Systems 
beschriebenem  Wege. 

§.  187.  Zusätze,  a)  Wirken  alle  Kräfte  auf  einen  einzigen 
Punct  -4,  fallen  also  Äy  Ä\  ...  mit  A,  und  daher  auch  B\  B\  ... 
mit  B  zusammen,  so  wird  die  vorige  Gleichung 

2(52^«)  —  ^{AF"")  =  n  .  AB"  , 

wo  n  die  Anzahl  der  Kräfte  ist.  Da  hierbei  alle  Entfernungen 
zwischen  den  noch  vorhandenen  Puncten  A^  Bj  Fj  F\  ...  unend- 
lich klein  sind,  mithin  das  unendlich  Kleine  mit  dem  Endlichen 
nicht  mehr  in  Vergleichung  kommt,  so  wird  diese  Gleichung  auch 
noch  gelten,  wenn  wir  die  Puncte  in  endliche  Entfernungen  von 
einander  gestellt,  also  die  Kräfte  durch  endliche  Linien  ausgedrückt 
und  die  Verrückung  AB  ebenfalls  endlich  annehmen.  Wir  kommen 
hiermit  auf  einen  anderen  schon  seit  lange  bekannten  Satz  zurück. 
Sind  nämlich  auf  den  Punct  A  wirkende  und  durch  die  Linien 
AFy  AF\  ...  vorgestellte  Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  ist  die 
Summe  der  Projectionen  dieser  Linien  auf  jede  durch  A  gelegte 
Gerade  gleich  Null  (§.  67,  Zusätze),  und  daher  A  der  Mittelpunct 
von  einander  gleichen  und  parallelen  auf  J',  F\  ...  ^Wrkenden  Kräften 
(§.  109,  J),  also  auch  der  Schwerpunct  von  einander  gleichen  in 
Fy  F'y  ...  angebrachten  Massen  oder  der  sogenannte  Punct  der 
mittleren  Entfernungen  von  F,  F\  ....  Die  obige  Formel  drückt 
demnach  folgenden  Satz  aus: 

Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  ^  so  ist  die  Summe  der  Qua- 
drate ihrer  Abstäfide  von  einem  beliebigeii  anderen  Puncte  B  stets 
grösser,  als  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Abstände  von  dem  Puficte  A 
der  mittleren  Entfernungen ,  und  zwar  grösser  um  das  n-fache  Qua- 
drat des  Abstandes  dieses  letzter e7i  Punctes  von  jenem  vnllkürlich  ge- 
nommenen *) . 


"^j  Unter  anderen  findet  sich  dieser  Satz  nebst  mehreren  interessanten  Folge- 
rungen in  Carnot's  Geometrie  der  Stellung,  übersetzt  von  Schumacher, 
2.  Theil,  Artik.  274—296. 
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b)  Besteht  das  System  nur  aus  zwei  Kräften,  so  wird  die  all- 
gemeine Gleichung  in  §.  186: 

BF^  +  B'F'*  —  AF^  —  A'F'*  =  AB*  +  A'B'^  . 

Dies  lässt  sich  unter  den  nöthigen  Voraussetzungen,  dass  A,  A\ 
Fy  F'  in  einer  Geraden  liegen,  dass  FA  =  A'F'j  dass  AÄ=^  BB\ 
und  dass  AF^  ÄF\  AB,  A'B'  unendlich  klein  sind,  ohne 
Schwierigkeit  auch  geometrisch  darthun.  Ist  dieses  geschehen,  so 
kann  man  letztere  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ebenfalls  leicht 
geometrisch  erweislichen  Gleichung  in  a)  dazu  benutzen,  um  das 
Princip  der  kleinsten  Quadrate  auf  ähnliche  Art,  wie  das  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  (§.  178),  aus  den  ersten  Gründen 
der  Statik  herzuleiten. 
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Gesetze  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  welche  auf 
mehrere  mit  einander  verbundene  feste  Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  zwei  mit  einander  verbundenen 

Körpern. 

§.  188.  Begriff  des  mit  einander  Verbundenseins  von  Körpern  im  All- 
gemeinen. —  §.  189.  Die  Art  der  Verbindung,  welche  hier  allein  berück- 
sichtigt werden  soll,  ist  die  gegenseitige  Berührung  der  Körper. 

§.  190.  Grundsätze.  —  §.191.  Bedingungen  des  Oleichgewichtes 
zwischen  Kräften,  welche  auf  einen  frei  beweglichen  Körper  und  einen  in 
dessen  Oberfläche  beweglichen  Punct  wirken.  —  §.  192.  Bedingungen  des 
Oleichgewichtes,  wenn  entweder  der  Körper  oder  der  Punct  unbeweglich 
angenommen  wird ;  wenn  auf  mehrere  in  der  Oberfläche  des  Körpers  be- 
wegliche Puncte  Kräfte  wirken,  u.  s.  w.  Oeometrische  Folgerungen.  — 
§.  193.  Ein  Körper,  dessen  Oberfläche  durch  sechs  oder  mehrere  unbe- 
wegliche Puncte  zu  gehen  genöthigt  ist,  ist  im  Allgemeinen  ebenfalls  un- 
beweglich. Bei  weniger  als  sechs  unbeweglichen  Puncten  findet  stets  noch 
Beweglichkeit  statt. 

§.  194.  Bedingungen  des  Oleichgewichtes  bei  zwei  sich  in  einem 
Puncte  mit  ihren  Flächen  berührenden  Körpern.  —  §.  195.  Begriff  der 
Gegenkräfte.  —  §§.  196.  197.  Bedingung  des  Oleichgewichtes  bei  zwei  sich 
in  mehreren  Puncten  berührenden  Körpern. 

§.  198.  Ausser  der  Flächenberührung  kann  die  Begegnung  zweier 
Körper  in  einem  Puncte  auch  darin  bestehen,  dass  eine  Ecke  oder  SLante 
des  einen  Körpers  an  eine  Ecke,  Kante  oder  Fläche  des  anderen  trifft. 
Wie  diese  Arten  der  Begegnung  auf  die  Flächenberührung  immer  zurück- 
geführt werden  können.  Die  Richtung  der  Gegenkräfte  wird  hierbei  zum 
Theil  oder  ganz  unbestimmt  —  §.  199.  Allgemeinere  Bestimmung  des  Be- 
griffs der  Gegenkräfte.  Bedingung  des  Oleichgewichtes  zwischen  zwei 
sich  berührenden  Körpern  im  allgemeinsten  Falle.  —  §.  200.  Ueberein-' 
Stimmung  und  Verschiedenheit  zwischen  den  im  Vorigen  eingeführten 
Mdbins  Werke  m.  18 
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Gegenkräften  und  den  in  der  Wirklichkeit  stattfindenden  Pressungen  und 
Spannungen. 

Oleichgewicht  an  einem  nicht  Töllig  frei  beweglichen 
Körper.  §.201.  Die  Bedingungsgleichungen  des  Oleichgewichtes,  wenn 
ein  Punct  des  Körpers  unbeweglich  ist,  oder  wenn  ein  Punct  in  einer  un- 
beweglichen Linie  oder  Fläche  beweglich  ist;  —  §.  202.  wenn  zwei  Puncte 
des  Körpers  unbeweglich  sind,  oder  wenn  einer  derselben,  oder  beide  in 
unbeweglichen  Linien  etc.  beweglich  sind;  —  §.  203.  wenn  drei  Puncte 
des  Körpers  in  einer  unbeweglichen  Ebene  beweglich  sind.  Sind  drei 
Puncte  des  Körpers  unbeweglich  oder  in  unbeweglichen  Linien  beweglich, 
so  ist  der  Körper  selbst  im  Allgemeinen  unbeweglich.  —  §.  204.  Den 
sechs  Bedingungsgleichungen  für  das  Oleichgewicht  eines  Körpers  ent- 
sprechen sechs  Ton  einander  unabhängige  Bewegungen  des  Körpers.  Ist 
er  an  einigen  dieser  Bewegungen  gehindert,  so  ist  die  Erfüllung  der  Olei- 
chungen,  die  den  noch  möglichen  übrigen  Bewegungen  entsprechen,  die 
Bedingung  des  Oleichgewichtes. 

Zweites  Kapitel 

Vom  Gleichgewichte  bei  einer  beliebigen  Anzahl  mit  einander 

verbundener  Körper. 

§.  205.  Bedingung  dieses  Oleichgewichtes,  wenn  aUe  Körper  des  Sy- 
stems an  sich  frei  beweglich  sind.  —  §.  206.  Nachträgliche  Bemerkungen. 
—  §.  207.  Die  Bedingung  des  Oleichgewichtes  eines  Systems  Ton  Körpern 
besteht  in  jedem  Falle  in  der  Möglichkeit,  in  den  Berührungspuncten  der 
Körper  Oegenkräfte  Ton  solcher  Intensität  anzubringen,  dass  jeder  Körper 
des  Systems  für  sich  ins  Oleichgewicht  kommt 

Oleichung  der  virtuellen  Oeschwindigkeiten  bei  mit  ein- 
ander verbundenen  Körpern.  §§.  208 — 210.  Beweis,  dass  die  in 
§.  178  für  das  Oleichgewicht  eines  einzigen  Körpers  bewiesene  Oleichung 
auch  beim  Oleichgewichte  mehrerer  mit  einander  verbundener  Körper 
Oültigkeit  hat.  —  §.  211.  Beweis  des  umgekehrten  Satzes  nach  La  place 
und  Poisson.  —  §.212.    Anderer  Beweis  des  umgekehrten  Satzes. 

§.213.  Bei  jedem  Systeme  von  Körpern,  welches  sich  im  Oleichge- 
wichte befindet,  ist  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  in  die  Ent- 
fernung ihres  Angriffspunctes  von  einem  unbeweglichen  in  ihrer  Rich- 
tung beliebig  genommenen  Puncte  ein  Maximum  oder  Minimum,  und  zwar 
ersteres,  wenn  das  Oleichgewicht  sicher,  letzteres,  wenn  es  unsicher  ist.  — 
§.  214.    Elementarer  Beweis  dieses  Satzes. 

Drittes  Kapitel 

Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  einige 

Beispiele. 

§.  215.  Uebersicht  des  Verfahrens,  nach  welchem  jede  hierbei  vor- 
kommende Aufgabe  in  Oleichungen  gesetzt  und  gelöst  werden  kann.  — 
§§.  216.  217.  Die  Bedingungen  des  Oleichgewichtes  zwischen  Kräften, 
welche  auf  vier  sich  berührende  Kugeln  wirken.  —  §§.  218.  219.    Die  Be- 
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dingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  vier  Kräften,  welche  auf  die 
Ecken  eines  Vierecks  wirken,  dessen  Seiten  von  unveränderlicher  Länge, 
dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind.  —  §§.  220 — 223.  Betrachtung  des 
specicllen  Falles,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist.  —  §.  224.  Ebenso, 
wie  bei  einem  Vierecke,  lassen  sich  auch  bei  einem  mehrseitigen  Vielecke 
mit  veränderlichen  Winkeln  und  Seiten  von  constanter  Länge  die  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  die  an  den  Ecken  ange- 
bracht sind,  ausmitteln.  Geometrische  Folgerungen.  —  §§.  225.  226.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften  zu  finden,  welche  auf 
die  Seiten  eines  Vierecks  wirken,  dessen  Seiten  von  constanter  Länge,  des- 
sen Winkel  aber  veränderlich  sind.  —  §§.  227 — 230.  Dieselbe  Aufgabe  unter 
einigen  speciellen  Voraussetzungen.  —  §§.  231.  232.  Die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  die  auf  drei  Gerade  wirken,  welche  an 
drei  unbeweglichen  Puncten  verschiebbar  sind,  und  deren  gegenseitige 
Durchschnitte  in  drei  unbeweglichen  Geraden  einer  Ebene  beweglich  sind. 
Geometrische  Folgerungen.  —  §.  233.  Die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes zwischen  Kräften,  welche  auf  die  gegenseitigen  Durchschnitte 
von  drei  Geraden  wirken,  die  um  drei  unbewegliche  Puncte  beweglich 
sind. 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bei  sich  ähnlich  blei- 
benden Figuren.  §§.  234.  235.  Sind  drei  Puncte  in  einer  Ebene  der- 
gestalt beweglich,  dass  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  sich  immer  ähn- 
lich bleibt,  und  sollen  drei  auf  sie  in  der  Ebene  wirkende  Kräfte  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  so  müssen  sich  die  Kichtungen  der  Kräfte  in 
einem  Puncte  schneiden,  der  mit  ersteren  drei  Puncten  in  einem  Kreise 
liegt.  Weitere  Folgerungen.  —  §.  236.  Ausdehnung  dieser  Untersuchung 
auf  Systeme  von  vier  und  mehreren  Puncten. 


Viertes  Kapitel. 

Von  den  Bedingungen  der  ünbeweglichkeit. 

§.  237.  Wenn  das  Gleichgewicht  eines  Systems  mit  einander  verbun- 
dener, an  sich  frei  beweglicher  Körper,  auf  welche  Kräfte  nach  beliebigen 
Dichtungen  wirken,  durch  nicht  mehr  als  sechs  Gleichungen  bedingt  ist, 
so  kann  keine  gegenseitige  Beweglichkeit  zwischen  den  Körpern  statt- 
finden. —  §§.  238.  239.  W^ie  überhaupt  bei  einem  Systeme  mit  einander 
verbundener  Körper  aus  der  Anzahl  der  Körper  und  der  Anzahl  und  Be- 
schaffenheit ihrer  Begegnungen  über  ihre  gegenseitige  Beweglichkeit  ge- 
urtheilt  werden  kann.  —  §.  240.  Geometrischer  Beweis,  dass  die  gegen- 
seitige Lage  zweier  Körper  im  Allgemeinen  unveränderlich  ist,  wenn  in 
der  Oberfläche  des  einen  Körpers  sechs  bestimmte  Puncte  des  anderen 
enthalten  sein  sollen.  —  §.241.  Hieraus  abgeleitete  Fälle,  in  denen  einem 
Systeme  von  weniger  als  sechs  Puncten,  die  in  unabänderlichen  Entfer- 
nungen von  einander  sind,  keine  Bewegung  mehr  gestattet  ist  —  §.  242. 
Sollen  n  Körper,  die  durch  Berührung  ihrer  Flächen  mit  einander  ver- 
bunden sind,  eine  unveränderliche  Lage  gegen  einander  haben,  so  müssen 
sie  sich  wenigstens  in  6  (n — 1)  Puncten  berühren.  F&Ue,  in  denen 
man  sich  schon  im  Voraus  der  gegenseitigen  Ünbeweglichkeit  versichert 
halten  kann.  —  §.  243.  Analoge  Sätze  bei  krummen  Linien  in  Ebenen. 

18* 


276  Lehrbuch  der  Statik. 

§.  244.  Nutzen  der  vorhergehenden  Betrachtungen,  um  bei  einer  geo- 
metrischen Figur  zu  bestimmen,  wie  viel  Stücke  derselben  gegeben  sein 
müssen,  um  daraus  alle  übrigen  finden  zu  können.  —  §.  245.  Erl&uterung 
an  einem  Polyeder,  Ton  welchem  alle  Kanten  ihrer  Länge  nach  gegeben 
angenommen  werden.  —  §.  246.  Bedingung,  unter  welcher  bei  einem  Sy- 
steme zusammenhängender  Vielecke  in  einer  Ebene  aus  den  Längen  der 
Seiten  allein  alle  übrigen  Stücke  der  Figur  bestimmt  werden  können.  — 
§.  247 — 249.  Enthält  eine  Figur  unbewegliche  Puncte,  eine  ebene  wenig- 
stens zwei,  eine  räumliche  wenigstens  drei,  so  wird  die  gegenseitige  Un- 
beweglichkeit  der  Theile  der  Figur  eine  ToUkommene  Unbeweglichkeit. 
Statische  Untersuchung  dieser  Unbeweglichkeit    Beispiele. 


Fünftes  KapiteL 

Von  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit. 

§.  250.  Werden  yon  den  Theilen  einer  Figur  so  viele  unveränderlich 
angenommen,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  Theile  im  Allgemeinen  un- 
veränderlich wird,  so  lassen  sich  immer  noch  specielle  Bedingungen  für 
das  Verhalten  der  Theile  zu  einander  ausfindig  machen,  unter  denen  die 
gegenseitige  Unbeweglichkeit  aufhört  —  §.251.  Untersuchung  der  Be- 
schaffenheit der  Gleichungen,  welche  diese  Bedingungen  ausdrücken.  — 
§.  252.  Die  bei  einer  solchen  Bedingungsgleichung  stattfindende  Beweg- 
lichkeit der  Figur  ist  im  Allgemeinen  unendlich  klein,  und  es  hat  alsdann 
jedes  von  den  unveränderlich  gesetzten  Stücken  der  Figur,  wenn  man  es 
veränderlich  werden,  die  übrigen  aber  constant  bleiben  lässt,  seinen 
grössten  oder  kleinsten  Werth.  Hieraus  entspringende  neue  Methode, 
um  mit  Hülfe  der  Statik  geometrische  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima 
zu  lösen.  —  §.  253.  Die  Bedingung  zu  finden ,  unter  welcher  ein  Winkel 
eines  ebenen  Vierecks,  dessen  Seiten  constante  Längen  haben,  seinen 
grössten  oder  kleinsten  Werth  erreicht.  —  §§.  254 — 256.  Die  Bedingung, 
unter  welcher  ein  Viereck  beweglich  wird,  welches  Seiten  von  constanter 
Länge,  aber  veränderliche  Winkel  hat,  und  dessen  Ecken  in  unbeweg- 
lichen in  seiner  Ebene  enthaltenen  Linien  beweglich  sind.  Analoge  Be- 
dingung für  das  Dreieck  und  mehrseitige  Vielecke.  —  §§.  257.  258.  Vier 
gerade  Linien  von  unbestimmter  Länge,  von  denen  jede  der  nächstfolgen- 
den und  die  letzte  der  ersten  zu  begegnen  genöthigt  ist,  liegen  in  einer 
horizontalen  Ebene  und  sind  um  unbewegliche  Puncte  in  verticalen  Ebenen 
drehbar.  Man  soll  für  dieses  System,  welches  im  Allgemeinen  unbeweg- 
lich ist,  die  Bedingung  der  Beweglichkeit  und  die  dann  nöthige  Bedin- 
gung des  Oleichgewichtes  finden.  Duales  Verhältniss  zwischen  dieser 
Aufgabe  und  der  vorigen.  —  §.  259.  Dieselbe  Aufgabe  für  ein  System 
von  drei  Linien.  Lösung  eines  statischen  Paradoxons.  —  §.  260.  Bedin- 
gung der  Beweglichkeit  eines  Systems  dreier  Geraden,  welche  in  einer 
Ebene  an  drei  unbeweglichen  Puncten  verschiebbar,  und  deren  gegen- 
seitige Durchschnitte  in  unbeweglichen  Linien  der  Ebene  beweglich  sind.  — 
§§.  261.  262.  Bedingung  der  Beweglichkeit  eines  in  einer  Ebene  begriffe- 
nen Vierecks  mit  constanten  Seitenlängen  und  veränderlichen  Winkeln, 
von  dessen  Seiten  zwei  einander  gegenüberliegende  zwei  unbewegliche 
Puncte  enthalten.  —   §.  263.   Bedingung  des  Gleichgewichtes  an  diesem 
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Vierecke.  Die  Roberval'sche  Wage.  —  §§.  264.  265.  Bedingung  der  Be- 
weglichkeit eines  ebenen  Sechsecks  mit  Constanten  Seitenlfingen  und  ver- 
Widerlichen  Winkeln,  bei  welchem  eine  Seite  um  die  andere  einen  unbe- 
weglichen Punct  enthält  —  §§.  266.  267.  Bedingung  der  Beweglichkeit 
«ines  ebenen  Vierecks  mit  constanten  Seitenlangen  und  yeränderlichen 
Winkeln,  bei  welchem  jede  Seite  an  einem  unbeweglichen  Puncte  yer- 
schiebbar  ist. 

Sechstes  Kapitel 

Yom  Gleichgewichte  an  Ketten  und  an  vollkommen  biegsamen 

Fäden. 

§.  268.  Erklärung  einer  Kette  und  eines  Fadens.  —  §.  269.  Die  Be- 
dingungen des  Oleichgewichtes  xwischen  xwei  Kräften,  welche  auf  den 
Anfang  und  das  Ende  einer  frei  beweglichen  Kette  oder  —  §.  270.  eines 
beweglichen  Fadens  wirken.  —  §.271.  Die  Bedingungen  des  Oleichge- 
wichtes, wenn  die  Kette  oder  —  §.  272.  der  Faden,  auf  dessen  Enden 
Kräfte  wirken,  über  eine  unbewegliche  Fläche  gelegt  ist.  Orösse  und 
Bichtung  der  Spannung  des  Fadens.  —  §§.  273.  274.  Bestimmung  der  vom 
Faden  auf  die  Fläche  ausgeübten  Pressung.  Bedingungen,  die  Richtung 
der  Kräfte  und  die  Seite,  welche  die  Fläche  dem  Faden  xukehrt,  be- 
treffend. —  §.  275.  Untersuchung  der  Fälle,  wenn  der  Faden  nur  zum 
Theil  über  die  Fläche  gelegt  ist,  und  —  §.  276.  wenn  die  Fläche  beweg- 
lich ist  —  §§.  277.  278.  Beispiele  zu  diesen  Fällen.  —  §.  279.  Das  Oleich- 
gewicht eines  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens  dauert  fort,  wenn  man 
die  Fläche  wegnimmt  und  auf  alle  seine  Puncte  Kräfte  wirken  lässt,  welche 
die  Stelle  der  von  der  Fläche  auf  den  Faden  ausgeübten  Pressung  er- 
setzen. 

§.  280.  Die  Bedingungen  des  Oleichgewichtes  eines  frei  beweglichen 
Fadens,  wenn  auf  alle  seine  Puncte  ihrer  Richtung  und  Orösse  nach  ge- 
gebene Kräfte  wirken.  Darstellung  dieser  Bedingungen  durch  zwei  aus 
dem  Princip  der  Spannung  entwickelte  Integralgleichungen.  —  §.  281.  Ent- 
wickelung  derselben  Gleichungen  aus  dem  Princip  der  Momente.  Bestim- 
mung der  bei  der  Integration  hinzukommenden  drei  oder  fünf  Constanten, 
jenachdem  der  Faden  in  einer  Ebene  oder  im  Räume  überhaupt  enthalten 
ist.  —  §.  282.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes ,  durch  zwei  Dif- 
ferentialgleichungen ausgedrückt.  —  §.  283.  Entwickelung  noch  anderer 
bemerkenswerther  Relationen,  welche  beim  Oleichgewichte  stattfinden.  — 
§§.  284.  285.  Die  Bedingungen  des  Oleichgewichtes ,  wenn  der  in  allen 
seinen  Theilen  der  Wirkung  von  Kräften  unterworfene  Faden  auf  einer 
unbeweglichen  Fläche  beweglich  ist.  —  §.  286.  Wie  in  den  vorhergehen- 
den Formeln  die  Dichtigkeit  und  die  Dicke  des  Fadens  zu  berücksich- 
tigen sind. 

Von  der  Kettenlinie.  §.  287.  Die  Bedingungen  des  Oleichge- 
wichtes, wenn  die  auf  alle  Puncte  des  Fadens  wirkenden  Kräfte  parallele 
Richtungen  haben.  Gesetz  der  Spannung  in  diesem  Falle.  —  §.  288.  Be- 
griff und  einfachste  Gleichung  der  Kettenlinie.  —  §.  289.  Gleichung  der 
Kettenlinie  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten.  Parameter  und  Directrix 
«iner  Kettenlinie.  —  §.  290.  Rectification  und  Quadratur  der  Kettenlinie.  — 


278  Lehrbuch  der  Statik. 

§§.  291.  292.  Zwei  Gleichungen  für  die  Spannung  der  KettenHnie.  Fol- 
gerungen aus  denselben.  Elementare  Beweise  dieser  Gleichungen  und 
damit  der  Gleichung  für  die  Kettenlinie  selbst  —  §.  293.  Ein  gleich- 
förmig schwerer  Faden  yon  gegebener  Linge  wird  mit  seinen  Enden  an 
zwei  gegebenen  unbeweglichen  Puncten  befestigt  Die  Elemente  der  von 
ihm  gebildeten  Kettenlinie  xu  bestimmen.  —  §.  294.  Zusfttie  und  Fol- 
gerungen. —  §.  295.  Ein  gleichförmig  schwerer  mit  seinen  Enden  be- 
festigter Faden  bildet  auch  dann  eine  Kettenlinie,  wenn  er  auf  eine  gegen 
den  Horizont  geneigte  Ebene  gelegt  ist 

Siebentes  Kapitel 

Analogie  zwischen  dem  Gleichgewichte  an  einem  Faden  und 

der  Bew^^ung  eines  Punctes. 

§.  296.  Einleitung.  —  §.  297.  Durch  Construction  wird  gezeigt,  wie 
aus  dem  Gleichgewichte  an  einem  Faden  auf  die  Bewegung  eines  Körpers 
in  der  Fadenlinie  mit  einer  der  Spannung  des  Fadens  überall  proportio- 
nalen Geschwindigkeit  geschlossen  werden  kann.  —  §.  298.  Beispiele. 
Bewegung  in  einer  Kettenlinie.  —  §.  299.  Umgekehrt  kann  von  der  Be- 
wegung eines  Körpers  auf  das  Gleichgewicht  an  einem  Faden,  dessen 
Gestalt  der  Bahn  des  Körpers  und  dessen  Spannung  der  Geschwindigkeit 
des  letzteren  proportional  ist,  ein  Schluss  gemacht  werden.  Gleichgewicht 
an  einem  parabolisch  gekrümmten  Faden.  —  §.  300.  Modification  des 
Ueberganges  yon  der  Bewegung  zum  Gleichgewichte  durch  Anwendung 
eines  Fadens,  dessen  Masse  ungleichförmig  Tcrtheilt  ist  Statische  Dar- 
stellung der  Planetenbewegungen.  ~-  §.  301.  Die  Torigen  S&tze  leiden  auch 
dann  noch  vollkommene  Anwendung,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Fadens 
und  die  des  Körpers  auf  eine  unbewegliche  Fläche  beschränkt  sind.  — 
§.  302.  Analytische  Darstellung  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  Gleich- 
gewichte eines  Fadens  und  der  Bewegung  eines  Körpers. 

§.  303.  Die  Sätze  der  D3mamik,  welche  unter  den  Namen  des  Princips 
der  Flächen,  des  Princips  der  lebendigen  Kräfte  und  des  Princips  der 
kleinsten  Wirkung  bekannt  sind,  können  ebenfalls  auf  das  Fadengleich- 
gewicht übergetragen  werden.  —  §.  304.  Uebertragung  des  ersten  dieser 
Principe.  —  §.  305.  Uebertragung  des  zweiten  und  dritten.  —  §.  306.  Letz- 
tere zwei  gelten  auch  dann  noch,  wenn  der  Faden  über  eine  Fläche  ge- 
spannt ist  —  §.  307.  Erläuterung  des  dritten  Princips  an  der  Kettenlinie. 
Die  Tiefe  des  Schwerpuncts  einer  Kettenlinie  ist  ein  Maximum.  Bestim- 
mung der  Coordinaten  dieses  Schwerpuncts.  —  §.  308.  Ein  Kettenlinie  zu 
beschreiben,  welche  durch  zwei  in  einer  Horizontalen  liegende  gegebene 
Puncte  geht  und  eine  andere  gegebene  Horizontale  zur  Directrix  hat.  — 
§.  309.  Maximum  und  Minimum,  welchen  die  zwei  die  vorige  Aufgabe 
lösenden  Kettenlinicn  angehören. 

Achtes  Kapitel 

Vom  Gleichgewichte  an  elastischen  Fäden. 

§.  310.  Begriff  der  Elasticität  im  Allgemeinen.  Erklärung  einer  ela- 
stischen Linie,  Fläche,  Körpers.    —   §.311.   Wie  bei  einem  Systeme  von 
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Puncten,  yon  denen  je  xwei  elafitisch  mit  einander  verbunden  sind,  die 
durch  Einwirkungen  äusserer  Kräfte  entstehenden  elastischen  Kräfte  und 
die  Aenderung  der  gegenseitigen  Lage  der  Puncte  bestimmt  werden 
können.  —  §.312.  Anwendung  des  Vorigen  auf  eine  geradlinige  Reihe 
Yon  Puncten. 

Gleichgewicht  an  einem  elastisch  dehnbaren  Faden. 
§.  313.  Die  Bedingungsgleichungen  für  dieses  Gleichgewicht.  —  §.314. 
Gleichung  der  elastischen  Kettenlinie.  Um  wie  viel  hierbei  jeder  Theil 
der  Kette  ausgedehnt  wird.  —  §.315.  Ausdehnung  eines  frei  herabhängen- 
den elastischen  Fadens  durch  sein  eigenes  und  ein  an  sein  unteres  Ende 
befestigtes  Gewicht  Von  John  Herschel  Yorgeschlagene  Methode,  das 
Verhältniss  zu  bestimmen,  nach  welchem  sich  yon  einem  Orte  der  Erde 
zum  anderen  die  Schwerkraft  ändert. 

Gleichgewicht  an  einem  elastisch  biegsamenFaden.  §.316. 
Eigenschaften  des  elastischen  Winkels.  —  §.317.  Hiermit  können  die 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  an  einem  elastisch  biegsamen  Faden 
ohne  Weiteres  aus  den  Bedingungen,  welche  an  einem  ToUkommen  bieg- 
samen Faden  gelten,  hergeleitet  werden.  —  §.  318.  Bemerkungen,  das 
Moment  der  Elasticität  in  irgend  einem  Puncte  des  Fadens  betreffend. 
Was  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  geschehen  muss,  wenn  der  Faden 
irgendwo  unterbrochen  wird.  Begriff  der  Spannung  am  elastischen  Faden. — 
§.319.  Gleichung  für  das  Gleichgewicht  an  einem  elastisch  biegsamen 
Faden,  wenn  auf  alle  Puncte  desselben  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte 
wirken;  yorausgesetzt  wird,  dass  das  Moment  der  Elasticität  der  Krüm- 
mung des  Fadens  proportional  ist.  Bestimmung  der  fünf  willkürlichen 
Constanten  bei  der  Integration  der  Gleichung.  —  §.  320.  Gleichung  des 
Gleichgewichtes,  wenn  das  erste  und  das  letzte  Element  des  Fadens  in 
gegebenen  Lagen  in  einer  Ebene  befestigt  sind,  sonst  aber  keine  Kräfte 
auf  den  Faden  wirken,  oder  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  einer 
Ebene.  Axe  der  Linie.  —  §.321.  Andere  Formen  dieser  Gleichung. 
Spannung  der  Linie.  —  §.  322.  Gleichung  bei  einer  nur  sehr  geringen 
Abweichung  der  Linie  von  der  Axe.  Elastische  Kraft  der  Linie;  Gesetz 
dieser  Kraft  —  §.  323.  Die  elastische  Linie  kann  auch  die  Gestalt  eines 
Kreises  haben.  Die  Axe  ist  alsdann  unendlich  entfernt  und  die  Spannung 
überall  Null.  —  §.  324.  Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  ela- 
stisch biegsamen  Fadens  im  Kaume.  —  §.  325.  Bestimmung  der  neun 
willkürlichen  Constanten  bei  der  Integration  dieser  Gleichungen.  Sicherung 
des  Gleichgewichtes,  wenn  der  Faden  irgendwo  unterbrochen  wird.  Span- 
nung des  Fadens.  —  §.  326.  Die  Gleichungen  der  elastischen  Linie  im 
Kaume  oder  der  Gestalt  eines  elastisch  biegsamen  Fadens,  wenn  auf  ihn 
keine  äusseren  Kräfte  wirken,  sondern  bloss  das  erste  und  das  letzte 
Element  desselben  irgend  gegebene  Lagen  im  Baume  einnehmen.  Merk- 
würdige Eigenschaften  dieser  Linie.  —  §.  327.  Unter  die  yerschiedenen 
Arten  der  elastischen  Linie  im  Kaume  gehört  auch  die  cylindrische  Spiral- 
linie. 

§.  328.  Wie  den  in  §.  305  auf  das  Gleichgewicht  an  einem  vollkommen 
biegsamen  Faden  übergetragenen  Sätzen  von  der  lebendigen  Kraft  und 
der  kleinsten  Wirkung  verwandte  Sätze  auch  beim  Gleichgewichte  an 
einem  elastisch  biegsamen  Faden  entsprechen.  —  §.  329.  Anwendung  hiervon 
auf  die  elastische  Linie.    Ein  merkwürdiger  Satz  Daniel  Bernoulli's. 
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Ausdehnung  der  vorigen  Untersuchung  auf  den  Fall,  wenn  das  Moment 
der  Elaatieit&t  in  jedem  Punete  des  Fadens  einer  beliebigen  Function  des 
Krümmungshalbmessers  daselbst  proportional  ist 

Oleichgewicht  an  einem  elastisch  drehbaren  Faden.  $.330. 
Begriff  dieser  Drehbarkeit  Bestimmung  der  Elasticit&t  eines  Ton  iwei 
Ebenen  gebildeten  Winkels.  —  §.  331.  Die  Bedingungsgleichungen  für 
das  Oleichgewicht  an  dem  elastisch  drehbaren  Faden.  —  §.  332.  Bestim- 
mung der  swölf  Constanten  bei  der  Integration  dieser  Oleichungen.  — 
§.  333.  Vereinfachung  der  einen  Oleichung  für  den  Fall,  wenn  nur  am 
Anfang  und  Ende  des  Fadens  Rr&fte  angebracht  sind.  In  diesem  Falle, 
und  wenn  die  anfängliche  Oestalt  des  Fadens  ein  Kxeis  ist,  kann  seine 
nachherige  Oestalt  auch  die  einer  cylindrischen  Spirale  sein. 


Zweiter  Theil. 


Gesetze  des  Gleichgewichtes 

zwischen  Kräften,  welche  auf  mehrere  mit 

einander  verbundene  feste  Körper  wirken. 


Erstes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  zwei  mit  einander 

verbundenen  Körpern. 


§.  188.  Nachdem  wir  in  dem  Bisherigen  die  Gesetze  des 
Gleichge^vichtes  zwischen  Kräften,  die  auf  einen  und  denselben 
Körper  Avirken,  erforscht  haben ,  wollen  vrir  gegenwärtig  die  Be- 
dingungen zu  bestimmen  suchen,  welche  stattfinden  müssen,  wenn 
Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  mit  einander  verbundener 
Körper  angebracht  sind,  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollen. 

Zwei  oder  mehrere  Körper  nennen  wir  aber  überhaupt  mit  ein- 
ander verbunden,  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Körper  gewissen, 
durch  keine  Kraft  verletzbaren,  Bedingungen  unterworfen  ist,  so 
dass,  wenn  die  Lage  eines  oder  etlicher  Körper  gegeben  ist,  die  Lage 
der  übrigen  mehr  oder  weniger,  oder  auch  ganz,  bestimmt  ist.  Hier- 
durch geschieht  es,  dass,  wenn  von  einem  Systeme  mit  einander 
verbundener  Körper  der  eine  bewegt  wird,  einer  oder  mehrere  der 
übrigen  Körper,  wo  nicht  alle,  gleichfalls  ihre  Lage  zu  verändern 
genöthigt  sind,  dass  folglich  die  Kraft,  welche  die  Bewegung  des 
einen  Körpers  hervorbringt,  auch  auf  die  übrigen  Körper  Einfluss 
übt,  und  dass  daher,  wenn  ein  solches  System  im  Gleichge^vichte 
sein  soll,  bei  jedem  einzelnen  Körper  des  Systems  die  unmittelbar 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  mit  den  Einflüssen,  welche  er  von  den  an 
den  übrigen  Körpern  angebrachten  Kräften  erfährt,  das  Gleichge- 
mcht  halten  müssen. 

Die  Ermittelung  dieser  Einflüsse  ist  demnach  die  Hauptaufgabe 
des  nun  folgenden  zweiten  Theiles  der  Statik,  indem  mit  Berück- 
sichtigung derselben  jede  Aufgabe  über  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  verbundener  Körper  auf  das  im  ersten  Theile  behandelte 
Gleichgewicht  isolirter  Körper  reducirt  werden  kann. 
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§.  189.  Die  Beding^ungen,  denen  man  die  g^enseitige  Lage 
der  Körper  unterworfen  annehmen  kann,  sind  entweder  ganz  will- 
kürliche, oder  solche,  welche  in  der  Natur  der  Körper  selbst  ihren 
Grund  haben.  Eine  willkürliche  Bedingung  wäre  z.  B.  die,  dass  von 
drei  Körpern,  wie  sie  auch  ihre  gegenseitige  Lage  ändern,  der  In- 
halt des  Dreiecks,  welches  ihre  Schwerpuncte  bilden,  von  gleicher 
Grösse  bleiben  soll.  Wenn  nun  auch  selbst  für  dergleichen  nur  in 
der  Idee  existirende,  aber  nicht  wohl  physisch  darstellbare  Systeme 
die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  sich  entwickehi  lassen,  so  könnten 
diese  Entwickelungen  doch  nur  in  rein  mathematischer  Hinsicht  von 
Interesse  sein,  sonst  aber  nicht,  wenigstens  nicht  unmittelbar,  einen 
reellen  Nutzen  gewähren.  Wir  wollen  daher  gegenwärtig  nur  die- 
jenigen Verbindungen  der  Körper  berücksichtigen,  welche  in  den 
allgemeinen  physischen  Eigenschaften  derselben  begründet 
sind. 

Von  diesen  Eigenschaften,  deren  man  insgemein  vier  zu  rechnen 
pflegt:  Ausdehung,  Theilbarkeit,  Trägheit  und  ündurch- 
dringlichkeit,  kann  nun  offenbar  nur  die  letztere  zugleich  Ursache 
sein,  dass  die  auf  den  einen  von  zwei  Körpern  wirkenden  Kräfte 
gleichzeitig  auf  den  anderen  ihre  Wirkung  äussern,  und  dieses  auch 
nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Körper  einander  berühren,  und  wenn 
die  den  einen  von  ihnen  angreifenden  Kräfte  ihn  in  den  von  dem 
anderen  eingenommenen  Baum  einzudringen  nöthigen,  ihn  also  nach 
der  Seite  zu  treiben,  wo  ihn  der  andere  berührt,  nicht  nach  einer 
anderen  Richtung,  indem  sonst  die  Berührung  und  damit  die  Ein- 
wirkung aufgehoben  würde. 

Von  dieser  der  Natur  gemässen  Bedingung  wollen  wir  aber  zur 
Vereinfachung  und  Erleichterung  unserer  Untersuchungen  insofern 
wieder  abweichen,  dass  wir  die  Berührung  der  Körper  als  unauflös- 
lich betrachten,  so  dass,  wenn  von  zwei  durch  Berührung  mit  ein- 
ander verbundenen  Körpern  der  eine  festgehalten  wird,  dem  anderen 
nur  diejenige  Bewegung  gestattet  ist,  bei  welcher  er  den  ersteren  in 
eben  so  vielen  Puncten,  als  anfänglich,  zu  berühren  fortfährt.  Strei- 
tet nun  diese  Hypothese,  in  den  meisten  Fällen  wenigstens,  gegen 
die  Natur  der  Dinge,  und  ist  nichts  vorhanden,  welches  zwei  sich 
nur  berührende  Körper,  sobald  sie  nach  entgegengesetzten  Seiten 
getrieben  werden,  sich  zu  trennen  verhinderte,  so  wird  es  doch  in 
jedem  speciellen  Falle  leicht  sein,  die  Bedingungen  zu  finden,  die 
wegen  der  möglichen  Trennung  der  Körper  zu  den  übrigen  Be- 
dingungen des  Gleichgewichtes  noch  hinzugefügt  werden  müssen. 

Auch  gibt  es  in  der  That  Systeme  in  der  Natur,  die  mit  unserer 
Hypothese  mehr    oder    weniger   in  Uebereinstimmung    sind.      Ganz 
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besonders  ist  dieses  mit  einem  biegsamen  Faden  der  Fall.  Denn 
einen  solchen  kann  man  sich  als  ein  System  unendlich  vieler  un- 
endlich kleiner  Körper  vorstellen,  von  denen  jeder  mit  zwei  anderen 
durch  unzertrennbare  Berührung  verbunden  ist;  und  man  erlangt 
dadurch  den  Vortheil,  das  Gleichgewicht  an  einem  biegsamen  Faden 
nach  denselben  Principien,  wie  das  Gleichgewicht  jedes  anderen 
Systems  sich  berührender  Körper,  untersuchen  zu  können. 

Diese  durch  keine  Kräfte  auflösliche  Berührung  ist  also 
die  Art  und  Weise,  auf  welche  wir  die  Körper  mit  einander  ver- 
bunden annehmen  wollen,  und  wodurch  es  geschehen  soll,  dass  die 
an  dem  einen  Körper  angebrachten  Kräfte  auf  die  anderen  Körper 
Einfluss  haben.  Das  Beiwort  »unauflösliche  wird  jedoch  der  Kürze 
willen  in  dem  Folgenden  weggelassen  werden,  da  wir  uns  jede  Be- 
rührung, dafem  nicht  das  Gegentheil  erinnert  wird,  als  eine  solche 
zu  denken  haben. 


§.  190.  Grundsätze.  I.  Findet  ztcischen  Kräften,  welche  auf 
mehrere  mit  einander  verbundene  Körper  toirken,  Gleichgevncht  statt, 
so  datiert  dasselbe  noch  fort,  wenn  die  gegenseitige  Lage  einiger  oder 
aller  dieser  Körper  unveränderlich  gemacht  toird. 

Unter  den  Bedingungen,  welche  zum  Gleichgewichte  mit  ein- 
ander verbundener  Körper  nöthig  sind,  müssen  folglich  alle  diejeni- 
gen enthalten  sein,  welche  erfordert  werden,  wenn  die  gegenseitige 
Lage  einiger  oder  aller  dieser  Körper  unveränderlich  angenommen 
wird.  Insbesondere  müssen  daher  die  sechs  Bedingungsgleichungen 
für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  welche  an  einem  einzigen 
frei  beweglichen  Körper  angebracht  sind  (§.  66),  auch  beim  Gleich- 
gewichte zwischen  Kräften  stattfinden,  welche  auf  mehrere  mit  ein- 
ander verbundene,  an  sich  frei  bewegliche  Körper  wirken. 

n.  Das  Gleichgetüicht  bei  mehreren  mit  einander  verbundenen 
Körpern  toird  nicht  aufgehoben,  wenn  einer  oder  etliche  derselben  un- 
beweglich gemacht  werden. 

Die  Bedingungen,  welche  zum  Gleichgewichte  eines  zum  Theil 
aus  unbeweglichen  Körpern  bestehenden  Systems  nöthig  sind,  müssen 
daher  auch  dann  in  Erfüllung  gehen,  wenn  man  die  unbeweglichen 
beweglich  werden  lässt. 

IQ.  Sind  von  mehreren  mit  einander  verbundenen  Körpern  einer 
oder  etliche  unbeweglich,  und  herrscht  zvnschen  Kräften,  welche  auf 
die  beweglichen  wirken,  Gleichgewicht,  so  ist  es  immer  möglich,  an  den 
unbetoeglichen  Kräfte  anzubringen,    dergestalt,  dass,   wenn  die  unbe- 
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weglichen  gleichfdlh  beweglich  angenommen  werden^  das  Gleichgewicht 
7iicht  unterbrochen  toird. 

Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Systems,  in 
welchem  bewegliche  Körper  mit  unbeweglichen  verbunden  sind, 
müssen  daher  so  beschaffen  sein,  dass,  wenn  man  die  unbeweg- 
lichen beweglich  werden  lässt,  es  möglich  ist,  an  den  unbeweg- 
lichen Kräfte  anzubringen,  welche  mit  den  Kräften  an  den  beweg- 
lichen das  Gleichgewicht  halten. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  in  §.  4  in  Bezug  auf  einen 
einzigen  Körper  au%estellten  Grundsätze  IQ  und  IV  auch  auf  jedes 
System  von  Körpern  Anwendung  leiden,  und  dass  der  Grundsatz 
Vin  in  §.14  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  zwei  Puncte,  auf 
welche  Kräfte  wirken,  zwei  verschiedenen  Körpern  angehören,  die 
dergestalt  mit  einander  verbunden  sind,  dass  die  gegenseitige  Ent- 
fernung der  zwei  Puncte  unveränderlich  ist. 

§.  191.  Mit  Hülfe  dieser  Grundsätze  wollen  wir  nun  zu- 
vörderst das  Gleichgewicht  an  einem  Systeme  von  nur  zwei  sich 
berührenden  frei  beweglichen  Körpern  in  Untersuchung  ziehen.  Der 
eine  von  ihnen  sei,  um  von  dem  einfachsten  Falle  auszugehen,  un- 
endlich klein  oder  ein  physischer  Punct  -4;  den  anderen,  in  dessen 
Oberfläche  dieser  Punct  nach  allen  Richtungen  bew^lich  ist,  wollen 
wir  uns  anfangs  kugelförmig  denken.  Wirken  nun  auf  A  und  den 
Mittelpunct  C  der  Kugel  zwei  Kräfte  P  und  J?,  und  sind  diese  ein- 
ander gleich,  und  ihre  Richtungen  einander  direct  entgegengesetzt, 
also  normal  auf  der  Oberfläche,  so  halten  sie  sich  das  Gleichgemacht, 
weil  die  gegenseitige  Entfernung  ihrer  Angriffspuncte  A  und  C  un- 
veränderlich ist  (§.  14,  Vm  und  §.  190). 

Da  jede  Kraft,  ihrer  Wirkung  unbeschadet,  auf  jeden  Punct 
ihrer  Richtung,  der  mit  ihrem  anfänglichen  Angriffspuncte  fest 
verbunden  ist,  verlegt  werden  kann,  so  wird  das  Gleichgewicht  noch 
fortbestehen,  wenn  vrii  die  auf  C  ^Wrkende  Kraft  2?  in  einem  be- 
liebigen anderen  Puncte  des  durch  A  zu  legenden  Kugeldurch- 
messers anbringen.  Auch  können  wir  statt  derselben  z^vei  oder 
mehrere  andere,  auf  beliebige  Puncte  der  Kugel  wirkende  Kräfte 
setzen,  wenn  nur  von  letzteren  Kräften  die  erstere  die  Resultante 
ist.  Endlich  werden  wir,  ohne  das  Gleichgewicht  aufzuheben,  dem 
mit  einer  Kugelfläche  begrenzten  Körper  jede  beliebige  andere  Form 
geben  können,  wenn  nur  das  Flächenelement,  in  welchem  sich  der 
bewegliche  Punct  A  befindet,  seine  Lage,  in  welcher  es  von  der  auf 
A  wirkenden  Kraft  P  normal   getroffen   wird,   beibehält;    denn   nur 
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von  der  Lage  dieses  Elements  der  Fläche,  und  keines  anderen,  kann 
das  in  Rede  stehende  Gleichgewicht  ahhängig  sein. 

2koi$chefi  mehrerefi  an  einem  frei  beweglichen  Körper  angebrachten 
Kräften  und  eine7'  Kraft ,  welche  auf  einen  in  der  Oberfläche  des 
Körpers  beweglichen  Punct  A  tvirkt,  herrscht  demnach  Gleichgetcicht, 
we7in  erstere  Kräfte  eine  der  letztereti  gleiche  und  direct  entgegen- 
gesetzte Resultante  haben,  und  wenn  die  Richtung  der  auf  A  toirken- 
defi  Kraft,  folglich  auch  die  Resultante  der  übrigen,  die  Oberfläche  in 
A  normal  trifft. 

Diese  zwei  Bedingungen  sind  aber  zum  Gleichgewichte  nicht 
allein  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig.  Denn  sind  die 
Kräfte  im  Gleichgewichte,  so  wird  dieses  auch  noch  bestehen,  wenn 
man  den  Punct  in  der  Fläche  unbeweglich  und  somit  als  einen  mit 
den  Angriffspuncten  der  übrigen  Kräfte  in  fester  Verbindung  stehen- 
den Punct  nimmt  (§.  190,  I).  Alsdann  aber  muss,  wie  bei  einem 
einzigen  festen  Körper,  die  auf  den  Punct  ^virkende  Kraft  den 
übrigen  das  Gleichgewicht  halten  und  folglich,  in  entgegengesetzter 
Richtung  genommen,  die  Resultante  der  übrigen  sein. 

Um  die  Nothwendigkeit  der  zweiten  Bedingung  zu  beweisen, 
setze  man,  die  Linie,  in  welche  die  Richtungen  der  Kraft  P  am 
Puncte  A  und  der  Resultante  R  der  übrigen  fallen,  sei  nicht  auf 
der  Fläche  normal,  sondern  beliebig  gegen  dieselbe  geneigt.  Den 
Punct  dieser  Linie,  in  welchem  sie  die  Fläche  schneidet,  also  den 
Punct  der  Fläche,  über  welchem  sich  A  befindet,  nehme  man  zum 
Angrifispuncte  von  R,  und  zerlege  hierauf  R  nach  einer  auf  der 
Fläche  normalen  und  einer  die  Fläche  berührenden  Richtung  in  die 
Kräfte  R^  und  R^,  Nach  denselben  Richtungen  zerlege  man  auch 
P  in  P^  und  P,.  Wie  leicht  ersichtlich,  erhält  man  hierdurch  zwei 
Paare  einander  gleicher  und  direct  entgegengesetzter  Kräfte  P,  und 
R^ ,  P,  und  R^ .  Von  diesen  sind  nun  P^  und  R^"  normal  auf  der 
Fläche  und  daher  im  Gleichgewichte.  Sollten  mithin  P  und  R  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  so  müssten  es  auch  P,  und  22,.  Dieses 
ist  aber  nicht  möglich,  da  der  in  der  Fläche  bewegliche  Punct  A 
und  der  Punct  der  Fläche  selbst,  über  welchem  ersterer  liegt,  den 
tangentiellen  entgegengesetzten  Richtungen,  nach  denen  sie  von  P, 
und  R^  getrieben  werden,  gleichzeitig  zu  folgen,  durch  nichts  ge- 
hindert werden;  folglich  u.  s.  w. 

§.  192.  Zusätze,  a)  Wenn  zwischen  den  Kräften,  welche  auf 
den  frei  beweglichen  Körper  und  den  in  seiner  Oberfläche  beweg- 
lichen Punct  wirken,   Gleichgewicht  herrscht,    so  wird  dieses  nicht 
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unterbrochen,  wenn  wir  den  Körper  unbeweglich  werden  lassen. 
Alsdann  aber  sind  die  an  ihm  angebrachten  Kräfte  von  keiner  Wir- 
kung mehr,  und  wir  erkennen  daraus: 

Wenn  auf  einen  in  einer  unheweglicJien  Fläche  beweglichen  Punet 
eine  die  Fläche  fiormal  tretende  Er  oft  wirkte  so  ist  der  Punet  im 
Gleichgetüichte, 

Umgekehrt: 

Bleibt  ein  auf  einer  unbetoeglichen  Fläche  beweglicher  und  der 
Wirkung  einer  Kraft  ausgesetzter  Punet  i7i  Ruhe,  so  ist  die  Richtung 
der  Kraft  auf  der  Fläche  normal. 

Denn  lässt  man  die  Fläche  beweglich  werden,  so  kann  man 
das  dadurch  verloren  gehende  Gleichgewicht  durch  Kräfte,  welche 
man  an  der  Fläche  anbringt,  wieder  herstellen  (§.  190,  DI).  Dieses 
neue  Gleichgewicht  ist  aber  nach  §.  191  nur  dann  möglich,  wenn 
die  auf  den  Punet  wirkende  Kraft  die  Fläche  normal  triflt. 

b)  Wird  umgekehrt,  statt  des  Körpers,  der  Punet  unbeweg- 
lich gesetzt,  und  somit  die  Beweglichkeit  des  Körpers  dergestalt 
beschränkt,  dass  seine  Oberfläche  einem  unbeweglichen  Puncte  A 
zu  begegnen  genöthigt  ist,  so  ergibt  sich  auf  ganz  ähnliche  Weise, 
wie  im  vorigen  Falle,  die  zum  Gleichgewichte  der  auf  den  Körper 
wirkenden  Kräfte  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung,  dass 
die  Kräfte  eine  durch  den  Punet  A  gehende  und  die  Oberfläche 
daselbst  normal  treffende  Resultante  haben. 

c)  Sind  in  der  Oberfläche  eines  beweglichen  Körpers  zwei  oder 
mehrere  bewegliche  Puncte  -4,  5,  ...,  und  wirken  auf  jeden 
der  Puncte  eine  Kraft,  P  auf  -4,  Q  auf  5,  . . .  und  auf  den  Körper 
mehrere  Kräfte,  oder  nur  eine,  oder  auch  gar  keine  Kraft,  so  wird 
zum  Gleichgewichte  erfordert,  dass  sämmtliche  Kräfte  sich  ebenso, 
als  wären  ihre  Angriffspuncte  fest  mit  einander  verbunden,  das 
Gleichgewicht  halten,  und  dass  die  Richtungen  der  auf  die  bew^- 
lichen  Puncte  wirkenden  Kräfte  die  Oberfläche  normal  treffen. 

Die  Nothwendigkeit  der  ersten  Bedingung  leuchtet  sogleich  ein, 
wenn  man  die  Puncte  -4,  5,  ...  mit  der  Oberfläche  sich  fest  ver- 
einigen lässt;  die  Nothwendigkeit  der  zweiten  erhellt  aus  Zusatz  a, 
wenn  man  die  Puncte  in  der  Oberfläche  beweglich,  den  Körper  selbst 
aber  unbeweglich  annimmt  (§.  190, 11).  Die  zwei  Bedingungen  sind 
aber  auch  die  einzigen,  welche  zum  Gleichgewichte  erfordert  werden. 
Denn  sind  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  mit  den  Kräften 
P,  Q,  ...  an  den  beweglichen  Puncten  ebenso  im  Gleichgewichte, 
als  wenn  die  Puncte  an  der  Oberfläche  fest  wären,  so  müssen  sich 
für  erstere  Kräfte  den  letzteren  gleiche,  direct  entgegengesetzte  und 
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auf  Pimcte  des  Körpers  selbst  wirkende  Kräfte  —  P,  —  Q,  ...  sub- 
stitniren  lassen.  Da  nun  der  zweiten  Bedingung  zufolge  P,  Q,  ... 
auf  der  Oberfläche  normal  sind,  so  herrscht  nach  §.  191  zAvischen  P 
und  — P  besonders,  zwischen  Q  und  — Q  besonders  etc.,  mithin 
zwischen  sämmtlichen  Kräften  Gleichgewicht. 

d)  Werden  die  Puncte  -4,  J5,  ...  unbeweglich  angenommen, 
wird  aber  der  Körper  beweglich  gelassen  und  mithin  der  Bedingung 
unterworfen,  dass  seine  Fläche  zwei  oder  mehreren  unbeweglichen 
Pnncten  begegnet,  so  ist  die  einzige  zum  Gleichgewichte  der  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  nöthige  Bedingung,  dass  es  möglich 
sein  muss,  diese  Kräfte  in  andere  zu  verwandeln,  deren  Richtungen 
die  unbeweglichen  Puncte  treffen  und  daselbst  auf  der  Oberfläche 
normal  sind. 

Diese  Bedingung  ist  hinreichend,  weil  nach  Zusatz  b  keine  der 
durch  die  Verwandlung  erhaltenen  normalen  Kräfte  Bewegung  her- 
vorbringen kann.  Sie  ist  aber  auch  nöthig,  weil,  wenn  man  die 
Puncte  wieder  beweglich  werden  lässt,  die  Kräfte,  welche  nach 
§.  190,  m  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  an  den  Puncten  an- 
gebracht werden  können,  nach  Zusatz  c  auf  der  Fläche  normal  sein 
und,  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  mit  den  Kräften  am 
Körper  gleiche  Wirkung  haben  müssen. 

e)  Ist  die  Oberfläche  des  Körpers  an  einem  oder  mehreren  un- 
beweglichen Puncten  verschiebbar,  und  sind  in  derselben  Fläche 
ein  oder  mehrere  bewegliche  Puncte,  so  ist  es  zum  Gleichgewichte 
zwischen  Kräften,  welche  an  diesen  beweglichen  Puncten  und  an 
Puncten  des  Körpers  selbst  angebracht  sind,  nöthig  und  hinreichend, 
dass  die  Kräfte  an  den  beweglichen  Puncten  die  Fläche  normal 
treffen,  und  dass  diese  Kräfte  in  Verbindung  mit  den  auf  den 
Körper  unmittelbar  wirkenden  Kräften  sich  in  andere  verwandeln 
lassen,  welche  die  Fläche  in  den  unbeweglichen  Puncten  normal 
treffen. 

Den  Beweis  hiervon  übergehe  ich,  da  er  denen  für  die  vorigen 
Fälle  der  Zusätze  c  und  d  ganz  ähnlich  ist.  Ich  kann  aber  nicht 
umhin,  auf  geometrische  Folgerungen  eigener  Art  aufmerksam 
zu  machen,  die  sich  aus  diesem  Satze  ziehen  lassen. 

Sei  die  Oberfläche  eines  beweglichen  Körpers  durch  einen  un- 
beweglichen Punct  A  zu  gehen  genöthigt,  und  in  ihr  ein  beweg- 
licher Punct  B,  auf  welchen  eine  Kraft  nach  parallel  bleibender 
Richtung  wirke;  am  Körper  selbst  aber  sei  keine  Kraft  angebracht. 
Nach  letzterem  Satze  Avird  nun  beim  Gleichgewichte  der  Körper  und 
der  in  seiner  Fläche  bewegliche  Punct  B  eine  solche  Lage  ein- 
nehmen, dass  die  Richtung  der  Kraft  auch  durch  A  geht  und  in  A 
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sowohl  als  in  B  die  Fläche  normal  trifft.  In  eine  solche  Lage 
aber  werden  der  Körper  und  der  Punct  B  gewiss  kommen,  indem 
sonst  die  sich  parallel  bleibende  Kraft  ein  Perpetuum  mobile  um 
den  unbeweglichen  Punct  A  erzeugen  ^vürde,  welches  nicht  möglich 
ist.     Dies  führt  zu  dem  Schlüsse: 

In  einer  Jeden  in  sich  zurückkehrenden  stetig  gekrümmten  Fläche 
gibt  es  wenigstens  ein  Pcuir  von  Puncten,  welches  die  Eigensch<rft  be- 
sitzt^ dass  eine  durch  sie  gelegte  Gerade  die  Fläche  in  beiden  Puncten 
normal  trifft. 

Beim  Ellipsoid  z.  B.  hat  man  drei  solcher  Paare  von  Puncten. 
Die  sie  verbindenden  Linien  sind  die  drei  Hauptaxen;  ausser  ihnen 
gibt  es  keine  andere  die  Fläche  des  Ellipsoids  zweimal  rechtwinklig 
schneidende  Grerade. 

Geht  die  Fläche  eines  Körpers  durch  zwei  unbewegliche  Puncte 
A  und  B,  und  wirkt  auf  einen  in  ihr  beweglichen  Punct  C  eine 
Kraft  nach  einer  sich  parallel  bleibenden  und  folglich  mit  AB  stets 
denselben  Winkel  machenden  Richtung,  so  ist  diese  Richtung,  wenn 
der  Körper  in  die  Lage  des  Gleichgewichtes  gekommen,  in  C  auf 
seiner  Fläche  normal,  liegt  mit  den  durch  A  und  B  zu  ziehenden 
Normalen  in  einer  Ebene  und  trifil  diese  Normalen  in  einem  und 
demselben  Puncte.  Da  nun  der  Körper  in  die  Gleichgewichtslage 
gewiss  kommen  wird,  so  folgern  wir: 

In  einer  in  sich  zurücklaufenden  stetig  gekrümmten  Fläche  ist  es 
immer  möglich,  drei  Puncte  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  durch 
sie  zu  ziehenden  Normalen  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem 
Puncte  schneide?^,  dass  der  gegenseitige  Abstand  zweier  der  drei  Puncte 
von  gegebener,  die  grösste  Sehne  der  Fläche  nicht  überschreitender 
Grösse  ist,  und  dass  mit  dieser  Abstandslinie  die  Noi^male  durch  den 
dritten  Punct  einen  gegebenen   Winkel  macht. 

Durch  Annahme  noch  mehrerer  unbeweglicher  Puncte  lassen 
sich  noch  einige  andere  Sätze  dieser  Art  finden.  Es  wäre  aber  über- 
flüssig, dieselben  herzusetzen,  da  sie  Jeder  nach  der  durch  die  mit- 
getheilten  gegebenen  Anleitung  leicht  selbst  mrd  entwickeln  können. 

§.  193.  Das  §.  192,  d  und  e  betrachtete  Gleichgewicht  eines 
Körpers,  dessen  Fläche  durch  mehrere  unbewegliche  Puncte  zu  gehen 
genöthigt  ist,  macht  noch  eine  besondere  Erörterung  nöthig.  Die 
Bedingung  dieses  Gleichgewichtes  war,  dass  für  die  am  Körper  an- 
gebrachten Kräfte,  —  zu  denen  in  §.  192,  e  noch  die  zu  rechnen 
sind,  welche  an  den  in  der  Oberfläche  beweglichen  Puncten  wirken, 
—  dass  für  alle  diese  Kräfte  ein  System  gleichwirkender  Kräfte  sub- 
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stituirt  werden  konnte,  deren  Richtungen  die  Oberfläche  normal  in 
den  unbeweglichen  Puncten  trafen.  Sollen  aber  zwei  an  einem 
Körper  angebrachte  Systeme  von  gleicher  Wirkung  sein,  so  müssen 
zwischen  den  die  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  bestim- 
menden Grössen  sechs  Gleichungen  erfüllt  sein  (§.  66,  Zusätze).  Soll 
folglich  ein  gegebenes  System  in  ein  anderes  verwandelt  werden, 
von  dessen  Kräften,  deren  Anzahl  gleich  n  sei,  die  Richtungen  ge- 
geben sind,  so  ist  dieses  im  Allgemeinen,  wenn  ^^5,  immer  mög- 
lich. Denn  ist  n  =  6,  so  lassen  sich  die  sechs  unbekannten  Inten- 
sitäten aus  jenen  sechs  Gleichungen  finden ;  ist  aber  ^  ^  6,  so  kann 
man  von  n  —  6  Kräften  die  Intensitäten  willkürlich  annehmen  und 
damit  die  sechs  übrigen  bestimmen.  Wenn  dagegen  ^  <[  6,  so  können 
die  n  Intensitäten  aus  den  sechs  Gleichungen  eliminirt  werden,  und 
es  bleiben  dann  6  —  n  Bedingungsgleichungen  zurück,  welche  erfüllt 
«ein  müssen,  wenn  die  Reduction  des  gegebenen  Systems  möglich 
sein  soll. 

Ist  demnach  die  Fläche  eines  Körpers  durch  n  unbewegliche 
Puncte  zu  gehen  genöthigt,  so  können  für  »  >  5  die  auf  den  Körper 
wirkenden  Kräfte  immer  in  n  andere  die  Fläche  in  den  n  Puncten 
normal  treffende  Kräfte  verwandelt  werden,  deren  Intensitäten  für 
w  =  6  bestimmte  Werthe  erhalten,  für  «>6  aber  zum  Theil  un- 
hestimmt  bleiben.  Es  herrscht  folglich  hier  immer  Gleichgewicht, 
welches  auch  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  sein  mögen; 
oder  mit  anderen  Worten: 

Ein  Körper,  dessen  Oberfläche  durch  sechs  oder  mehrere  unbe- 
wegliche Puncte  XU  gehen  genöthigt  ist,  ist  ebenfalls  unbeweglich, 

Ist  die  Zahl  n  der  unbeweglichen  Puncte,  und  mithin  der  nor- 
malen Kräfte,  kleiner  als  sechs,  so  müssen  6  —  n  Bedingungen 
zwischen  den  Richtungen  dieser  Kräfte  und  den  Richtungen  und 
Intensitäten  der  am  Körper  angebrachten  Kräfte  erfüllt  werden, 
wenn  letztere  Kräfte  auf  erstere  sollen  reducirt  werden  können.  In 
diesem  Falle  findet  also  nicht  immer  Gleichgewicht  statt,  d.  h.  : 

Die  Beweglichkeit  eines  Körpers  ist  nie  völlig  aufgehoben,  wenn 
seine  Oberfläche  durch  weniger  als  sechs  unbewegliche  Puncte  zu  gehen 
genöthigt  ist. 

Werden  die  6  —  n  Bedingungen  erfüllt,  und  herrscht  mithin 
Gleichgewicht,    so  erhalten  die  normalen  Kräfte  bestimmte  Werthe. 

Diese  allgemeinen  Sätze  sind  indessen  mehreren  Ausnahmen 
unterworfen.  Denn  zuerst  kann  in  gewissen  Fällen  auch  bei  sechs 
und  noch  mehreren  unbeweglichen  Puncten  Beweglichkeit  statt- 
finden.    Ist  die   Fläche   eine   Ebene,   oder  die  Fläche  einer  Kugel, 
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oder  allgemeiner  eine  Revolutionsfläche,  oder  ist  sie  eine  Schrauben- 
fläche, so  kann  die  Anzahl  der  unbeweglichen  Puncto  jede  beliebige 
sein,  ohne  dass  die  Beweglichkeit  der  Fläche  aufgehoben  wird;  denn 
jede  dieser  Flächen  ist  in  sich  selbst  verschiebbar.  Analytisch  gibt 
sich  diese  Beweglichkeit  dadurch  zu  erkennen,  dass  die  in  beliebiger 
2iahl  genommenen  normalen  Kräfte  aus  den  vorhin  gedachten  sechs 
Gleichungen  sich  sämmtlich  eliminiren  lassen,  und  dadurch  von 
diesen  Kräften  unabhängige  Gleichungen  hervorgehen,  welche  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  den  ursprünglich  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräften  angeben. 

Sodann  kann  es  geschehen,  dass  auch  bei  sechs  oder  weniger 
unbeweglichen  Puncten  einige  oder  aUe  der  auf  sie  gerichteten  nor- 
malen Kräfte  ihren  Intensitäten  nach  unbestimmt  bleiben.  Dieser 
Fall  tritt  dann  ein,  wenn  von  den  sechs,  fünf,  vier,  ...  normalen 
Richtungen  einige  oder  alle  solche  Lage  haben,  dass  sich  Kräfte 
angeben  lassen,  welche,  nach  ihnen  wirkend,  im  Gleichgewichte 
sind.  Denn  liegen  z.  B.  bei  drei  Puncten  die  zugehörigen  Normalen 
a,  ßy  y  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  in  einem  Puncte,  und 
hat  man  die  gegebenen  Kräfte  auf  drei  nach  a,  /?,  y  wirkende 
P,  Qy  S  reduciren  können,  so  sind  mit  ihnen  die  gleichfedls  nach 
a,  ß,  y  gerichteten  Kräfte 

P+  .y.  sin  /T^y  ,         Q  +  -S.  sin  y^a  ,         Ä  +  -S.  sin  a^ß 

gleichwirkend,  welches  auch  die  Intensität  von  S  sein  mag,  indem 
die  drei  mit  S  proportionalen  Kräfte  sich  besonders  das  Gleichge- 
wicht halten. 

§.  194.  Auf  die  vorhergehenden  Betrachtungen  über  das  Gleich- 
gewicht an  einem  Körper  und  mehreren  mit  ihm  verbundenen,  theils 
beweglichen,  theils  unbeweglichen  Puncten  lassen  sich  die  nun 
folgenden  Untersuchungen,  welche  das  Gleichgewicht  an  zwei  oder 
mehreren  mit  einander  verbundenen  Körpern  zum  Gegenstande 
haben,  immer  zurückführen.  Denn  um  dies  gleich  an  dem  einfach- 
sten Falle  zu  zeigen,  wenn  das  System  nur  aus  zwei  sich  mit  ihren 
Flächen  in  einem  Puncte  berührenden  frei  beweglichen  Körpern  a 
und  a  besteht,  so  kann  diese  Flächenberührung  offenbar  auch  da- 
dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  es  einen  Punct  A  geben  soll, 
welcher  in  den  Flächen  beider  Körper  zugleich  beweglich  ist,  einen 
Punct  also,  der,  wenn  wir  uns  ihn  als  ein  nach  allen  Dimensionen 
unendlich  kleines  Körperchen  denken,  die  Körper  a  und  d  an  der 
SteDe,  an  welcher  sie  ohne  ihn  zusammentreffen  würden,  um  ein 
unendlich  Geringes  von  einander  getrennt  erhält. 
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Seien  nun  die  auf  die  zwei  Körper  wirkenden  Kräfte  im 
Gleichgewichte,  und  lassen  wir  zuerst  den  Zwischenpunct  A, 
wie  wir  ihn  nennen  können,  unbeweglich  im  Räume  werden.  Da 
hierdurch  das  Gleichgewicht  nicht  au%ehoben  wird,  und  da  die 
Körper  nicht  unmittelbar  an  einander,  sondern  an  den  unbeweg- 
lichen Punct  A  stossen  und  daher  ausser  aller  Verbindung  mit  ein- 
ander sind,  so  müssen  (§.  192,  6)  die  auf  a  wirkenden  Kräfte  sowohl, 
als  die  an  a'  angebrachten,  eine  in  die  gemeinschaftliche  Normale 
der  Flächen  beider  Körper  fallende  Resultante  haben^  Beide  Re- 
sultanten aber  müssen  überdies  einander  gleich  und  entgegengesetzt 
sein,  damit,  wenn  A  wieder  beweglich  mrd,  statt  dessen  aber  die 
gegenseitige  Lage  der  Körper  unveränderlich  angenommen  wird,  die 
an  ihnen,  als  an  einem  einzigen  festen  Körper,  angebrachten  Kräfte 
sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Diese  Bedingungen  sind  aber  nicht  allein  nothwendig,  sondern 
auch  hinreichend.  Denn  haben  die  auf  a  wirkenden  Kräfte  eine  in 
die  Normale  bei  A  fallende  Resultante  P,  die  auf  d  wirkenden  eine 
der  P  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Resultante  P\  und  bringt 
man  hierauf  am  Zwischenpuncte  A  selbst  zwei  diesen  Resultanten 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  — P  und  — P'  an,  so  halten 
diese  letzteren  einander  das  Gleichgewicht  und  können  daher  den 
Zustand  des  Systems  nicht  ändern.  Da  aber  jetzt  nach  §.  191 
P  und  —  P  für  sich  und  ebenso  P'  und  —  P'  besonders  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  ist  auch  das  ganze  System  im  Gleichgewichte. 

§.  195.  Zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte, 
welche  an  zwei  sich  berührenden  Körpern,  die  eine  an  dem  einen, 
die  andere  an  dem  anderen  Körper,  im  Berührungspuncte  angebracht 
sind,  und  deren  Richtungen  in  die  gemeinschaftliche  Normale  da- 
selbst fallen,  wollen  wir  Gegenkräfte  nennen.  Zwei  solcher  Kräfte 
halten  daher  einander  stets  das  Gleichgewicht,  und  wir  können  mit 
ihnen  die  vorhin  erhaltenen  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht 
zweier  sich  in  einem  Puncte  berührender  Körper  auch  folgendergestalt 
ausdrücken  : 

Es  muss  möglich  sein,  im  Berührungspuncte  zwei  Gegenkräfte  von 
solcher  Inteiisität  anzubringen,  dass  an  Jedem  Körper  besonders  zwischen 
den  ursprünglich  auf  ihn  toirkendeti  Kräften  und  der  hinzugefügten 
Gegefikraft  Gleichgetoicht  stattfindet. 

§.  196.  Auf  ganz  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  der  allgemeinere 
Fall  behandeln,  wenn  zwei  Körper  a  und  a'  sich  in  zwei  oder  meh- 
reren Puncten  A^  B,  C,  ...   berühren,  und  wenn  zwischen  den  auf 
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sie  wirkenden  Kräften  Gleichgewicht  stattfinden  soll.  —  Man  setze 
zuerst  bei  jeder  Berührung  einen  Zwischenpunct  hinzu  und  lasse 
diese  Puncte  im  Räume  unbeweglich  werden.  War  nun  anfangs 
Gleichgewicht  vorhanden,  so  kann  dieses  hierdurch  nicht  verloren 
gehen;  vielmehr  muss  jetzt  an  jedem  der  beiden  Körper  einzeln 
Gleichgewicht  herrschen.  Mithin  (§.  192,  d)  müssen  die  auf  a  wir- 
kenden Kräfte  in  andere  P,  Q,  H,  ...  und  die  auf  a  wirkenden  in 
andere  P',  Q\  R,  . . .  verwandelt  werden  können,  deren  Richtungen 
in  die  Normalen  a,  ß,  y,  ...  der  Berührungspuncte  Aj  B,  C,  ... 
fallen;  P  und  P'  in  die  Normale  a;  Q  und  Q'  in  die  Normale  ßi 
u.  s.  w.  Es  müssen  femer,  wenn  wir  die  Unbeweglichkeit  der 
Zwischenpuncte  wieder  aufheben,  dagegen  aber  die  gegenseitige  Lage 
von  a  und  a'  unveränderlich  annehmen,  die  ursprünglichen  Kräfte, 
also  auch  diejenigen,  auf  welche  sie  reducirt  worden,  d.  i.  die  nach 
«»  ßy  y»  •••  gerichteten  Kräfte  P  und  P',  Q  und  Q',  Ä  und  if,  ..., 
als  beziehungsweise  auf  einen  einzigen  beweglichen  Körper  wirkend, 
im  Gleichgewichte  mit  einander  sein. 

Bei  Verwandlung  der  auf  a  ursprünglich  wirkenden  Kräfte  in 
andere  P,  Q,  i2,  ...  nach  den  Richtungen  a,  ß,  y,  ...,  erhalten 
nun  Py  Qy  H,  ,,.  entweder  nur  auf  eine  Art  bestimmbare  Werthe, 
oder  nicht.     Ist  Ersteres  der  Fall,  so  sind 

P+P'=0  ,         Q  +  Q'=0  ,     ...  , 

d.  h.  je  zwei  nach  derselben  Normale  a,  ß,  ...  wirkende  Kräfte  sind 
für  sich  im  Gleichgewichte,  indem  sonst,  weil  P,  Q,  ...  P\  Q',  ... 
zusammen  im  Gleichgewichte,  also  P,  Q,  ...  mit  — P',  — Q\  ... 
gleichwirkend  sein  sollen,  es  gegen  die  Annahme  auf  zweierlei  Weise 
möglich  wäre,  die  ursprünglichen  Kräfte  an  a  in  andere  nach  einer- 
lei Richtungen  er,  ßj  /,  ...  zu  verwandeln,  nämlich  das  einemal  in 
die  Kräfte  P,  Q,  ...  und  das  anderemal  in  die  davon  verschiedenen 

Kräfte  — P',  — Q',  Können  dagegen  eine  oder  etliche,  z.  B. 

zAvei,  von  den  Kräften  P,  Q,  ...,  folglich  auch  eben  so  viele  der 
mit  ihnen  nach  denselben  Richtungen  gleichwirkeuden  — P',  —  Q',  ... 
nach  Willkür  bestimmt  werden,  und  nimmt  man  hierauf  P,  Q  nach 
Belieben  und  setzt 

—   P'=Py  —Q'=Q      , 

also 

P+P'  =  0  ,         Q-f.Q'=0  , 

so  müssen  aus  demselben  Grunde,  wie  vorhin,  wo  alle  Kräfte  be- 
stimmte Werthe  hatten,  auch  —  R  =  R^  . . . ,  folglich  P  -j-  P'  =  0,  ... 
sein. 

Als    nothwendige    Bedingung    für    das    Gleichgewicht    zwischen 
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Kräften,  die  auf  zwei  sich  in  mehreren  Puncten  berührende  Körper 
wirken,  lässt  sich  daher  jedenfalls  folgende  aufstellen: 

JEs  mu88  möglich  seiriy   an  jedem  Berührufigspuncte  zwei  Gegen- 
kräfte (§.  195)  (— P  und  —P'  an  A,   —Q  und  —  Q'   an  B,    ...), 
von  solcher  Intensität  anzubringen,   dass  an  jedem  der  beiden  Körper 
besonders  zwischen  den  ursprünglichen  und  den  jetzt  an  ihn  hinzuge- 
fügten Kräften  Gleichgetoicht  besteht. 

Aber  auch  umgekehrt: 

Ist  nach  Hinzufügung  von  Gegenkräften  jeder  der  beiden  Körper 
für  sich  im  Gleichgewichte,  so  müssen  die  Körper,  durch  Berührungen 
mit  einander  verbunden,  auch  ohne  Gegenkräfte  im  Gleichgewichte  sein. 

Denn  das  Gleichgewicht  der  mit  einander  verbundenen  Körper, 
welches  nach  Hinzufiigung  der  Gegenkräfte,  wegen  des  dadurch  be- 
wirkten GleichgcAvichtes  jedes  einzelnen,  stattfinden  muss,  kann, 
wenn  man  die  Gegenkräfte  paarweise  nach  und  nach  wieder  ent- 
fernt, nicht  verloren  gehen,  da  je  zwei  zusammengehörige  derselben 
für  sich  im  Gleichgewichte  sind  (§.  195). 

Zusatz.  Man  sieht  leicht,  wie  die  in  §.  193  gemachten  Be- 
merkungen auch  hier  ihre  Anwendung  finden.  Berühren  sich  näm- 
lich zwei  Körper  in  sechs  oder  weniger  Puncten,  so  haben  die  In- 
tensitäten der  Gegenkräfte  im  Allgemeinen  bestimmte  Werthe; 
unbestimmt  bleiben  sie  bei  7,  8,  ...  Berührungen.  Femer  sind  die 
Körper  bei  5,  4  ...  Berührungen  stets  an  einander  verschiebbar,  im 
Allgemeinen  aber  nicht  mehr,  wenn  sie  sich  in  sechs  oder  mehreren 
Puncten  berühren,  so  dass,  mit  Ausnahme  gewisser  einfacher  Formen 
der  Oberflächen,  bei  6,  7,  ...  Berührungen  zum  Gleichgewichte  nur 
erfordert  wird,  dass  sich  die  Kräfte  an  beiden  Körpern  ebenso,  als 
wären  sie  nur  an  einem  einzigen  angebracht,  das  Gleichgewicht 
halten.  Endlich  können  auch  bei  6,  5,  ...  Berührungen  die  Gegen- 
kräfte unbestimmt  bleiben,  und  zwar  dann,  wenn  die  Normalen,  nach 
denen  sie  gerichtet  sind,  eine  solche  Lage  gegen  einander  haben, 
dass  sich  Kräfte  angeben  lassen,  welche,  nach  diesen  Normalen  wir- 
kend, sich  das  Gleichgewicht  halten. 

§.  197.  Wir  haben  bisher  einen  jeden  der  beiden  sich  in  einem 
oder  mehreren  Puncten  berührenden  Körper  als  frei  beweglich  an- 
genommen. Sei  jetzt  der  eine  von  ihnen  unbeweglich,  und  es  er- 
hellt ohne  Weiteres,  dass,  jenachdem  die  auf  den  beweglichen  Kör- 
per wirkenden  Kräfte  Bewegung  zu  erzeugen  im  Stande  sind,  oder 
nicht,  weder  im  ersteren  Falle  die  Bewegung  gehemmt,  noch  die  im 
letzteren  herrschende  Ruhe  gestört  wird,  wenn  wir,  wie  im  Vorigen, 
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an  den  Beriihrungsstellen  Zwischenpuncte  einschieben,  und  diese  mit 
dem  unbeweglichen  Körper  fest  verbunden  annehmen.  Die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichtes  im  vorliegenden  Falle  müssen  daher 
ganz  identisch  sein  mit  denen  (§.  192,  d),  welche  statt£EUiden,  wenn 
die  Fläche  des  Körpers  durch  unbewegliche  Puncte  zu  gehen  ge- 
nöthigt  war. 

Berührt  demnach  ein  beweglicher  Körper  einen  unbeweglichen 
in  einem  oder  mehreren  Puncten,  so  sind  die  auf  ersteren  wirkenden 
Kräfte  nur  dann  und  dann  immer  im  Gleichgewichte,  wenn  es 
möglich  ist,  sie  in  andere  zu  verwandeln,  welche  die  Oberfläche  des 
Körpers  in  den  Berührungspuncten  normal  treffen.  —  Bei  sechs  und 
mehreren  Berührungen  ist  diese  Verwandlung  im  Allgemeinen  immer 
ausführbar,  und  daher  ein  mit  einem  unbeweglichen  in  6,  7,  ... 
Puncten  durch  Berührung  verbundener  Körper  ebenfalls  unbeweglich. 

§.  198.  Ausser  der  bisher  betrachteten  Flächenberührung  gibt 
es  noch  einige  andere  Arten,  nach  denen  zwei  Körper  in  einem  oder 
mehreren  Puncten  einander  begegnen  können.  Denn  ist  jeder  der 
beiden  Körper  nicht  von  einer  einzigen  sich  stetig  fortziehenden 
Fläche  begrenzt,  sondern  ist  er  es  von  mehreren,  und  hat  er  somit 
Kanten  und  Ecken,  so  kann  eine  Begegnung  der  beiden  Körper 
in  einem  Puncte  auch  darin  bestehen,  dass  eine  Ecke  oder  Kante 
des  einen  Körpers  an  eine  Ecke,  Kante  oder  Fläche  des  anderen 
trifft. 

Ohne  zu  den  ersten  Principien  wieder  zurückzukehren,  können 
wir  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  die  bei  solchen  Arten  der 
Begegnung  zweier  Körper  nöthig  und  hinreichend  sind,  auch  un- 
mittelbar aus  den  soeben  bei  der  Flächenberührung  gefundenen  Be- 
dingungen herleiten.  Sind  nämlich  zwei  bewegliche  Körper  auf  be- 
Kebige  Weise  mit  ihren  Ecken,  Kanten  und  Flächen  verbunden,  und 
herrscht  zwischen  den  auf  die  Körper  wirkenden  Kräften  Gleichge- 
wicht, so  wird  dieses  nicht  unterbrochen  werden,  wenn  mr  die  zu- 
sammentreffenden Ecken  und  Kanten  um  ein  unendlich  Weniges 
abstumpfen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  auf  den  Ecken  unend- 
lich kleine  Kugeln  und  längs  der  Kanten  cylinderfÖrmige  Körper 
von  unendlich  kleinem  Durchmesser  befestigen.  Findet  aber  kein 
Gleichgewicht  statt,  so  wird  dasselbe  durch  Hinzufügung  der  Kügel- 
chen  und  sehr  dünnen  Cylinder  auch  nicht  hervorgebracht  werden. 

Durch  diese  hinzugesetzten  Kügelchen  und  Cylinder  wird  aber 
das  Zusammentreffen  der  Körper  mit  Ecken  und  Kanten  auf  die 
Flächenberührung  zurückgeführt,  und  es  wird  nun  auch  hier  die 
allgemeine  Bedingung  des  Gleichge^^'ichtes  in  §.  196  anwendbar,  wo- 
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nach  es  möglich  sein  muss,  in  den  Berührungspuncten  Gegenkräfte 
von  solcher  Intensität  anzubringen,  dass  an  jedem  der  beiden  Körper 
besonders  Gleichgewicht  entsteht.  Nur  haben  wir  in  Betreff  der 
Richtungen  dieser  Gegenkräfte  wegen  der  zum  Theil  unendlich  klei- 
nen Dimensionen  der  bei  der  Berührung  hinzugefugten  Körper  Eini- 
ges zu  berücksichtigen. 

1)  Trifft  eine  Kante  oder  Ecke  des  einen  Körpers  a  mit  einer 
Fläche  des  anderen  a  in  einem  Puncte  zusammen,  und  wird  hier- 
auf längs  der  Kante  ein  unendlich  dünner  Cylinder,  an  die  Ecke 
aber  eine  unendlich  kleine  Kugel  gesetzt,  so  ist  bei  der  dadurch  be- 
wirkten Flächenberührung  die  gemeinschaftliche  Normale,  oder  die 
Linie,  in  welcher  die  Gegenkräfte  wirken  müssen,  als  Normale  der 
Fläche  des  Körpers  a'  im  Berührungspuncte ,  vollkommen  bestimmt. 
Dasselbe  gilt  auch,  wenn 

2)  eine  Kante  des  einen  Körpers  einer  Kante  des  anderen 
unter  einem  beliebigen  Winkel  begegnet.  Denn  zieht  man  durch 
den  Punct  der  Begegnung  eine  auf  beiden  Kanten  zugleich  normal 
stehende  Gerade,  so  ist  es  diese  Gerade,  und  keine  andere,  welche 
auch  in  dem  Berührungspuncte  der  Cylinder,  womit  die  Kanten  ver- 
sehen werden,  auf  den  Cylindem  normal  steht.     Trifft  aber 

3}  eine  Ecke  des  einen  Körpers  auf  eine  Kante  des  anderen, 
so  ist  die  Richtung  der  Gegenkräfte  nicht  vollkommen  bestimmt. 
Denn  heisst  A  der  Punct,  in  welchem  die  Ecke  der  Kante  begegnet, 
so  kann  die  Berührung  der  an  die  Ecke  zu  setzenden  kleinen  Kugel 
mit  dem  längs  der  Kante  zu  befestigenden  dünnen  Cylinder  in  irgend 
einem  Puncte  des  kleinen  Kreises  geschehen,  in  welchem  der  Cylin- 
der von  einer  in  A  normal  auf  seine  Axe  oder  die  Kante  gesetzten 
Ebene  geschnitten  wird.  Die  Normale  im  Berührungspuncte  oder 
die  Richtung  der  Gegenkräfte  ist  daher  irgend  ein  Halbmesser  die- 
ses Kreises,  d.  h.  irgend  eine  der  die  Kante  in  A  rechtwinklig 
schneidenden  Geraden. 

4)  Ganz  unabhängig  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Körper  ist 
die  Richtung  der  Gegenkräfte,  wenn  Ecke  mit  Ecke  zusammentrifft. 
Denn  hat  man  die  beiden  Ecken  mit  Kügelchen  versehen  und  lässt 
diese,  statt  der  Ecken,  einander  berühren,  so  kann  die  Normale  der- 
selben im  Berührungspuncte,  mithin  auch  die  durch  den  Begeg- 
nungspunct  der  Ecken  gelegte  Linie  für  die  Gegenkräfte,  jede  be- 
liebige Richtung  haben. 

§.  199.  Nach  diesen  Erörterungen  lässt  sich  nun  das  Gesetz 
des  Gleichgewichtes  bei  zwei  sich  in  einem  oder  mehreren  Puncten 
auf  beliebige  Weise  begegnenden  Körpern    mit   denselben  Worten, 
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wie  in  §.  196,  wo  die  Körper  sich  nur  mit  ihren  Flächen  berührten, 
ausdrücken,  sobald  nur  der  Begriff  der  Gegenkräfte  etwas  allgemeiner 
gefasst  und  unter  ihnen  überhaupt  zwei  einander  gleiche  Kräfte  ver- 
standen werden,  die  an  der  Stelle,  wo  zwei  Körper  sich  in  einem 
Puncte  begegnen,  die  eine  auf  den  einen,  die  andere  auf  den  ande- 
ren Körper,  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  mit  dem 
Zusätze,  dass,  wenn  der  Punct,  in  welchem  der  eine  Körper  von 
dem  anderen  getroffen  wird,  nicht  eine  Ecke  oder  sonst  ein  be- 
stimmter Punct  des  Körpers  ist,  sondern  in  einer  Kante  oder  über- 
haupt in  einer  bestimmten  Linie,  oder  in  einer  Fläche  desselben 
liegt  und  darin  bei  gegenseitiger  Bewegung  der  Körper  die  Stelle 
wechseln  kann,  dass  dann  die  Linie,  in  welche  die  Richtungen  der 
Gegenkräfte  fallen,  auf  dieser  Kante  oder  Fläche  normal  ist.  Auf 
solche  Weise  den  Begriff  der  Gegenkräfte  festgestellt,  ist  demnach 
Folgendes  das  allgemeine  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen: 

Zwischen  Kräften  ^  toelche  auf  ztoei  in  einem  oder  in  mehreren 
Puncten  mit  einander  verbundene  frei  bewegliche  Körper  wirken^ 
herrscht  nur  dann  und  dann  immer  Gleichgewicht^  wenn  sich  in  den 
Verbindungspuncten  Gegenkräfte  von  solcher  Intensität  anbringen  lassen^ 
dass  an  jedem  der  beiden  Kärper  besonders  zwischen  den  Ursprung^ 
liehen  und  den  hinzugefügten  Kräften  Gleichgewicht  stat^ndet;  oder, 
vxis  auf  dasselbe  hinauskommt:  wenn  die  Kräfte  an  dem  einen  der 
beiden  Körper  sich  auf  andere  reduciren  lassen,  deren  Sichtungen  die 
Begegnungspuncte  treffen  und  daselbst  bei  Begegnungefi  von  Flächen 
oder  Kanten  auf  diesen  Flächen  oder  Kanten  normal  sind,  und  wenn 
die  Kräfte  an  beiden  Körpern  ebenso,  als  wenn  sie  auf  einen  einzigen 
wirkten,  einander  das  Gleichgeuncht  halten. 

Ist  der  eine  von  beiden  Körpern  unbeweglich,  so  ist  es  für  das 
Gleichgewicht  hinreichend  und  nothwendig,  dass  die  erste  der  ztcei  letz- 
teren Bedingungen  in  Bezug  auf  den  beweglicheti  Körper  erfüllt  tcird, 

§.  200.  Eine  etwas  nähere  Betrachtung  verdient  noch  die 
Natur  der  Gegenkräfte.  Da  beim  Gleichgewichte  zwischen 
Kräften,  welche  auf  zwei  mit  einander  verbundene  Körper  wirken, 
an  jedem  derselben  die  ursprünglichen  Kräfte  mit  den  an  ihm  an- 
zubringenden Gegenkräften  im  Gleichge^vichte  sein  müssen,  ohne 
diese  aber  im  GleichgcAvichte  mit  den  ursprünglichen  Kräften  am 
anderen  Körper  sind,  so  wird  von  den  an  dem  einen  Kör|>er  anzu- 
bringenden Gegenkräften  auf  ihn  dieselbe  Wirkung,  als  von  den 
zunächst  auf  den  anderen  Körper  wirkenden  Kräften,  hervorgebracht. 
Man  kann  daher  die  Gegenkräfte  auch   als  den  Ausdruck  des   von 
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den  Kräften   des  einen  Körpers  auf  den   anderen  Körper  bewirkten 
Einflusses  betrachten. 

Bei  wirklichen  und  daher  nicht  absolut  festen,  sondern  mehr 
oder  weniger  elastischen  Körpern  gibt  sich  dieser  Einfluss  durch 
eine,  wenn  auch  oft  nur  äusserst  geringe  Veränderung  in  der  gegen- 
seitigen Lage  ihrer  Theilchen  zu  erkennen,  indem  sich  die  Theilchen 
bald  etwas  naher  gebracht,  bald  etwas  weiter  von  einander  entfernt 
werden.  Diese  Veränderung  ist  an  den  Stellen  selbst,  wo  die  Körper 
mit  einander  verbunden  sind,  am  grössten,  ebenso,  als  wenn  auf 
diese  Stellen  Kräfte  wirkten,  die  das  einemal  eine  Richtung  von 
aussen  nach  innen,  das  anderemal  von  innen  nach  aussen  haben. 
Man  nennt  eine  solche  Kraft  im  ersteren  Falle  Druck  oder  Pressung, 
im  letzteren  Spannung,  oder  begreift  sie  auch  unter  dem  gemein- 
schaftlichen Namen  Pressung,  indem  man  Spannung  als  negative 
Pressung  ansieht. 

Indessen  muss  man  sich  wohl  hüten,  diese  Pressungen  mit  den 
vorigen  Gegenkräften  als  völlig  identisch  zu  betrachten.  Die  Gegen- 
kräfte ergaben  sich  nicht  als  wirklich  vorhandene  Kräfte,  sondern 
wurden  nur  als  Hülfskräfte  eingeführt,  um  damit  die  Demonstra- 
tionen zu  erleichtem  und  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  ein- 
facher darzustellen.  Die  Pressungen  dagegen  sind  Kräfte,  die  sich 
beim  Gleichgewichte  ebenso,  wie  jede  andere  Kraft,  durch  Ver- 
änderung der  gegenseitigen  Lage  der  Theilchen  der  Körper,  als 
wirklich  vorhanden  offenbaren,  und  die  daher  sowohl  hinsichtlich 
ihrer  Intensitäten,  als  ihrer  Richtungen,  jederzeit  vollkommen  be- 
stimmt sind,  während  die  Intensitäten  der  Gegenkräfte  nur  bei  sechs 
oder  weniger  Flächenberührungen  zweier  Körper,  um  bloss  dieser 
Art  der  Begegnung  zu  gedenken,  bestimmte  Werthe  haben  können 
(§.  196,  Zusätze). 

Soviel  ist  ffetvisSy  dass  im  Falle  des  Gleichgetoichtes  die  Pres- 
sunffen,  welche  ein  Körper  erleidet,  eben  so  toohl  als  die  an  ihm  af^ 
zubringenden  Gegenkräfte,  mit  den  ursprünglich  auf  ihn  wirkenden 
Kräften  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Sind  folglich  die  Gegenkräfte  nur  auf  eine  Weise  bestimmbar, 
wie  dieses  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  wenn  sich  zwei  Körper  in 
sechs  oder  weniger  Puncten  berühren,  so  muss  die  auf  jeden  ein- 
zelnen Berührungspunct  wirkende  Pressung  der  ebendaselbst  anzu- 
bringenden Gregenkraft  gleich  sein,  indem  sich  sonst  gegen  die 
Hypothese  in  den  Berührungspunctcn  noch  andere  Kräfte  anbringen 
liessen,   welche  mit  den  ursprünglichen  im  Gleichgewichte  wären. 

Berühren  sich  aber  zwei  Körper  in  mehr  als  sechs  Puncten,  so 
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werden  den  sechs,  zwischen  den  sieben  oder  mehreren  Gr^nenkraften 
bestehenden  Gleichungen  die  Pressungen,  statt  der  Gr^nenknfte  sab- 
stituirt,  zwar  ebenfalls  Genüge  leisten.  Allein  es  muss  bei  elasti- 
schen Körpern  eine  hinreichende  Anzahl  noch  anderer  Gleichungen 
geben,  aus  denen  in  Verbindung  mit  den  vorigen  sechs  die  Pres- 
sungen insgesammt  bestimmt  werden  können.  Die  Entwicklung 
dieser  anderen  Gleichungen  gehört  aber  nicht  fiir  unseren  gegen- 
wärtigen Zweck,  wo  wir  uns  bloss  mit  vollkommen  festen  Körpern 
beschäftigen. 

Allerdings  kann  man  die  Frage  aufwerfen,  ob  nicht  auch  bei 
zwei  sich  in  mehr  als  sechs  Puncten  berührenden  absolut  festen 
Körpern  an  den  Berührungspuncten  Pressungen  von  bestimmter 
Grösse  stattfinden,  und  welches  ihre  Werthe  seien.  Indessen  lässt 
sich  auf  diese  Frage  nicht  mit  Hülfe  der  Erfahrung  und  auch  nicht 
mit  Anwendung  von  Rechnung  antworten,  man  müsste  denn  das 
Gesetz  der  Pressungen,  i/^elches  bei  elastischen  Körpern  obwaltet, 
auch  bei  vollkommener  Festigkeit  der  Körper,  als  dem  Grenzzu- 
stande der  Elasticität,  noch  gelten  lassen,  oder  irgend  ein  neues 
Gesetz  zu  Hülfe  nehmen,  dessen  Grründe  aber  nur  metaphysisch  sein 
könnten. 

Wie  dem  aber  auch  sein  mag,  so  kann  uns  diese  Unsicherheit 
in  Bestimmung  der  Pressungen  wenig  kümmern,  da  wir  es  im  Vor- 
liegenden nicht  mit  eigentlichen  Pressungen,  sondern  nur  mit  Hülfs- 
kräften  zu  thun  haben,  die  aber  inskünftige,  um  dem  gewöhnlichen 
Sprachgebrauche  nicht  entgegen  zu  sein,  statt  Gegenkräfte,  ebenfalls 
Pressungen  genannt  werden  sollen. 


Gleichgewicht  an  einem  nicht  völlig  frei  beweglichen 

Körper. 

§.  201.  Die  in  dem  Vorhergehenden  entwickelte  Theorie  des 
Gleichgewichtes  zweier  mit  einander  verbundener  Körper  wollen  wir 
schliesslich  durch  einige  Beispiele  erläutern.  Dabei  werden  wir  den 
einen  der  beiden  Körper  als  unbeweglich  annehmen,  indem,  wenn 
auch  er  beweglich  ist,  zum  Gleichgewichte  des  Ganzen  nur  noch 
erfordert  wird,  dass  die  Kräfte  an  beiden  Körpern,  als  auf  einen 
einzigen  wirkend,  sich  das  Gleichgewicht  halten  (§.  199). 

Sei  der  bewegliche  Körper  mit  dem  unbeweglichen  zuerst  nur 
in  einem  Puncte  verbunden.     Welches   nun   auch  diese  Verbindung 
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sein  mag,  so  ist  die  zum  Gleichgewichte  stets  nöthige  Bedingung, 
dass  die  an  dem  beweglichen  Körper  wirkenden  Kräfte  eine  einzige 
den  Punct  treffende  Resultante  haben.  Ist  daher  in  Bezug  auf  drei 
coordinirte  Axen  das  System  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte, 
wie  im  Früheren,  durch  A,  J5,  C,  Z,  Jtf",  N  gegeben,  ist  (a,  6,  c)  der 
Punct  der  Begegnung  und  (U,  F,  W)  die  ihn  treffende  Resultante 
der  Kräfte  oder  die  Pressung  daselbst,  so  hat  man  nach  §.  69  die 
Gleichungen: 

A=U,        L  =bW—cV, 

B=  V,        M  =  cU  —aW, 

C=W,        N  =  aV  —bU  . 

Hieraus  die  auf  die  Pressung  sich  beziehenden  Grössen  J7,  V,  W 
eliminirt,  ergeben  sich  die  Bedingungsgleichungen: 

L  =  bC—cB  ,        M=cA-'aC  ,         N=aB  —  bA  , 

oder  einfacher: 

Z  =  0  ,         M=0  ,        N=0  , 

sobald  der  Punct  der  Begegnung  zum  Anfangspuncte  der  Coordi- 
naten  genommen  wird.  Die  auf  ihn  ausgeübte  Pressung  aber  ist 
{A,  B,  C).     Wenn  nun 

1)  eine  Ecke,  oder  überhaupt  ein  bestimmter  Punct  des  beweg- 
lichen Körpers,  mit  einem  bestimmten  Puncto  des  unbeweglichen 
verbunden  ist,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  wenn  ein  be- 
stimmter Punct  eines  Körpers  unbeweglich,  der  Körper  selbst  aber 
um  ihn  nach  allen  Richtungen  drehbar  ist,  so  kann  die  Richtung 
der  Pressung  jede  beliebige  sein  (§.  198, 4).  Die  drei  erhaltenen 
Bedingungsgleichungen 

L  =  0  ,         M=0  ,         JV=0 

sind  daher  in  diesem  Falle  die  einzigen,  d.  h. 

Zum  Gleichffetoichte  eines  Körpers,  der  einen  unbevoeglichen  Punct 
hatj  ist  es  nöthig  und  hinreichend,  dass  in  Bezug  au/  jede  von  drei 
sich  in  dem  Puncte  schneidenden  und  nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
Axen  das  Moment  der  Kräfte  Null  ist. 

2)  Ist  die  Betoeglichkeit  eines  Körpers  dadurch  beschränkt,  dass 
ein  bestimmter  Punct  desselbe?^  in  einer  unbeweglichen  Linie  zu  ver- 
harren, oder  dass  eine  bestimmte  Linie  desselben  einem  unbeweglichen 
Puncte  zu  begegnen  genöthigt  ist,  so  unrd  zum  Gleichgewichte  er/ordert, 
dass  die  Kräfte  eine  die  Linie  in  dem  Puncte  rechtvnnklig  treffende 
Resultante  hohen  (§.  198,  3). 

Lässt  man  daher  den  Punct,  wie  vorhin,  mit  dem  Anfangspuncte 
der  Coordinaten,  und  die  Linie,  oder  ihre  Tangente  in  diesem  Puncte, 
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wenn  die  Linie  krumm  ist,  mit  der  Axe  der  x  zusammenÜEÜlen,  so  ist 
bei  Annahme  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  die  Resultante 
in  der  Ebene  der  yz  enthalten,  und  daher  {7=0.  Hierdurch  kommt, 
wegen  ^  =  17,  zu  den  vorigen  drei  Bedingungsgleichungen 

i  =  0  ,        M={)  ,         iV=0 

noch  die  vierte 

d.  h.  es  mu88  noch  die  Summe  der  nach  der  Linie,  oder  ihrer  Tmi- 
gente  im  Begegnungspuncte^  geschätzten  Kräfte  Null  sein, 

3)  Ist  ein  bestimmter  Punct  eines  Körpers  in  einer  unbeweglichen 
Fläche  beioeglich^  oder  eine  Fläche  des  Körpers  einem  unbeweglichen 
Puncte  zu  begegnen  genöthigt,  so  muss  die  Resultante  der  Kräfte  die 
Fläche  im  Begegnungspuncte  normal  treffen. 

Es  muss  folglich,  wenn  der  Punct  wiederum  zum  Anfangspuncte 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  genommen,  und  wenn  die 
Fläche  von  der  Ebene  der  a:,  y  daselbst  berührt  wird,  die  Resultante 
in  die  Axe  der  z  fallen,  woraus  Z7=  0  und  V  =  0  folgen.  Ausser 
den  obigen  Bedingungsgleichungen 

i  =  0  ,         M=0  ,         iV=0  , 

müssen  daher  jetzt  noch  die  zwei: 

^  =  0  ,         J5  =  0 

erfüllt  werden,  d.  h.  es  muss  noch  die  Summe  der  Kräfte,  nach  irgend 
zwei  in  der  Berührungsebene  gezogenen  und  sich  schneidenden  Geraden 
geschätzt,  beidemale  Null  sein, 

§.  202.  Wird  ein  Körper  in  zweien  seiner  Puncte  F  und  F 
an  der  Bewegung  gehindert,  so  müssen  beim  Gleichgewichte  sämmt- 
liche  Kräfte  sich  auf  zwei  diese  Puncte  treffende  Kräfte  zurück- 
führen lassen.  Nimmt  man  daher  F'  zum  Anfangspuncte  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems,  F' F  zur  Axe  der  x,  setzt 
F'F  =  a  und  bezeichnet  die  auf  F  und  F'  gerichteten  Resultanten 
oder  die  Pressungen,  welche  diese  Puncte  erleiden,  durch  {l\  V,  W), 
{U'j   V\   W')^  so  muss  sein: 

i  A=  U+U'  ,        Z  =  0  , 

{A)  \b=V+V',         M=—aW, 

I   C=  W+W  ,         N=aV  . 

Hieraus  folgt: 

1)  Wenn  F  und  F'  völlig  unbeweglich  angenommen  werden,  so 
lässt  sich  über  die  Richtungen  der  Pressungen  im  Voraus  nichts  be- 
stimmen, und  es  gibt  daher  zwischen  f;  V^  JF,  U\  V\  W  keine  ande- 
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ren  Relationen,  als  die,  welche  aus  jenen  Gleichungen  selbst  hervor- 
gehen. Hieraus  können  aber  blos  V,  V\  W,  W,  d.  i.  die  in  F 
und  F'  auf  FF'  normalen  Theile  der  Pressungen  bestimmt  werden ; 
dagegen  findet  sich  von  den  längs  der  Linie  FF*  selbst  gerichteten 
Pressungen  U  und  U'  nur  die  Summe,  ^7+  U'  =  A,  und  es  bleibt 
2/  ==  0,  als  die  einzige  von  den  Pressungen  freie  Gleichung,  als  Be- 
dingung des  Gleichgewichtes,  zurück,  woraus  wir  schliessen: 

Zum  Gleichgemchte  eines  an  einer  unbeu)egliche7i  Axe  (FF')  he- 
festigten  Körpers  ist  es  nöthig  und  hinreichend^  dass  das  Mometit  der 
Kräfte  in  Bezug  auf  diese  Axe  Null  ist. 

2)  Ist  nur  der  Punct  F'  unbeweglich,  F  aber  in  einer  unbeweg- 
lichen Linie  beweglich,  und  macht  die  in  F  an  diese  Linie  gezogene 
Tangente  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  a,  ßj  yj  so  kommt, 
weil  die  Pressung  [Uj  Vy  W)  auf  der  Linie  normal  sein  muss,  noch 
die  Gleichung 

U  cos  a-\-V  cos  ß  +  W  cos  y  =  0 

hinzu.  Hiennit  erhalten  wir  zu  der  vorigen  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes i  =  0,  zwar  keine  neue,  aber  es  hört  nun  die  Unbe- 
stimmtheit von   U  und   U'  auf. 

Doch  ist  hiervon  der  Fall  auszunehmen,  wenn  cos  er  =  0  und 
daher  die  Linie  auf  FF'  normal  ist.  Lassen  wir  alsdann  grösserer 
Einfachheit  willen  die  Tangente  der  Linie  mit 
der  Axe  der  y  parallel  sein ,  setzen  also  noch 
cos  y  =  0 ,  so  wird  F  =  0 ,  und  es  entsteht 
noch  die  Bedingungsgleichung:  iV=  0;  die  Un- 
bestimmtheit zwischen  U  und  IT'  aber  dauert 
fort,  und  wir  folgern  hieraus: 

Ist  ein  Punct  F'  eines  Körpers  unbeweglich 
und  ein  anderer  Punct  F  desselben  in  einer  unbe- 
toeglichen   Linie    beweglich ,    deren    Tangente   FG 
(vergl.  Fig.  50)  auf  F'F  normal  ist,  so  muss  beim  Gleichgewichte  das 
Moment  det*  auf  den  Körper   unrkenden  Kräfte  sowohl  rücksichtlich 
der  Linie  F'F.   als  rücksichtlich  der  auf  der  Ebene  F'FG  in  F'  zu 
errichtoiden  Normalen  F'H  Null  sein. 

Durch  die  Nullität  des  Momentes  in  Bezug  auf  FF'  wird,  wie 
in  1),  die  Drehung  des  Körpers  um  diese  Axe  aufgehoben.  Es  er- 
heUt  aber  nicht  sogleich,  warum  auch  in  Bezug  auf  F'H  das 
Moment  Null  sein  soll,  da  doch  bei  der  Unbeweglichkeit  der  Linie, 
in  welcher  F  beweglich  ist ,  der  Körper  sich  nicht  um  F'H  drehen 
lässt,  wenigstens  nicht  im  Allgemeinen,  sondern  nur  in  dem  spe- 
ciellen  Falle,   wenn  die  Linie  der  Bogen   eines  aus  F'^   als  Mittel- 


304  Lehrbuch  der  Statik.    Zweiter  TheiL  §.  202. 

punct,  mit  dem  Halbmesser  F'F  in  der  Ebene  F'FG  beschriebe- 
nen Kreises  ist.  Indessen  kann  man  doch,  wenn  die  Linie  irgend 
eine  andere  Curve  ist,  die  der  Annahme  gemäss  von  FG  berührt 
wird,  das  bei  dem  Puncte  F  befindliche  Element  der  Curve  als  das 
Element  eines  aus  F'  beschriebenen  Kreises  betrachten,  und  der 
Körper  kann  folglich  jederzeit,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nur  um 
ein  unendlich  Geringes,  um  F'H  als  Axe  gedreht  werden.  —  Die 
Rechnung  gibt  uns  daher  ein  genaueres  Resultat,  als  wir  erwartet 
hatten,  indem  sie  den  Körper  selbst  vor  einer  unendlich  kleinen 
Drehung  zu  sichern  sucht.  Die  Betrachtung  von  dergleichen  un- 
endlich kleinen  Beweglichkeiten  ist  besonders  in  rein  geometrischer 
Hinsicht  von  Interesse,  und  wir  werden  deshalb  diesem  Gegenstande 
späterhin  (Kapitel  V)  eine  specielle  Untersuchung  widmen. 

3)  Sind  beide  Puncte  F  und  F'  in  gegebenen  Linien  beweglich, 
so  hat  man,  wenn  die  Richtungen  derselben  bei  F  und  F'  durch 
die  Winkel  a,  ß,  y  und  a',  ß',  y'  gegeben  sind,  nächst  den  sechs 
Gleichungen  (-4),  noch  folgende  zwei: 

U  cos  a  +  V  cos  ß  -{-W  cos  y  =  0  , 

Z7'  cos  a'+  r'cos  ß'^  TT'cos  y  =  0  ; 

und  es  lassen  sich  jetzt  nicht  nur  sämmtUche  Pressungen  vollkommen 
bestimmen,  sondern  man  erhält  auch  noch  zu  X  =  0  eine  neue  Be- 
dingungsgleichung. Sind  z.  B.  F  und  F'  in  der  Axe  der  :r,  also  in 
FF'  selbst,  beweglich,  so  werden  17=  0,  U'=0,  und  daher  A  =  0 
die  neue  Bedingung,  d.  h.  die  Summe  der  nach  der  Richtung  von 
FF'  geschätzten  Kräfte  muss  Null  sein. 

Können  die  in  der  Axe  der  x  befindlichen  Puncte  F  und  F' 
sich  in  ParaDellinien  mit  der  Axe  der  y  bewegen,  so  sind  die  Pres- 
sungen parallel  mit  der  Ebene  der  x,  z,  mithin  V  =  0  und  V'=  0, 
und  es  werden  damit  5  =  0 ,  iV  =  0.  In  diesem  speciellen  Falle 
kommen  also  zu  i  =  0,  statt  einer,  noch  zwei  Bedingungsgleichungen 
hinzu.  Die  Erfüllung  der  einen,  J5=  0,  hebt  die  mit  der  Axe  der 
y  parallele  Bewegung  auf;  durch  die  andere,  iV=  0,  wird  ähnlicher- 
weise, wie  in  2),  eine  hierbei  noch  mögliche  unendlich  kleine  Drehung 
um  die  Axe  der  z  gehindert. 

4)  Berührt  der  Körper  mit  beiden  Puncten  eine  Ebene,  z.  B. 
die  Ebene  der  x,  y,  so  haben  die  Pressungen  eine  auf  derselben 
normale  Richtung;  es  werden  folglich 

U=  0  ,         V=  0  ,         U'=  0  ,         V'=  0  , 
und  man  erhält  damit 

^  =  0,         J5  =  0,         i  =  0,         iV=0, 
als  Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 
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8.  203.  Betrachten  \vir  noch  einen  in  drei  Puncten  F,  F',  F' 
an  seiner  Bewegung  gehinderten  Körper.  Seien  diese  Puncte : 
(a,  b,  c),  (a',  b',  c'),  (0,  0,  0),  so  dass  F"  der  Anfangspunct  der  Coor- 
dinaten  ist.  Die  Pressungen  in  /•',  F',  F"  seien  (U,  V,  W), 
(V,  V,  W),  (U",  V",  W"),  und  man  hat  alsdann  nachstehende 
sechs  Gleichungen: 

lA  =U  +  U'  +  U"  , 

B  =  V  +  V'  +V"  , 

C  =  W+  W'+  W" , 

L  =  bW—cV  +b'W'—c'V'  , 

M  =  cU  —aW+c'U'—a'W, 

N  =aV  —bU  +a'V'  —  b'U'  . 


{B) 


Da  sich  aus  ihnen  allein  die  Pressungen  nicht  eliminirc7h  lassen^ 
so  gibt  es ,  wmiri  die  drei  Puncte  unbeweglich  sind ,  im  Allgemeinen 
keilte  Bedingung  des  Gleich geicichtes,  und  der  Körper  ist  ebenfalls  un- 
beweglich\  was  auch  schon  daraus  erhellt,  dass  die  bei  zwei  unbe- 
weglichen Puncten  noch  übrig  bleibende  Axendrehung  durch  die 
Annahme  eines  dritten  unbeweglichen  Punctes  ausserhalb  der  Axe 
vollkommen  aufgehoben  wird.  —  Die  Pressungen  selbst  bleiben  zum 
Theil  unbestimmt. 

Lässt  man  die  Puncte  in  gegebenen  Linien  beweglich  sein, 
so  kommen  drei  neue  Gleichungen  z^vischen  den  neun  Grössen 
IT,  ...,  W"  hinzu,  und  man  hat  somit  neun  Gleichungen,  aus  denen 
man  diese  neun  Grössen,  also  die  drei  Pressungen  ihrer  Intensität 
und  Richtung  nach,  bestimmen  kann.  Eine  von  den  Pressungen 
freie  Gleichung  lässt  sich  aber  damit  noch  nicht  finden,  und  der 
Körper  ist  folglich  auch  jetzt  noch  unbeweglich. 

Eine  Ausnahme  hiervon  findet  statt,  wenn  die  drei  Linien  ein- 
ander parallel  sind,  als  wodurch  der  Körper  selbst  parallel  mit  ihnen 
beweglich  wird.  Lässt  man  sie  z.  B.  parallel  mit  der  Axe  der  z 
sein,  so  werden 

welches  die  Bedingung:  (7=0  gibt,  d.  h.  die  Summe  der  nach  den 
Richtungen  der  Parallellinien  geschätzten  Kräfte  muss  Null  sein. 

Wenn  endlich  der  Körper  mit  den  drei  Puncten  eine  Ebene, 
es  sei  die  der  x,  y,  berührt,  und  folglich  die  Puncte  in  dieser  Ebene 
beweglich  sind,  so  hat  man  c  =  0,  c'=  0,  und  noch  ausserdem, 
weil  dann  die  Pressungen  die  Ebene  normal  treffen: 

r=o,    c^'=o,    J7"=o,    r=o,    r'=o,    r"=o. 

M öl) in  8  Werke  m.  20 
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Hiermit  finden  sich  aus  den  Gleichungen  {B)  die  Bedingungen: 

^  =  0,         5  =  0,         iV=0. 

Die  drei  übrigen  Gleichungen  werden: 

C  =  W+  W'+  W"  , 
L  =  bW+VW\        M=—aW—a'W', 

und  hieraus  lassen  sich  die  drei  auf  der  Ebene  normalen  Pressungen 
W,   W\   W  bestimmen. 

Liegen  die  drei  Puncte,  in  denen  der  Körper  die  Ebene  der 
ar,  y  berührt,  in  einer  Geraden,  z.  B.  in  der  Axe  der  x,  so  hat  man 
noch  J  =  0  und  i'=  0  zu  setzen.  Hierdurch  verwandelt  sich  die 
zweite  Gleichung  für  die  Pressungen  in  eine  vierte  Bedingung  fiir  das 
Gleichgewicht:  X  =  0,  d.  h.  es  muss  noch  das  Moment  der  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  Gerade,  in  welcher  die  Puncte  liegen.  Null  sein. 
Die  drei  Pressungen  aber  lassen  sich  aus  den  für  sie  noch  übrig 
bleibenden  zwei  Gleichungen  nicht  mehr  vollkommen  bestimmen. 

§.  204.  Zusatz.  Wenn  der  Körper  bloss  parallel  mit  der 
Axe  der  z  beweglich  ist,  so  dass  jeder  Punct  desselben  eine  Parallele 
mit  dieser  Axe  beschreibt,  so  ist  nach  §.  203  (7=0  die  Bedingung 
des  Gleichgewichtes.  Eben  so  ist  -4  =  0  oder  B  =  Q  die  Bedingung, 
wenn  der  Körper  bloss  parallel  mit  der  Axe  der  x  oder  der  y  fort- 
gerückt werden  kann. 

Lässt  sich  der  Körper  bloss  um  die  Axe  der  x  drehen,  so  dass 
jeder  seiner  Puncte  keine  andere  Linie,  als  einen  Kreis  um  diese 
Axe  beschreiben  kann,  so  ist  X  =  0  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes (§.  202);  und  auf  gleiche  Art  ist  3f  =  0  oder  iV*=  0  die 
Bedingung,  wenn  der  Körper  nur  um  die  Axe  der  y  oder  der  z 
gedreht  werden  kann. 

Den  sechs  Gleichungen 

^  =  0,     5  =  0,     C=0,     X  =  0,     3f=0,     iV=0 

entsprechen  daher  resp,  die  Fortbewegungen  des  Körpers  längs  der 
Axen  der  Xy  y,  z  und  die  Drehungen  um  dieselben  Axen  dergestalt j 
dass  wenn  der  Körper  nur  einer  dieser  sech^  Betcegungen  folgen  kann, 
die  derselben  entsprechende  Gleichung  es  ist,  tcodurch  das  Gleichgeioicht 
der  auf  den  Körper  toirkenden  Kräfte  bedifigt  wird. 

Diese  drei  fortrückenden  und  drei  drehenden  Bewegungen  sind 
von  einander  vollkommen  unabhängig,  d.  h.  man  kann  einen  Körper 
mit  einem  oder  mehreren  anderen  ganz  oder  zum  Theil  unbeweg- 
lichen Körpern  immer  so    verbinden,    dass   er  nur  an  einer   dieser 
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sechs  Bewegungen,  oder  an  etlichen  derselben,  welche  man  will, 
Theil  nehmen,  keiner  der  übrigen  aber  folgen  kann. 

So  wie  nun,  wenn  der  Körper  nur  einer  einzigen  der  sechs  Be- 
wegungen fähig  ist,  die  dieser  Bewegung  entsprechende  Gleichung 
die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist,  so  sind  auch,  wenn  der 
Körper  zwei  oder  mehrere  der  sechs  Bewegungen  zugleich  annehmen 
kann,  an  den  übrigen  aber  gehindert  ist,  die  den  mögKchen  Bewe- 
gungen entsprechenden  Gleichungen  die  nöthigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 

Berührt  z.  B.  ein  Körper  in  drei  Puncten,  welche  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  eine  unbewegliche  Ebene  und  wird  diese  zur  Ebene 
der  x^  y  genommen,  so  sind  damit  von  den  sechs  Bewegungen  auf- 
gehoben: die  mit  der  Axe  der  z  parallele  Fortrückung  und  die 
Drehungen  um  die  Axen  der  x  und  der  y;  dagegen  kann  der  Körper 
noch  parallel  mit  den  Axen  der  x  und  der  y  bewegt  und  um  die 
Axe  der  z  gedreht  werden.  Von  den  sechs  Gleichungen,  welche 
beim  Gleichgewichte  eines  vollkommen  frei  beweglichen  Körpers  er- 
füllt sein  müssen,  sind  daher  die  drei: 

durch  das  Hindemiss,  welches  die  Ebene  der  Bewegung  des  Körpers 
entgegenstellt,  schon  als  erfüllt  anzusehen,  und  es  bleiben  noch  die 
drei: 

^  =  0  ,         jB  =  0  ,         N=Q 

als  zu  erfüllende  Bedingungen  übrig  (vergl.  §.  203). 

Ist  nur  ein  Punct  des  Körpers  unbeweglich,  so  kann,  diesen 
Punct  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten  genommen,  der  Körper 
um  jede  der  drei  Axen  gedreht,  aber  keiner  entlang  verschoben 
werden.     Die  Bedingungen  sind  aber  in  diesem  Falle: 

X  =  0  ,        3f=0  ,         N=^ 
(§.  201). 

Kann  umgekehrt  der  Körper  um  keine  Axe  gedreht,  aber  nach 
jeder  beliebigen  Richtung  parallel  mit  seiner  anfänglichen  Lage  fort- 
bewegt werden,  so  ergeben  sich  auf  gleiche  Art: 

^  =  0  ,         jB  =  0  ,         (7=0  , 
als  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 


20* 
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Zweites  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  bei  einer  beliebigen  Anzahl 
mit  einander  verbundener  Körper. 


§.  205.  Durch  die  im  ersten  Kapitel  entwickelte  Theorie  des 
Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  welche  auf  zw^ei  mit  einander 
verbundene  Körper  wirken,  sind  wir  genugsam  vorbereitet,  um  so- 
gleich zur  Untersuchung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in 
dem  ganz  allgemeinen  Falle  übergehen  zu  können,  wenn  eine  be- 
liebige Anzahl  mit  einander  verbundener  Körper  der  Wirkung 
von  Kräften  unterworfen  ist.  Folgende  Betrachtungen  werden  uns 
zu  diesen  Bedingungen  hinfähren. 

1)  Denken  >vir  uns  ein  System  von  mehr  als  zwei  Körpern 
a,  J,  c,  dy  . . . ,  von  denen  jeder,  wie  wir  fürs  erste  annehmen  wollen, 
frei  beweglich  ist  und  mit  einem  oder  mehreren  oder  auch  allen 
übrigen,  sei  es  in  einem  oder  in  mehreren  Puncten  zusammentri£ft. 
Mehrerer  Gleichförmigkeit  wegen  wollen  wir  die  Körper  nur  durch 
gegenseitiges  Berühren  ihrer  Flächen  mit  einander  verbunden  an- 
nehmen, als  worauf  sich  nach  §.  19S  alle  übrigen  Arten  des  Zu- 
sammentreffens zurückführen  lassen.  Endlich  sollen  an  zwei,  oder 
mehreren,  oder  allen  Körpern  Kjäfte  angebracht  und  soll  das  Ganze 
im  Gleichgew icht€  sein. 

2)  Man  bringe  an  den  Stellen,  in  denen  einer  der  Körper,  ö,  die 
anderen  i,  r,  ...  berührt,  zwischen  ihm  und  den  anderen  Körpern 
Zwischenpuncte  -4,  A\  A'\  ...  an  (§.  194),  lasse  diese  unbeweglich 
werden  und  entferne  hierauf  den  Körper  a.  Das  Gleichgewicht  wird 
dadurch  nicht  verloren  gehen,  da  durch  die  unbeweglich  angenom- 
menen Zwischenpuncte  aller  Einfluss  von  a  auf  J,  r,  ...,  und  um- 
gekehrt, aufgehoben  ist. 

3)  Sei  b  einer  der  von  a  berührten  Körper  und  A  einer  der 
zwischen  a  und  ö  gesetzten  Zwischenpuncte.  Nach  Wegnahme  von 
a  lasse  man  A  in  der  Fläche  von  ö  beweglich  werden.  Geht  hier- 
durch das  Gleichgewicht  verloren,  so  muss  es  möglich  sein,  an  A 
eine  das  Gleichgewicht  wieder  herstellende  Kraft  P  anzubringen 
(§.  190,  ni),  und  diese  Kraft  muss  auf  der  Fläche  von  b  normal  sein, 
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indem  sonst,  wenn  b  unbeweglich  gesetzt  würde,  A  auf  b  nicht  in 
Ruhe  bleiben  könnte  (§.  1 92,  a).  Auch  kann  man  die  Kraft  P  an 
der  Fläche  von  h  selbst,  da,  wo  sich  A  befindet,  anbringen  und  so- 
dann den  Z>vischenpunct  A,  als  überflüssig,  wegnehmen. 

4)  Man  entferne  demnach  den  unbeweglichen  Z>vischenpunct  A 
und  setze,  wo  nöthig,  statt  desselben  eine  auf  h  normale ,  das  Gleich- 
gewicht herstellende  Kraft  P.  Auf  gleiche  Weise  entferne  man 
nach  und  nach  alle  übrigen  Zwschenpuncte  A\  A'\  ...  und  bringe 
statt  ihrer  an  den  Flächen  von  J,  c,  ...,  wo  sie  sich  befanden,  d.  i. 
an  den  Berührungspuncten  dieser  Flächen  mit  a,  die  zur  Erhaltung 
des  Gleichge^vichtes  nöthigen,  auf  den  Flächen  normalen  Kräfte 
P\  P\  ...  an. 

5)  Somit  sind  jetzt  an  dem  Systeme  von  J,  r,  ...  die  ursprüng- 
lich auf  diese  Körper  wirkenden  Kräfte  mit  den  hinzugefügten 
P,  P\  ...  im  Gleichgewichte.  Da  nun  bei  dem  Systeme  sämmt- 
licher  Körper  a,  b,  c,  ...  die  ursprünglichen  Kräfte  an  6,  c,  ...  mit 
den  Kräften  an  a  im  Gleichgewichte  sind,  so  sind  die  Kräfte  an  a 
mit  P,  P\  ...  gleichwirkend,  und  es  muss  a  für  sich  ins  Gleich- 
gewicht kommen,  wenn  an  ihm  noch  die  Kräfte  P,  P',  ...,  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  genommen,  angebracht  werden.  Dies 
liefert  uns  folgendes  Resultat: 

Sind  Kräfte,  welche  auf  ein  System  sich  berührender  frei  be- 
weglicher Körper  e/,  J,  c,  ...  wirken,  im  Gleichgewichte,  so  ist  es 
möglich,  an  den  Stellen,  in  denen  irgend  einer  der  Körper,  a,  die 
übrigen  J,  r,  ...  berührt,  Gegenkräfte  (§.  195)  von  solcher  Intensität 
anzubringen,  dass  sowohl  der  Körper  a  für  sich,  als  das  System  der 
einander  berührenden  Körper  b,  c,  ...  für  sich,  in  den  Zustand  des 
Gleichge>vichtes  kommt. 

6)  Man  bringe  nun  an  dem  Systeme  von  a,  i,  c,  rf,  ...,  wie  es 
ursprünglich  gegeben  war,  diese  Gegenkräfte  wirklich  an.  Wegen 
des  Gleichgewichtes,  welches  hierdurch  das  System  von  6,  c,  c?,  ... 
für  sich  erlangt,  kann  man  gleicher  Weise  an  den  Berührungsstellen 
eines  dieser  Körper  h  mit  den  übrigen  c,  c?,  ...  solche  Gegenkräfte 
hinzufügen,  dass  nächst  a  noch  b  für  sich  und  das  System  von 
r,  d,  ...  für  sich  im  Gleichgewichte  sind.  Durch  Wiederholung  des- 
selben Verfahrens  an  dem  Systeme  von  c ,  d,  ...  kann  man  es  ferner 
bewirken,  dass  ausser  a  und  b  noch  c  für  sich  und  das  System  der 
noch  übrigen  Körper  d,  ...  für  sich  ins  Gleichgewicht  kommen,  und 
kann  diese  Operation  so  lange  fortsetzen,  bis  jeder  Körper  des  an- 
fänglichen Systems  einzeln  im  Gleichgewichte  ist.  Alsdann  sind 
nach  und  nach  an  allen  Stellen,  in  denen  zwei  Körper  des  Systems 
sich  berühren,    und  wo   es    nach    3)    für    nöthig   zu    erachten    war. 
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Gegenkräfte  hinzugesetzt  worden,  und  man  hat  somit  folgende,  der 
in  §.  196  für  nur  zwei  Körper  erhaltenen  ganz  analoge  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht  des  Systems  gefunden: 

Sollen  Kräfte,  welche  auf  ein  System  einander  berührender  und 
an  sich  frei  beweglicher  Körper  wirken,  einafider  das  Gleichgewicht 
halten,  so  muss  es  möglich  sein,  an  den  Berührungsstellen  der  Körper 
Gegenkräfte  von  solcher  Intensität  anzubringen,  dass  an  jedem  Körper 
besonders  die  ursprünglichen  Kräfte  mit  den  an  ihm  angebrachten  im 
Gleichgewichte  sind. 

Dass  diese  nothwendige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  auch 
stets  hinreichend  ist,  wird  ebenso,  wie  im  §.  196  be^desen.  Lassen 
sich  nämlich  an  dem  Systeme  der  einander  berührenden  Körper 
solche  Gegenkräfte  hinzufügen,  dass  jeder  einzelne  Körper  ins 
Gleichgewicht  kommt,  und  somit  auch  das  ganze  System  im  Gleich- 
gewichte ist,  so  muss  das  System  auch  ohne  Anbringung  von  Gegen- 
kräften im  Gleichgewichte  sein,  da  je  zwei  zusammengehörige  Gegen- 
kräfte für  sich  im  Gleichgewichte  sind,  und  daher  jedes  dieser  Paare 
ohne  Störung  des  Gleichgewichtes  des  Systems  wieder  entfernt  wer- 
den kann. 

§.  206.  Nachträgliche  Bemerkungen,  a)  Nachdem  bei 
den  Berührungsstellen  von  a  mit  b,  c,  ...  unbewegliche  Zwischen- 
puncte  A,  A,  . . .  eingeschoben,  der  Körper  a  abgesondert  und  hier- 
auf A  in  der  Fläche  von  b  beweglich  angenommen  worden  war, 
wurde  im  Falle,  dass  durch  die  Beweglichkeit  von  A  das  Gleichge- 
wicht verloren  ging,  an  A  eine  auf  h  normale,  das  Gleichgewicht 
wieder  herstellende  Kraft  P  angebracht. 

Geht  das  Gleichgewicht  dadurch,  dass  man  A  beweglich  macht, 
nicht  verloren,  so  können  zwei  Fälle  eintreten.  Denn  entweder 
sind  die  noch  übrigen  unbeweglichen  Puncte  Ä,  A'\  ...  in  solcher 
Anzahl  und  Lage  vorhanden,  dass  keine  auch  noch  so  grosse  an  A 
angebrachte  und  auf  b  normal  gerichtete  Kraft  Bewegung  hervor- 
bringen kann;  oder  es  ist  jede  auch  noch  so  geringe  Intensität  die- 
ser Kraft  vermögend,  das  bestehende  Gleichgewicht  aufzuheben. 
Letzterer  Fall  ereignet  sich  z.  B.  dann,  wenn  a  nur  einen  der  übri- 
gen Körper  berührt,  und  wenn  die  auf  a  ursprünglich  wirkenden 
Kräfte  für  sich,  also  auch  die  ursprünglichen  Kräfte  an  J,  r.  ... 
unter  einander,  im  Gleichgewichte  sind. 

Im  letzteren  Falle  ist  daher  die  an  A  anzubringende  Kraft  noth- 
wendiger  Weise  gleich  Null;  dagegen  kann  man  im  ersteren  an  A 
eine  Kraft  P  von  beliebiger  Intensität    setzen,    und    ebenso    ist   es 
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möglich,  dass  noch  an  einigen  der  übrigen  Zwischenpuncte  A']  A",  . . . , 
nachdem  sie  in  den  Flächen,  welche  sie  berühren,  beweglich  gemacht 
worden,  normale  Kräfte  P',  P",  ...  von  willkürlicher  Intensität  an- 
gebracht werden  können. 

Statt  also  nach  §.  205  an  denjenigen  unter  den  Puncten  Aj 
A\  .  . . ,  durch  deren  Beweglichmachung  das  Gleichgewicht  noch 
nicht  verloren  geht,  keine  Kräfte  anzubringen,  kann  man,  grösserer 
Allgemeinheit  willen,  jedoch  mit  Ausnahme  des  letzteren  der  oben 
gedachten  zwei  Fälle,  normale  Kräfte  P,  P',  ...  von  ^villkürlicher 
Intensität  auf  sie  wirken  lassen  und  hiernach  die  zur  Erhaltung  des 
Gleichgewichtes  nöthigen  Intensitäten  der  Kräfte  an  den  noch  übri- 
gen Puncten  bestimmen.  Bringt  man  hierauf  sämmtliche  Kräfte 
P,  P',  ...  an  den  Flächen  von  i,  r,  ...  selbst,  und  an  dem  wieder 
hinzugefügten  Körper  a  die  direct  entgegengesetzten  — P,  — P',  ... 
an,  so  wird  nunmehr  ebenso,  wie  vorhin,  sowohl  a,  als  das  System 
von  i,  Cj  ...,  jedes  für  sich,  im  Gleichgewichte  erhalten.  Auf  gleiche 
Weise  kann  man  auch  hinsichtlich  der  an  b  und  c,  dj  ...  anzu- 
bringenden Gegenkräfte  zu  Werke  gehen  u.  s.  w.  Die  daraus  zuletzt 
sich  ergebende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Systems 
aber  ist  mit  der  in  §.  205  ausgesprochenen  einerlei. 

b)  In  §.  205,  4  wurde  gezeigt,  wie  nach  Wegnahme  irgend  eines 
der  Körper,  a,  von  den  übrigen  6,  c,  ...  diese  übrigen  ein  System 
bilden,  welches  durch  Anbringung  der  Kräfte  P,  P',  ...  für  sich 
ins  Gleichgewicht  kommt.  Es  kann  aber  auch  geschehen,  dass  die 
nach  Wegnahme  von  a  übrig  bleibenden  Körper,  statt  eines,  zwei 
oder  mehrere  Systeme  ausmachen,  welche  vorher  durch  a  zu 
einem  einzigen  vereinigt  waren.  Die  Bündigkeit  der  nachfolgenden 
Schlüsse  wird  hierdurch  keineswegs  beeinträchtigt.  Denn  ebenso, 
wie  vorhin,  wird  auch  in  diesen  Fällen  das  Gleichgewicht  bei  jedem 
der  einzelnen  Systeme,  welche  nach  Wegnahme  von  a  entstehen, 
durch  die  unbeweglichen  Puncto  A,  A\  ...  und  nach  Absonderung 
dieser  Puncte  durch  die  normalen  Kräfte  P,  P',  ...  erhalten;  an  a 
selbst  aber  werden  gleichfalls,  wie  vorhin,  die  ursprünglichen  Kräfte 
mit  — P,  — P',  ...  im  Gleichgewichte  sein. 

§.  207.  In  dem  Bisherigen  wurde  jeder  Körper  des  Systems 
als  frei  beweglich  angenommen.  Setzen  wir  jetzt,  der  in  §.  205  be- 
trachtete Körper  a  sei  unbeweglich,  und  somit  jeder  der  übrigen  nur 
innerhalb  gewisser  Grenzen  beweglich,  so  erhellt  ebenso,  wie  dort, 
dass,  wenn  das  System  im  Gleichgewichte  ist,  sich  in  den  Berüh- 
rungspuncten  von  a  mit  den  übrigen  Körpern  b,  c,  ...  normale  Ejräfte 
P,  P',  ...  an  J,  c,  ...   anbringen  lassen,  so  dass  diese  Körper  auch 
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nach  Wegnahme  von  a  in  Ruhe  bleiben.     Ein  Gleiches  gilt,   wen  -^" 
mehrere  Körper  des  Systems  unbeweglich  angenommen  werden;  auc^  ^ 
kann   man   mehrere   unbewegliche   Körper    immer    als   Theile    eine^^' 
einzigen  unbeweglichen  betrachten.    Da  nun  die  Kräfte  — P,  — P\<^^       ' 
. . . ,  an  dem  unbeweglichen  a  angebracht ,  von  keiner  Wirkung  sind,    «.  ^> 
so  findet  die  in  §.  205  erhaltene  nothwendige  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes auch  bei  der  Unbeweglichkeit  eines  oder  mehrerer  Körper 
des  Systems  völlige  Anwendung;  und  ebenso,  wie  zu  Ende  des  §.  205, 
wird  auch  für  gegenwärtigen  Fall  bewiesen,   dass  diese  nothwendige 
Bedingung  zugleich  hinreichend  ist. 

Mag  also  Jeder  Körper  des  Systems  an  sich  frei  betcefflicky  oder 
mögen  einer  oder  etliche  derselben  unbeweglich  sein^  mögen  sie  femer, 
wie  bisher  angenommen  wurde  ^  durch  gegenseitige  Berührung  ihrer 
Flächen  zusammenhangen^  oder  auf  eine  der  anderen  in  §.  198  bemerk- 
ten Arten  mit  einander  verbunden  sein  {§.  205,  1),  so  besteht  immer  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedifigung  des  Gleichgewichtes  in  der 
Möglichkeit^  i?i  den  Begegnungspuncte7i  der  Körper  Gegetikräfte  (§.  199) 
V071  solcher  Intensität  anzubringen,  duss  jeder  betoegliche  Körper  für 
sich  i/is  Gleichgewicht  kommt. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  auch  hier,  wie  in  §.  200, 
die  Gegenkräfte,  wenn  sie  völlig  bestimmte  Werthe  haben,  die  Pres- 
sungen ausdrücken,  welche  die  Körper  in  den  Begegnungspuncten 
auf  einander  ausüben. 


Gleichung  der  Tirtnellen  Geschwindigkeiten  bei  mit 

einander  yerbundenen  Körpern. 

§.  208.  In  dem  ersten  Theile  der  Statik  (§.  178)  ist  bewiesen 
worden,  dass,  wenn  Kräfte,  die  auf  einen  frei  beweglichen  Körper 
wirken,  im  Gleichgewichte  sind,  bei  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
rückung des  Körpers  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Kraft  in 
die  virtuelle  Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunctes  jederzeit  Null  ist. 
Wir  wollen  nun  die  eben  entwickelte  Bedingung  für  das  Gleichge- 
wicht mehrerer  mit  einander  verbundener  Körper  zunächst  dazu  be- 
nutzen, dass  wir  zeigen,  wie  jenes  Princip  in  völliger  Allgemein- 
heit  auch  bei  jedem  dergleichen  Systeme  Anwendung  findet. 
In  dieser  Absicht  werden  wir  die  Gültigkeit  des  Princips  zuerst  für 
zwei  in  dem  Begegnungspuncte  zweier  Körper  angebrachte  und  sich 
immer  das  Gleichgewicht  haltende  Gegenkräfte  darthun. 
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1)  Seien  a  und  b  zwei  Körper,  welche  sich  mit  ihren  Flächen 
in  einem  Puncte  berühren.  Heisse  C  (vergl.  Fig.  51)  der  Punct  des 
Raumes,  in  welchem  die  Berührung  stattfindet,  und  A  und  B  seien 
die  zwei  in  C  zusammentreffenden  Puncte  in  den  Oberflächen  der 
Körper  a  und  6,  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  Flächen 
in  dem  Berührungspuncte  C  hcisse  c 

2)  Werde   nun  das  System  der  beiden 
Körper    um    ein    unendlich    Weniges    ver- 
rückt, ohne  dass  sie  sich  zu  berühren  auf-  { 
hören   :§.  ISO).    Den  Punct  des  Raumes,  in            j 
welchem    jetzt     die    Berührung    geschieht,         ^^ 
nenne  man  C\  und  die  jetzige  Normale  in 
der  Berührung  sei  c'.     Die  beiden  Puncte 
A  und  B  in  den  Oberflächen,  welche  vor- 
her  mit   C   zusammentrafen,    werden   jetzt 
nicht    mehr,    wenigstens    im    Allgemeinen  Fig. 51. 
nicht  mit  C  coincidiren,  weil  sich  die  eine 

Fläche  an  der  anderen  zugleich  verschoben  haben  kann.  Seien  da- 
her A'  und  B'  die  Stellen  des  Raumes,  welche  nunmehr  die  Puncte 
A  und  B  der  Oberflächen  einnehmen. 

\\)  Weil  hiemach  A'  und  B'  in  den  Flächen  unendlich  nahe  bei 
dem  Berührungspuncte  C  der  letzteren  nach  der  Verrückung  liegen, 
so  ist  der  Winkel  der  Geraden  AB'  mit  c'  unendlich  nahe  ein 
rechter;  und  weil  c'  mit  c  nur  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
macht,  so  ist  auch  der  Winkel  von  A'B'  mit  c  von  einem  rechten 
unendlich  wenig  verschieden.  Sind  folglich  F  und  G  die  recht- 
winkligen Projcctionen  von  A'  und  B'  auf  c,  so  ist  FG  als  ver- 
schwindend oder  Null  gegen  A'B'  und  gegen  die  anderen  kleinen 
Grössen,  wodurch  die  Verrückung  bestimmt  wird,  zu  betrachten. 

4)  Lassen  ^vir  nun  auf  die  in  C  anfangs  coincidirenden  Puncte 
A  und  B  der  Körper  zwei  einander  gleiche  Kräfte  nach  entgegen- 
gesetzten in  die  Normale  c  fallenden  Richtungen  wirken.  Diese 
Kräfte,  welche  P  und  — P  heissen,  halten  sich  nach  §.  195  das 
Gleichgewicht.  Die  virtuellen  Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffs- 
puncte,  d.  i.  die  Verrückungen  AA'  und  BB'  dieser  Puncte,  proji- 
cirt  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  sind  CF  und  CG\  folglich  die 
Summe  der  Producte  aus  den  Kräften  in  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten gleich 

CF,P—CG,P=  GF.P  =  0  . 

5)  Hiermit  ist  das  Princip  der  virtuellen  Geschvnndigkeiten  für 
das    Gleichgewicht    zweier    bei   der   Flächenberührung    anzubringenden 
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Gegenkräfte  erwiesen,  Garn  auf  eben  die  Art  wird  es  für  ztcei  Gegen- 
kräfte dargethaUj  die  beim  Zusammentreffen  einer  Fläche  mit  einer 
Linie  oder  mit  einem  Puficte^  oder  bei  der  Begegnung  zweier  lAnien 
toirksam  sind. 

Denn  in  allen  diesen  Fällen  hat  die  Normallinie  bei  der  Be- 
rührung, als  in  welche  die  Richtungen  der  Gegenkräfte  fallen,  eine 
durch  die  Elemente  der  Berührung  vollkommen  bestimmte  Lage,  und 
es  wird  wie  vorhin  gezeigt,  dass  die  zwei  anfänglich  zusammenfal- 
lenden Puncte  A  und  B  nach  einer  unendlich  kleinen  Verrückung 
in  eine  Lage  kommen,  bei  welcher  ihre  gegenseitige  nach  der  Nor- 
mallinie geschätzte  Entfernung  von  einer  höheren  Ordnung  ist. 

6)  Was  den  Fall  anlangt,  wenn  ein  bestimmter  Punct  B  des 
einen  Körpers  in  einer  bestimmten  Linie  des  anderen  beweglich  ist, 
so  heisse  A  der  Punct  der  Linie,  wo  sich  B  befindet.  Gelangen 
nun  nach  der  Verrückung  beider  Körper  A  nach  A'  und  B  nach 
B'j  so  ist  A'B'  ein  Element  der  Linie  in  ihrer  zweiten  Lage  und 
steht  daher  auf  der  durch  A'  gelegten  Normalebene  dieser  Linie, 
folglich  auch  auf  der  Normalebene  durch  den  Punct  A  der  Linie  in 
ihrer  ersten  Lage,  unendlich  nahe  rechtwinklig,  und  die  rechtwink- 
lige Projection  von  A'B'  auf  jede  in  dieser  letzteren  Normalebene 
durch  A  gezogene  Gerade  ist  von  der  zweiten,  oder  einer  höheren 
Ordnung.  Da  nun  von  zwei  auf  A  und  B  wirkenden  Gegenkräften 
die  Richtungen  immer  in  irgend  einer  der  durch  A  auf  die  Curve 
zu  setzenden  Normallinien  liegen  müssen,  so  ist  auch  in  diesem 
Falle  die  Projection  von  A'B'  auf  die  Richtung  der  Gegenkräfte 
jederzeit  von  einer  höheren  Ordnung,  als  der  ersten,  woraus  das 
Uebrige,  wie  in  4),  folgt. 

7)  Sind  endlich  A  und  B  zwei  unzertrennliche  Puncte  zweier 
Körper,  so  coincidiren  nach  der  Verrückung  auch  A'  und  B\  Wel- 
ches daher  auch  die  ohne  Weiteres  hier  noch  unbestimmt  bleibende 
Richtung  der  Gegenkräfte  sein  mag,  so  fallen  die  Projectionen  von 
A'  und  B'  auf  diese  Richtung  immer  zusammen,  und  das  Princip 
ist  folglich  auch  hier  gültig. 

§.  209.  Seien  wiederum  zwei  an  sich  frei  bewegliche  Körper 
a  und  b  in  einem  Puncte  mit  einander  verbunden;  treffe  daselbst  der 
Punct  A  von  a  mit  dem  Puncte  B  von  b  zusammen,  und  die  Art  der 
Verbindung  sei  irgend  eine  der  vorhin  aufgezählten.  Auf  die  Puncte 
A^y  A^y  ...  des  a  wirken  die  Kräfte  P^,  P^y  ...  und  auf  die  Puncte 
B^y  B^y  ...  des  b  die  Kräfte  Q,,  Q,,  ...  und  das  System  beider 
Körper  sei  im  Gleichgewichte.  Seien,  wie  hierzu  erfordert  ^-ird,  P 
und  Q  die  zwei  in  A  und  B  anzubringenden  Gegenkräfte,   so  dass 
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jedes  der  drei  Systeme:  1)  P,  P^,  P,,  ...,  2)  Q,  Q^,  Q,,  ...,  3)  P,  Q 
für  sich  im  Gleichgewichte  ist.  Wird  nun  der  eine  der  beiden 
Körper  beliebig,  und  der  andere  auf  irgend  eine  Weise  so  verrückt, 
wie  es  seine  Verbindungsart  mit  dem  ersteren  zulässt,  und  bezeich- 
nen p,  Pi,  p^y  ...,  y,  ^4,  q^,  ...  die  dabei  stattfindenden  virtuellen 
Geschwindigkeiten  der  Angriffspuncte  A^  A^,  A^,  ,,,j  B,  B^j  B^^  ,.., 
so  ist  nach  §.  178 

Pp  +  P,P,+P,p,  +  .^.  =  0  , 

und 

0  =  Pp+Qq  , 

weil  Q  =  —  P,  und  nach  §.  208  für  jede  Verbindungsart  p  =  q  ist. 
Addirt  man  aber  diese  drei  Gleichungen,  so  kommt: 

PiPi+PtPt+'  +  Qi9i  +  Qt9t+-  =  ^  ' 
Hierdurch  ist  die  Richtigkeit  des  Principe  für  zwei  sich  in  einem 
Puncte  begegnende  Körper  bewiesen. 

Sind  zwei  oder  mehrere  Puncte  A,  A',  ...  des  einen  Körpers 
mit  eben  so  vielen  jB,  JS',  ...  des  anderen  auf  irgend  eine  Weise 
verbunden,  A  mit  iS,  -4'  mit  B\  . . .  und  sind  resp.  P,  P',  . . ., 
Q,  Q',  ...  die  an  ihnen  beim  Gleichgewichte  anzubringenden  Gegen- 
kräfte; Pj  p'y  ...,  5^,  q'j  ...  aber  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
der  Puncte,  so  fuhrt  die  Bedingung,  dass  an  jedem  Körper  die  ur- 
sprünglichen Kräfte  mit  den  hinzugesetzten  Gegenkräften  im  Gleich- 
gewichte sein  müssen,  zu  den  zwei  Gleichungen: 

P/>H-Py  +  ...  +  P4i>i  +  P,/>,  +  ...  =  0  , 

Q?  +  QY  +  ..'  +  Q4?4  +Q,?,  +  ...  =  o  . 

Aus  gleichem  Grunde,  wie  vorhin,  ist  nun  auch  hier 

Pp    +  Q?  =  0  , 
und  ebenso 

py  +  QY=o,    ... 

und  man  gelangt  daher  durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  zu 
derselben  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie  vorhin. 

Ist  einer  der  beiden  Körper,  z.  B.  ä,  unbeweglich,  so  sind 
?»  qy  "j  ?i7  ?»)  •••  gleich  Null.  Hiermit  wird  die  zweite  jener 
Gleichungen  von  selbst  erfüllt.  Weil  aber  stets  j»  =  ?,/>'=  ?',  ••., 
so  sind  auch  Pf  p\  ...  gleich  Null.  Hierdurch  reducirt  sich  die 
erste  Gleichung  auf 

^4A+P,;>,  +  ...  =  0  , 

und  drückt  somit  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für 
die  zuletzt  gemachte  Annahme  aus. 
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§.  210.  Auf  ganz  ähnliche  Art  lässt  sich  die  Gültigkeit  des 
Princips  auch  für  ein  System  von  drei  oder  mehreren  mit  ein- 
ander verbundenen  frei  beweglichen  Körpern  darthun.  Zuerst  näm- 
lich wird  für  jeden  Körper  besonders  die  Gleichung  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  ursprünglich 
auf  ihn  wirkenden  Kräften  und  den  an  ihm  in  den  Begegnungs- 
puncten  mit  den  übrigen  Körpern  anzubringenden  Gegenkräften 
(§.  207)  aufgestellt.  Man  addirt  hierauf  alle  diese  Gleichungen,  und 
weil  je  zwei  zu  derselben  Begegnung  gehörige  Gegenkräfte  für  sich 
im  Gleichgewichte  sind,  so  werden  sich  in  der  erhaltenen  Summe 
je  zwei  Glieder,  welche  zwei  zusammengehörige  Gegenkräfte  enthal- 
ten, für  sich  aufheben,  und  mithin  nur  die  von  den  ursprünglichen 
Kräften  herrührenden  Glieder  zurückbleiben.  Die  Summe  dieser 
Glieder,  d.  h.  die  Summe  der  Producte  aus  jeder  ursprünglichen 
Kraft  in  die  virtuelle  Gesch>vindigkeit  ihres  Angriffspunctes ,  wird 
folglich  auch  hier  Null  sein. 

Sind  unter  den  Körpern  des  Systems  einer  oder  etliche  unbe- 
weglich, so  ändert  sich  der  Gting  des  eben  angedeuteten  Beweises 
nur  dahin  ab,  dass  man  bloss  für  die  beweglichen  Körper  Glei- 
chungen au&tellt  und  in  diesen  Gleichungen  die  Glieder  weglässt, 
welche  die  Gegenkräfte  enthalten,  die  an  den  beweglichen  Körpern 
bei  den  Begegnungsstellen  mit  den  unbeweglichen  anzubringen  sind, 
indem,  wie  schon  in  §.  209  bemerkt  worden,  an  diesen  Stellen  die 
virtuellen  Geschwindigkeiten  jederzeit  Null  sind.  In  der  Summe 
aller  Gleichungen  heben  sich  dann  die  von  den  Begegnungen  je 
zweier  beweglicher  herrührenden  Glieder  ebenso,  wie  vorhin,  paar- 
weise auf,  und  man  kommt  wiederum  zu  dem  Resultate,  dass  die 
Summe  der  in  ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten  multiplicirten  Kjäfte 
bei  jeder  möglichen  unendlich  kleinen  Verrückung  des  Systems 
Null  ist. 

Iliermit  ist  das  Princip  für  alle  möglichen  Arten  betciesen ,  nach 
defie?i  Körper  ifi  beliebiger  Anzahl  durch  unmittelbare  Begegnung  mit 
einander  verbwiden  seiti  können.  Selbst  biegsame  Linien  oder  Fäden 
und  biegsame  Flächen  sind  davon  nicht  ausgeschlossen,  da  man  eine 
dergleichen  Linie  oder  Fläche  als  ein  System  unetidlich  kleiner  unbieg- 
samer  mit  einander  verbutidener  Körper  betrachten  kamt. 

§.211.     Es  ist  noch  übrig,  den  umgekehrten  Satz  zu  beweisen: 

Wenn  bei  jeder,  dei'  Verbindu7igsweise  der  Körper  nicht  tcider- 
streitcjiden  Ve7Tücku7ig  die  Gleichung  der  virtuellen  Geschmndigkeiten 
erfüllt  wirdj  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgetvichte, 
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Dieser  Beweis  kann  nach  Laplace*)  und  Poisson**)  also  ge- 
führt werden. 

Wäre  bei  jeder  möglichen  Verriickung  des  Systems 

PiPK+PtP^  +  -'  =  ^  . 

fände  aber  demungeachtet  Bewegung  statt  und  fingen  dieser  zufolge 
die  Ängriffspuncte  A^,  -4,,  ...  sich  nach  den  Richtungen  A^B^, 
A^B^j  ...  zu  bewegen  an,  so  müsste  es  möglich  sein,  nach  den  ent- 
gegengesetzten Richtungen  B^A^^  B^A^^  ...  Kräfte  von  passenden 
Intensitäten  Q, ,  Ö, ,  ...  an  A^^  A^,  ...  anzubringen,  wodurcli  diese 
Bewegungen  aufgehoben  und  Gleichgewicht  herbeigeführt  würde. 
Bezeichnen  daher  q^y  q^^  ...  die  bei  irgend  einer  Verrückung  des 
Systems  nach  den  Richtungen  von  Q^ ,  Q, ,  ...  geschätzten  Wege  von 
A^,  A^j  ...,  so  müsste,  wegen  des  Gleichgewichtes  zwischen  P^,  P,,  ... 
und  Q^,  Q^j  ..., 

^iPi  +  P^Pt  +  •  •  +  Qi9i  +  Q,yi  +  ...  =  0 
sein,  mithin  auch  wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung: 

Qi!/i  +  Q»^»  + ...  =  0  . 

Dieses  ist  aber  nicht  möglich.  Denn  wählen  wir  zu  den  un- 
endlich kleinen  Verrückungen  von  A^y  A^j  ...  die  Linien  selbst, 
welche  diese  Puncte  nach  den  Richtungen  A^B^J  A^B^j  ...  wegen 
des  nicht  stattfindenden  Gleichgewichtes  im  ersten  Zeitelemente  be- 
schreiben sollen,  so  sind  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  q^y  q^^  ... 
mit  diesen  Linien  identisch  und  haben  direct  entgegengesetzte  Rich- 
tungen von  Q^y  Qj,  ...  Mithin  wäre  dann  jedes  der  Producte 
Q^q^,  Qi?t7  •••  negativ,  oder  doch  ein  Theil  derselben  negativ,  und 
die  übrigen  Null,  jenachdem  entweder  alle  Angrifispuncte,  oder  nur 
etliche  derselben  sich  zu  bewegen  anfingen.  Die  Summe  dieser  Pro- 
ducte könnte  folglich  nicht  Null  sein. 

So  einfach  dieser  Beweis  auch  ist,  so  scheint  er  mir  doch  in 
der  Statik  nicht  wohl  zulässig,  indem  der  dabei  gleich  anfangs  zu 
Hülfe  genommene  Satz  erst  in  der  Dynamik  volle  Evidenz  erhalten 
kann,  wo  nicht  bloss  Kräfte  und  deren  Ängriffspuncte,  sondern  auch 
die  von  den  ersteren  hervorgebrachten  Geschwindigkeiten  der  letz- 
teren in  Betracht  kommen.  Es  dürfte  daher  nicht  überflüssig  sein, 
wenn  ich  einen  Beweis  hinzufüge,  der,  wenn  gleich  weniger  einfach, 
doch  dieses  für  sich  hat,  dass  er  bloss  auf  den  bisher  angewendeten 
Grundsätzen  beruht. 


*)  Trait6  de  m6canique  Celeste,  tome  I,  livre  I,  Chap.  III. 
**)  Trait^  de  mdcanique,  sec.  6dit.,  tome  I,  Art.  336. 
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§.  212.  Man  denke  sich  ein  System  von  n  beweglichen  Kör- 
pern a,  bj  c,  ...,  die  mit  einander  und,  wenn  man  will,  noch  mit 
anderen  unbeweglichen  Körpern  auf  beliebige  Weise  verbunden  sind. 
Auf   diese    Körper   wirken    die    Kräfte:    P^,   P,,    ...,    Q^,    Q,,    ..., 

R^ ,  J2j ,  . . . ,  und  Pij  Pii  •  • . ,  Qi)  2%i  "'1  ^\f  ^ty  '•'  seien  die  virtuel- 
len Geschwindigkeiten  |der  Angriffspuncte  der  Kräfte.  Von  diesem 
Systeme  wollen  wir  nun  der  Reihe  nach  folgende  Sätze  beweisen: 

I.  Wirken  nur  auf  einen  Körper  a  des  Systems  Kräfte  P^,  P,,  ... 
und  ist 

2P,p,  =  0  , 
SO  herrscht  Gleich gevncht. 

Beweis.  Die  Kräfte  P^ ,  P, ,  ...  sind  entweder  für  sich  im 
Gleichgewichte,  d.  h.  auch  dann  noch,  wenn  a  von  den  übrigen 
Körpern  isolirt  wird;  oder  sie  lassen  sich  auf  eine  Kraft  P,  oder 
auf  zwei  nicht  weiter  reducirbare  Kräfte  P,   Q  zurückführen. 

Im  ersten  Falle  ist  der  zu  erweisende  Satz  für  sich  klar. 

Im  zweiten  Falle  hat  man  bei  jeder  möglichen  Verrückung  des 
Körpers  a,  wenn  er  ganz  frei  ist  (§.  178),  und  folglich  auch,  wenn 
er  durch  unbewegliche  Körper  an  seiner  Beweglichkeit  zum  Theü 
gehindert  ist: 

2P,p,  =  Pp  , 

folglich  p  =  0 ;  d.  h.  der  Angriffspunct  A  der  Kraft  P,  —  ein  Punct 
des  Körpers  a,  —  ist  entweder  unbeweglich,  oder  in  einer  unbe- 
weglichen, auf  der  Richtung  von  P  normalen  Linie  oder  Fläche  be- 
weglich. Die  Kraft  P  kann  folglich  niemals  den  Punct  A  (§.  192,  a), 
also  auch  nicht  das  System  in  Bewegung  setzen;  mithin  können  es 
auch  nicht  die  mit  P  gleichwirkenden  P^ ,  P, ,  . . . , 
Im  dritten  Falle  ist 

2P,p,  =Pp  +  Qq  , 
und  daher 

Ppj^Qq  =  0  . 

Man  nehme  den  Angriffspunct  B  der  Kraft  Q  unbeweglich  an,  so 
wird  q  =z  Oj  folglich  auch  jo  =  0,  d.  h.  die  Kraft  P,  welche  von  den 
zweien  P  und  Q,  bei  der  angenommenen  Unbeweglichkeit  von  B, 
allein  noch  thätig  sein  kann,  vermag  keine  Bewegung  zu  erzeugen 
(2.  Fall).  Es  muss  mithin  möglich  sein,  an  B  eine  Kraft  Q'  anzu- 
bringen, welche,  wenn  B  wieder  beweglich  gesetzt  und  Q  wegge- 
lassen wird,  der  P  das  Gleichgewicht  hält  (§.  190,  III).    Hiemach  ist 

Pp  +  Q'q=0 
§.210),  folgUch 

Qq—&q=0  . 
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Da  nun  Q  und  —  Q'  auf  einen  und  denselben  Punct  B  wirken  und 
daher  auf  eine  einzige  Kraft  reducirt  werden  können,  so  halten  sie 
in  Folge  letzterer  Gleichung  einander  das  Gleichgewicht  (2.  Fall); 
mithin  sind  auch  P,  Q\  Q)  —  Q\  d.  i.  P  und  Q,  also  auch  die  da- 
mit gleichwirkenden  P^y  P,,  ...  im  Gleichgewichte. 

II.  Wenn  auf  zwei  Körper  a  und  b  des  Systems  resp.  die  Kräfte 
P, ,  P,,  ...  und  Q^,  Qj,  ...  wirkenj  und 

ist,  so  herrscht  Glei<^hffeu)icht, 

Beweis.  Man  nehme  b  unbeweglich  an,  so  werden  q^,  y,,  ... 
gleich  Null,  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  ^P^p^  =  0;  mit- 
hin findet  dann  Gleichgewicht  statt  (I).  Setzt  man  hierauf  h  wieder 
beweglich,  ohne  jedoch  die  Kräfte  Q, ,  Q, ,  ...  auf  b  wirken  zu  las- 
sen, so  muss  es  möglich  sein,  an  b  eine  oder  zwei  Ejräfte  Q  und  Q' 
anzuhringen,  wodurch  das  Gleichgewicht  erhalten  wird.  Bei  dem 
hinsichtlich  seiner  Beweglichkeit  wieder  in  den  anfänglichen  Zustand 
versetzten  Systeme  ist  daher 

(§.  210),  folglich  auch 

woraus  wir  schliessen,  dass  die  auf  b  wirkenden  Kräfte  Q^,  Q,,  ... 
—  Q,  —  Q'  für  sich  im  Gleichgewichte  sind.  Da  es  nun  auch  P^, 
P,,  ...  Q,  Q'  an  a  und  b  sind,  so  können  auch  alle  diese  Kräfte  in 
Vereinigung,  d.  i.  P^,  P,,  ...,  Q^,  Q,,  ...,  keine  Bewegung  des  Sy- 
stems hervorbriugen. 

IQ.    Wenn  auf  drei  Körper  a,   b  und  c  des  Systems  die  Kräfte 

-Pij  -Pi7  •••>  QiJ   Q«»  •••  ^'*^  -^i»  -^1)  •••  wirken,  und 

2P,p,+2Q,g,+2R,r,=0 

istj  so  ßndet  Gleichgewicht  statt. 

Beweis.     Man  lasse  c  unbeweglich  werden,  so  werden 

r^  =  0  ,         r,  =  0  ,     ... 
also 

^■P./'.  +  ^Q,?.  =  0  , 

und  das  System  ist  nach  vorigem  Satze  im  Gleichgewichte.  Gibt 
man  hierauf  dem  c  seine  Beweglichkeit  wieder,  entfernt  aber  die  ur- 
sprünglich auf  c  wirkenden  Kräfte  li^,  -R, ,  . . . ,  so  wird  man  das 
Gleichgewicht  erhalten  können,  indem  man  an  c  zwei  Kräfte  It  und 
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-R',  oder  auch  nur  eine,  anbringt.  Alsdann  ist  folglich  bei  jeder 
Verrückung  des  Systems: 

^P,p,+^Q,q,  +  Itr  +  R'r'  =  {i  , 
mithin 

2R,r,—Rr—Kr=0  . 

Es  müssen  daher  an  c  die  Kräfte  i?^,  i?,,  ...,  — J2,  — R'  für  sich 
im  Gleichgewichte  sein.  Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  dem 
Gleichgewichte  zwischen  Pj,  P,,  ...,  Q, ,  Q,,  ...,  i?,  R!  das  zu  er- 
weisende Gleichgewicht  zwischen  Pj,  P,,  ...,  Q^,  Q,,  ...,  i?^,  Ä^.  ... 

IV.  Wirken  auf  mehrere  oder  alle  Körper  des  Systems  Kräfte^ 
und  besteht  zwischen  diesen  Kräften  die  Gleichutig  der  virtuellen  Ge- 
schtoindigkeiten,  so  ist  das  System  im  Gleichgeicichte, 

Beweis.  In  L,  II.  und  HI.  wurde  dieser  Satz  für  die  speciellen 
Fälle  dargethan,  wenn  auf  einen,  zwei,  oder  drei  Körper  des  Systems 
Kräfte  wirken.  Ebenso  aber,  ^vie  dabei  von  einem  Körper  auf  zwei, 
und  von  zweien  auf  drei  geschlossen  wurde,  so  lässt  sich  von  dreien 
auf  vier  u.  s.  w.  und  zuletzt  auf  alle  Körper  des  Systems  ein  Schluss 
machen. 

§.  213.  Aus  der  Gleichung  der  virtuellen  Gesch\\'indigkeiten, 
insofern  sie  für  einen  einzigen  frei  beweglichen  Körper  galt,  wurden 
in  §.  182  und  §.  184  durch  Integration  zwei  Functionen  abgeleitet, 
deren  jede  beim  Zustande  des  Gleichgewichtes  ihren  grössten  oder 
kleinsten  Werth  erreichte.  Da  nun,  wie  jetzt  erT\'iesen  worden, 
die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auch  auf  jedes  Sy- 
stem mit  einander  verbundener  Körper  anwendbar  ist,  so  werden  die 
dort  gefundenen  Functionen  auch  gegenwärtig  Maxima  oder  Mi- 
nima sein. 

Es  ist  daher,  um  nur  der  ersten  dieser  Functionen  zu  gedenken, 
bei  jedem  Systeme  von  Körpern  y  welches  im  Zustande  des  Gleichge- 
wichtes sich  befindet ,  die  Summe  der  Producte  aus  Jeder  Kraft  in  die 
Entfernung  ihres  Angriffspunctes  von  einer  unbeweglichen  auf  der 
Rirhtung  der  Kraft  normalen  Ebene  (§.  176,  Zus.).  oder^  was  dasselbe 
i^t,  von  einem  unbetceglichen  in  ihrer  Richtung  beliebig  getiommenen 
Puncte  ein  Maximum  oder  Minimum ;  d,  h.  bei  je  zwei  Verrückungen, 
V071  d eilen  die  eine  nach  dem  entgegengesetzten  Sinne  der  anderen  ge- 
schieht, nimmt  diese  Summe  zugleich  ab  oder  zugleich  zu. 

Wir  sahen  ferner  (§§.  182.  189),  dass  jenachdem  diese  Summe 
bei  der  Verrückung  eines  freien  Körpers  aus  der  Lage  des  Gleich- 
gewichtes als  Maximum  oder  Minimum  sich  darstellte,  die  Kräfte 
den   Körper    entweder    in  seine   anfängliche   Lage    zurückzubringen, 
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oder  noch  weiter  davon  zu  entfernen  strebten,  und  wir  nannten  hier- 
nach das  Gleichgewicht  im  ersteren  Falle  sicher,  im  letzteren  un- 
sicher. Dieselbe  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  findet  nun  auch 
bei  mehreren  mit  einander  verbundenen  Körpern  statt.  Einen  sehr 
elementaren  Beweis  dieses  Satzes,  sowie  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  selbst,  hat  Lagrange  gegeben*),  indem  er,  von 
den  einfachsten  Eigenschaften  des  Gleichgewichtes  an  einem  voll- 
kommen biegsamen  Faden  ausgehend,  mit  Hülfe  eines  solchen  um 
Flaschcnzüge  gelegten  Fadens  alle  auf  die  Körper  wirkenden  Kräfte 
durch  eine  einzige  vertreten  lässt.  Einen  ähnlichen  Beweis  enthält 
der  folgende  §.  214,  nur  dass  hier  ausser  den  Sätzen  vom  Gleichge- 
wichte an  einem  Faden  noch  die  Lehre  vom  Mittelpuncte  paralleler 
Kräfte  zu  Hülfe  genommen  worden  ist. 

§.  214.  Auf  die  Puncte  A,  A\  A"j  ...  (vergl.  Fig.  52)  eines 
oder  mehrerer  auf  irgend  eine  Weise  mit  einander  verbundener  Kör- 
per wirken  die  Kräfte  P,  P',  P'\  ... 
nach  den  Richtungen  AF,  ÄF,  Ä'F\ 
. . . ,  so  dass  F,  F\  F\  ...  beliebig  in  den 
Richtungen  genommene  Puncte  sind. 
Statt  nun  die  Kräfte  auf  ^,  A\  ...  un- 
mittelbar wirken  zu  lassen,  wollen  wir 
in  F,  F'y  ...  unendlich  kleine  unbe- 
w^egliche  Ringe  anbringen,  an  den  be- 
weglichen Puncten  Ay  A\  ...  Fäden 
anknüpfen,  diese  resp.  durch  die  Ringe 
in  JF,  F'y  ...  leiten  und  an  den  ande- 
ren Enden    ö,    G\   ...   der  Fäden    die 

Kräfte  P,  P\  ...  nach  den  verticalen  Richtungen  FG,  F'G\  ..., 
als  angehängte  Gewichte  Avirken  lassen.  Denn  es  wird  späterhin 
bewiesen  werden,  dass  somit  die  Puncte  A,  A\  ...  ebenso  getrieben 
werden,  als  ob  an  ihnen  selbst  die  Kräfte  P,  P\  . . .  nach  den  Rich- 
tungen A  Fj  A'F\  . . .  angebracht  wären.  Uebrigens  sollen  die  Puncte 
Gr ,  G'  . . .,  in  einer  horizontalen  Ebene  enthalten  sein,  so  dass,  wenn 
sie  sich  um  ein  unendlich  Weniges  in  verticaler  Richtung  auf-  oder 
niederwärts  bewegen,  ihre  gegenseitigen  Abstände  GG\  ...  als  con- 
stant  bleibend  angesehen  werden  können. 

Statt  aber  in  G  und  G'  die  Gewichte  P  und  P'  anzuhängen, 
kann  man  auch  G  und  G'  durch  eine  steife  gerade  Linie  verbinden 
und  in  dem  Puncte  H  derselben,   welcher  der  Schwerpunct  von  P 


Fig.  52. 


*;  Lagrange  M6canique  analytique,  tome  I,  sect.  II.  III. 
Möbiaa  Werke  Ul. 


21 


322  Lehrbuch  der  Statik.    Zweiter  TheiL  §.  214. 

und  P'  ist,  ein  einziges  Grewicht  Q  =  P-^-  P'  anbringen.  Man  thue 
dieses,  verbinde  hierauf  ebenso  die  Puncte  H  und  Cr'  durch  eine 
steife  Gerade  und  substituire  in  dem  Puncte  /  dieser  Geraden,  welcher 
der  Schwerpunct  der  in  H  und  G"  befindlichen  Gewichte  Q  und  P" 
ist,  statt  dieser  Gewichte,  ako  statt  P,  P'  und  P",  ein  einziges 
^  =  Q  4-  P",  Man  ersetze  femer  die  Gewichte  R  und  P'"  durch 
ein  Gewicht  S  im  Puncte  if,  welcher  in  einer  von  /  bis  G'"  zu 
legenden  steifen  Geraden  der  Schwerpunct  von  R  und  P"'  ist;  und 
auf  diese  Art  fahre  man  fort,  bis  man  zuletzt  auf  ein  Gewicht  P^ 
gekommen,  welches  im  Schwerpuncte  G,  aller  ursprünglichen  (Je- 
wichte  P,  P\  P'\  ...  angebracht,  die  Stelle  derselben  zu  vertreten 
im  Stande  ist. 

Findet  nun  zwischen  den  auf  das  System  der  Körper  wirkenden 
Kräften  P,  P',  ...  Gleichgewicht  statt,  und  kann  daher  auch  das 
mit  ihnen  gleichwirkende  Gewicht  P,  keine  Bewegung  hervorbringen, 
so  wird,  wenn  man  das  System  auf  irgend  eine  mit  der  gegenseitigen 
Verbindung  der  Körper  verträgliche  Weise  um  ein  unendlich  Weni- 
ges verrückt,  das  Gewicht  P^  weder  sinken,  noch  steigen.  Denn 
sinken  kann  es  nicht,  weil  es  bei  seinem  Bestreben  zu  sinken  die 
Verrückung,  welche  sein  Sinken  zur  Folge  hätte,  von  selbst  hervor- 
bringen würde,  was  dem  vorausgesetzten  Gleichgewichte  widerstrei- 
tet. Das  Gewicht  kann  aber  auch  nicht  steigen,  weil  je  zwei  ein- 
ander gerade  entgegengesetzte  Verrückungen  gleich  gut  möglich  sind, 
und  weil  es  bei  einer  Verrückung,  die  derjenigen,  bei  welcher  es 
steigt,  entgegengesetzt  ist,  um  eben  so  viel  sinken  ^vürde,  welches 
nach  dem  eben  Bemerkten  nicht  möglich  ist. 

Die  Tiefe  des  Gewichtes  P^  unter  irgend  einer  über  ihm  liegen- 
den horizontalen  Ebene  ist  daher  beim  Gleichgewichte  im  Allge- 
meinen entweder  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  und  zwar  erste- 
res,  wenn  es,  sobald  das  System  nach  demselben  Sinne  zu,  oder 
nach  dem  gerade  entgegengesetzten,  noch  weiter  verrückt  wird,  zu 
steigen  anfängt;  letzteres,  wenn  es  unter  denselben  Umständen  zu 
sinken  beginnt.  Da  es  nun  bei  seinem  fortwährenden  Streben  zu 
sinken  im  ersteren  Falle  zu  seiner  anfänglichen  grössten  Tiefe  wie- 
der herabzukommen  und  damit  das  System  in  seine  anfängliche  Lage 
zurückzubringen  strebt,  im  letzteren  dagegen  sich  von  seinem  an- 
fänglichen höchsten  Stande  und  damit  auch  das  System  von  der 
Lage  des  Gleichgewichtes  immer  mehr  zu  entfernen  sucht,  so  ist 
beim  Maximum  der  Tiefe  das  Gleichgewicht  sicher  und  beim  Mini- 
mum unsicher. 

Setzen  wir  nun,  dass  durch  eine  unendlich  kleine  Verrückung 
des  Systems  die  Puncte  A,  A\  ...,    G,  G',  ...,    //,  /,  ...,  G^  nach 
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a,  a',  ...,  ffj  g\  ...,  A,  t,  ...,  g^  kommen,  so  ist  zuerst  klar,  dass, 
wenn  die  Puncto  G,  G\  ...  durch  keine  steifen  Linien  GG\  H&\  ... 
mit  einander  verbunden,  und  an  ihnen  unmittelbar  die  Gewichte 
P,  P\  ...  angehängt  wären,  die  unendlich  kleinen  Bewegungen 
Og^  G'g\  ...  vertical  sein  würden.  Dies  werden  sie  aber  auch 
noch  dann  sein,  wenn  die  steifen  Linien  dem  Systeme  hinzugefügt 
und  statt  der  Gewichte  P,  P',  ...  ein  einziges  Pj  gesetzt  worden. 
Denn  durch  dieses  Gewicht  werden  die  Puncto  G,  Cr',  ...  mit  den- 
selben Kräften,  me  durch  die  Gewichte  P,  P',  ...,  niederwärts  ge- 
zogen, und  wegen  der  rechten  Winkel,  welche  die  Fäden  PG,  F'G\  . . . 
mit  den  steifen  Verbindungslinien  machen,  wird  durch  diese  Linien 
die  verticale  Bewegung  von  G,  G',  ...  nicht  gehindert.  Es  sind 
demnach  Gg,  G*g\  ...,  folglich  auch  Hh^  li,  ...  und  G^g^  selbst 
vertical. 

Femer  leuchtet  ein,  dass  ebenso,  wie  G,  der  Schwerpunct  der 
in  G,  G',  ...  angebrachten  Gewichte  P,  P',  ...  ist,  g^  den  Schwer- 
punct derselben  nach  g,  g\  ...  fortgerückten  Gewichte  abgibt.  Hier- 
nach, und  weil  G,   G',  ...  in  einer  Ebene  liegen,  hat  man  (§.  108) 

:^Gg,P==G,g,,:^P=G,g,.P,  . 

Es  ist  aber 

AF+  FG  =  aF+  Fg 

und  damit  gleich  der  constant  bleibenden  Länge  des  an  A  befestig- 
ten Fadens,  und  daher 

Gg  =  Fg  —  FG  =  AF  —  aF  , 
folglich 

2(AF—aF)P=G^g,.P^  . 

Nun  ist  offenbar  AF — aF  gleich  der  Verrückung  Aa  des  Punc- 
tes  Aj  geschätzt  nach  der  Richtung  A  F  der  auf  A  wirkenden  Kraft  P^ , 
also  gleich  der  virtuellen  Geschwindigkeit  von  A ;  und  da  nach  dem 
vorhin  Erörterten  beim  Gleichgewichte  das  in  G^  angehängte  Ge- 
wicht P^  bei  jeder  Verrückung  in  Ruhe  bleibt,  und  daher  G^g^  =  0 
ist,  so  ist  mit  letzterer  Formel  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten dargethan. 

Es  lässt  sich  aber  die  Summe 

^[AF—aF)P=:^[Fa  —  FA)P 

(§.  25)  auch  betrachten  als  das  Increment  von  2FA .  P,  d.  i.  von 
der  Summe  der  Kräfte,  nachdem  jede  derselben  P  in  den  Abstand 
ihres  Angriffspunctes  A  von  einem  unbeweglichen  in  ihrer  Richtung 
gelegenen  Puncto  F  multiplicirt  worden.  Das  Increment  dieser 
Summe  ist  daher  dem  Incremente  G^g^  der  Tiefe  des  Gewichtes  P^ 
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proportional;  und  da  überdies  beide  Incremente  einerlei  Zeichen 
haben,  so  ist  diese  Summe  mit  der  Tiefe  von  P^  zugleich  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum,  und  daher  crsteres  beim  sicheren,  letzteres 
beim  unsicheren  Gleichgewichte  des  Systems,  wie  zu  erweisen  war. 


Drittes  Kapitel. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf 

einige  Beispiele. 


§.  215.  Die  Lösung  der  allgemeinsten  Aufgabe  der  Statik:  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bei  einem  Systeme  mit  einander 
verbundener  Körper  zu  finden,  kommt  zufolge  des  zweiten  Kapitels 
auf  die  Bestimmung  der  Bedingungen  hinaus,  unter  denen  es  mög- 
lich ist,  Gegenkräfte  in  den  Verbindungspuncten  anzubringen,  durch 
welche  jeder  Körper  des  Systems  für  sich  ins  Gleichgewicht  gebracht 
wird.  Man  sieht  aber  leicht,  wie  diese  letzteren  Bedingungen,  und 
damit  auch  die  ersteren,  durch  Hülfe  der  Analysis  immer  ge- 
funden werden  können.  Nachdem  man  nämlich  in  den  Verbin- 
dungspuncten je  zweier  Körper  zwei  Gegenkräfte,  als  ihrer  Intensität 
nach  und  auch  wohl  zum  Theil  oder  ganz  ihrer  Richtung  nach  un- 
bekannte Kräfte,  in  Gedanken  hinzugefügt  hat,  stelle  man  für  jeden 
einzelnen  Körper  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes 
zwischen  den  auf  ihn  unmittelbar  wirkenden  Kräften  und  den  an 
ihm  hinzugefügten  Gegenkräften  auf,  eliminire  aus  diesen  Glei- 
chungen die  von  den  Gegenkräften  herrührenden  unbekannten  Grös- 
sen, und  die  somit  hervorgehenden  Gleichungen  werden  die  gesuch- 
ten Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems  darstellen. 
Nachfolgende  Beispiele  werden  dieses  Verfahren  in  volles  Licht 
setzen. 

§.  216.  Aufgabe.  Die  Bedingunge7i  des  Gleiehgeioichtes  zici- 
sehen  Kräften  zu  ßnden^  welche  auf  vier  Kugeln  a,  /?,  /,  8  tüirkeny 
von  denen  sich  a  und  /?,  ß  und  y,  y  und  d,  d  und  a  berühren, 

Auflösung.     Seien  A,  B,  C,  D  (vergl.  Fig.  53,  a)  die  Mittel- 
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puncte  von  a,  /?,  y,  d  und  Fj  G,  H,  I  die  vier  Berührungs- 
puncte  in  der  gedachten  Folge,  so  ist  AI  =  AF,  d.  i.  gleich  dem 
Halbmesser  von  a,  BF=  BG,  d.  i.  gleich  dem  Halbmesser  von 
ßy  u.  s.  w.  Femer  liegt  F  mit  A  und  B  in  der  gemeinschaftlichen 
Normale  der  Kugeln  «  und  ß  bei  ihrer 
Berührung  in  JP;  ebenso  geht  die  Ge- 
rade BC  durch  G  und  ist  die  Normale 
der  sich  in  G  berührenden  ß  und  /, 
u.  s.  w.  Die  in  /*'  an  a  und  ß  anzu- 
bringenden Gegenkräfte,  oder  die  Pres- 
sungen, welche  a  von  ß  und  ß  von  u 
in  F  erleiden,  haben  demnach  die  Rich- 
tungen FA  und  FB\  die  Intensität  jeder 
derselben  sei  «,    die   als   negativ  zu  be-  Fig.  w,  a. 

trachten  ist,   wenn  die  Richtungen   den 

vorigen  entgegengesetzt,  und  daher  AF  und  BF  sind.  Auf  gleiche 
Art  sei  b  die  gemeinschaftliche  Intensität  der  zwei  in  G  an  /i?  und 
y  nach  den  Richtungen  GB  und  GC  anzubringenden  Gegenkräfte. 
Dasselbe  bedeuten  c  und  d  für  die  Berührungen  in  //  und  /. 

An  der  Kugel  a  müssen  nun  die  unmittelbar  auf  sie  wirkenden 
Kräfte  mit  den  Pressungen  d  und  a ,  welche  sie  in  /  und  F  nach 
den  Richtungen  lA  und  FA  erleidet,  im  Gleichgewichte  sein.  Da 
aber  diese  Richtungen  in  A  zusammentreffen,  so  müssen  auch  die 
unmittelbaren  Kräfte  an  a  sich  zu  einer  durch  A  gehenden  Kraft  p 
zusammensetzen  lassen.  Diese  Kraft  p  muss  wegen  ihres  Gleichge- 
wichtes mit  d  und  a  in  der  Ebene  DAB  enthalten  sein,  und  es 
muss  sich,  wenn  AP  die  R-ichtung  derselben  ist,  verhalten  (§.  28,  r): 

(a)  d :  a:p  =  sin  PAB  :  sin  D AP:  sin  DAB  . 

Aus  gleichen  Gründen  müssen  die  drei  Systeme  der  auf  die 
Kugeln  ß,  y^  8  wirkenden  Kräfte  einfache  Resultanten  q^r^s  haben, 
welche  resp.  durch  B^  C,  D  gehen  und  in  den  Ebenen  ABCj  BCD ^ 
CDA  liegen,  und  es  müssen,  wenn  BQ^  CR,  DS  die  Richtungen 
derselben  sind,  die  Proportionen  erfüllt  werden: 

[ß)  aibifj  =  sin  QBC:  sin  ABQ:  sin  ABC  , 

{y)  b:c  :r  =  sin  RCD  :  sin  BCB  :  sin  BCD  , 

(Ö)  c:d:8  =  sin  SDA  :  sin  CDS  :  sin  CDA  . 

Nach  Elimination  von  a,  />,  c,  d  folgt  hieraus  zuerst  eine  Be- 
dingungsgleichung für  die  Richtungen  der  Kräfte  jö,  q,  r,  s: 

sin  P AB    sin  QBC    sin  R CD    sin  SDA  _ 
^  ^  sin  D  AP  '  sin  AB  Cj '  sin  Ä  CR  '  sin  CDS  ~      ' 
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und  sodann  das  gegenseitige  Yerhältniss  der  Kräfte  p  und  q: 

ein  I) AB    sia  ABC 
(UJ  ^  •  *  —  sin  DAP  •  sin  QBC  ' 

und  ebenso   durch  gehöriges  Vertauschen   der   Buchstaben  die  Ver- 
hältnisse q  :  r  und  r  :  s. 

Alles  dieses  zusammengefasst,  hat  man  folgende  vier  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes:  1)  bei  jeder  der  vier  Kugeln  müssen  die  auf 
sie  wirkenden  Kräfte  eine  durch  der  Kugel  Mittelpunct  gehende 
Resultante  haben;  2)  jede  dieser  Resultanten  muss  mit  den  Mittel- 
puncten  der  zwei  anliegenden  Kugeln  in  einer  Ebene  enthalten  sein ; 
3)  zwischen  den  Richtungen  der  Resultanten  muss  noch  die  Relation  (I), 
und  4)  zwischen  den  Intensitäten  derselben  müssen  die  Verhältnisse 
(11)  bestehen. 

§.  217.  Zusätze,  a)  Ist  eine  der  vier  Kugeln,  z.  B.  d,  un- 
beweglich, so  kommt  das  partielle  Gleichgewicht  von  d  nicht  mehr 
in  Rücksicht.  Von  den  vier  Proportionen  (a),  (ß),  (y),  {d)  sind  daher  bloss 
die  drei  ersten  zu  beachten,  woraus  sich  die  Verhältnisse  zwischen 
p,  q  und  r,  wie  in  (II)  ergeben;  die  Bedingungsgleichung  (I)  aber 
fällt  weg.  Auch  lässt  sich  dann  statt  der  Kugel  d  irgend  ein  ande- 
rer, die  Kugeln  a  und  /  berührender,  unbeweglicher  Körper  setzen, 
und  die  Berührungspuncte  mit  demselben,  /  und  H,  können  auch 
so  liegen,  dass  die  Normalen  AI  und  CH  sich  nicht  mehr  in  einem 
Puncte  D  treffen.  Begreiflich  sind  dann  lAB  und  BCH  die  Ebe- 
nen, in  welche  p  und  r  fallen  müssen,  und  ebenso  hat  man  in  den 
Proportionen  (11)  bei  den  Winkeln  DAB,  DAP  den  Buchstaben  D 
in  /  und  bei  RCD,  BCD  D  in  H  zm  verwandeln. 

b)  Nimmt  man  zwei  Kugeln  ö  und  y  unbeweglich  an,  oder 
berühren  zwei  bewegliche  Kugeln  a  und  ß  überhaupt  zwei  unbew^- 
liche  Flächen,  oder  auch  nur  eine,  in  /  und  G,  sich  selbst  aber  in 
F^  so  müssen  beim  Gleichgewichte  die  auf  a  und  ß  wirkenden  Kräfte 
p  und  q  resp.  durch  A  und  B  gehen  und  in  den  Ebenen  lAB  und 
ABG  liegen,  und  es  muss  sich  zufolge  der  Proportionen  (a)  und  (ß) 
verhalten : 

_sin/^J9    sin^JSG 
^•*~sin/-4P    sinQÄG  ' 

§.  218.  Aufgabe.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  ztci- 
schefi  vier  Kräften  p,  q,  r,  s  zußnden,  welche  auf  die  Ecken  eines 
Vierecks  AB  CD  wirken^  dessen  Seiten  von  unveränderlicher  Länge, 
dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind. 
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Auflösung.  Ein  solches  Viereck  ist  offenbar  das  von  den  Mit- 
telpuncten  der  soeben  betrachteten  vier  Kugeln  gebildete,  da  bei  den 
möglichen  Veränderungen  der 'gegenseitigen  Lage  der  Kugeln  die 
Winkel  DAB,  ...  im  Allgemeinen  sich  ändern,  die  Seiten  AB,  ... 
aber  constant  bleiben,  indem  A  B  gleich  der  Summe  der  Halbmesser 
von  a  und  /?,  u.  s.  w.  Die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes werden  daher  mit  den  vorhin  für  die  Kräfte  p,  q,  r,  8  ge- 
fundenen identisch  sein.  Denn  obschon  zwischen  den  Seiten  des 
Vierecks,  welches  von  den  Mittelpuncten  A^  B,  C^  D  der  vier  Kugeln 
gebildet  wird,  stets  die  Relation 

AB  +  CD  =  BC-^DA 

obwaltet,  so  begreift  man  doch  leicht,  dass  diese  Eigenthümlichkeit 
auf  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  keinen  Einfluss  haben 
kann. 

Will  man  unabhängig  von  dem  Gleichgewichte  der  Kugeln  die 
jetzt  vorgelegte  Aufgabe  lösen,  so  betrachte  man  das  Viereck  AB  CD 
als  ein  System  von  acht  Stücken,  nämlich  von  vier  Puncten  und 
vier  Linien:  A,  ABy  Ä,  BC,  C,  CD,  D,  DA,  die  in  der  jetzt  ge- 
nannten Ordnung,  jedes  mit  dem  nächstfolgenden  und  das  letzte  mit 
dem  ersten,  verbunden  sind.  Die  vier  Kräfte  j»,  y,  r,  s  sind  nun 
unmittelbar  an  den  vier  Puncten  A,  B,  C,  D  angebracht,  und  auf 
die  vier  Linien  Avirken  daher  bloss  Pressungen,  nämlich  zwei  auf 
die  zwei  Enden  einer  jeden.  An  jeder  Linie  müssen  diese  zwei 
Pressungen  sich  das  Gleichgewicht  halten  und  folglich  einander 
gleich  und  direct  entgegengesetzt  sein.  Ist  also  a  die  Pressung, 
welche  die  Linie  AB  am  Ende  A  nach  der  Richtung  AB  erfährt, 
so  wirkt  auf  das  andere  Ende  B  eine  Pressung  a  nach  der  Richtung 
BA,  Gleicherweise  sei  b  jede  der  beiden  Pressungen  auf  die  Enden 
B  und  C  von  BC,  und  BC  und  CB  seien  ihre  Richtungen,  u.  s.  w. 

Nachdem  somit  das  Gleichgewicht  der  vier  Linien  ausgedrückt 
worden,  ist  es  noch  übrig,  das  Gleichgewicht  jedes  der  vier  Puncto 
zu  berücksichtigen.  —  Auf  den  mit  den  Linien  DA  und  AB  ver- 
bundenen Punct  A  wirken  nach  dem  Gesetze  der  Gegenkräfte  zwei 
Pressungen  d  und  a  nach  den  Richtungen  DA  und  BA^  und  diese 
müssen  im  Gleichgewichte  sein  mit  der  an  demselben  Puncto  un- 
mittelbar angebrachten  Kraft  p.  Die  Richtung  vonjö,  welche  AP 
sei,  muss  daher  in  die  Ebene  DAB  fallen,  und  es  muss  die  obige 
Proportion  (a)  stattfinden.  Auf  ähnliche  Art  verhält  es  sich  mit  dem 
Gleichgewichte  der  drei  übrigen  Puncto  -B,  C,  2),  und  man  wird 
somit  zu  denselben  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  des  ganzen 
Systems,  wie  vorhin,  geführt. 
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§.  219.  Zusätze,  a)  Sind  das  Viereck  ABCD  und  die  resp. 
durch  A,  By  C  gehenden  und  in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD 
enthaltenen  Richtungen  AP^  BQ^  CR  von  p,  y,  r  willkürlich  ge- 
geben, so  kann  man  mittelst  der  Gleichung  (I)  die  in  der  Ebene 
CDA  durch  D  zu  legende  Richtung  von  8  und  mittelst  der  Piopor- 
portionen  (II)  die  Verh?Lltnisse  zwischen  den  Intensitäten  von  />,  q.  r,  s, 
finden. 

Dasselbe  lässt  sich  auch  leicht  durch  Construction  bewerkstel- 
ligen (vergl.  wieder  Fig.  53,  a).  Denn  da  am  Puncte  A  die  nach  DA, 
BA,  AP  wirkenden  Kräfte  d,  a,  p  im  Gleichgewichte  sind,  so  kann 
man  mit  einer  willkürlich  angenommenen  Intensität  von  p  durch  Con- 
struction eines  Parallelogramms  (§.  28,  d)  die  Intensitäten  von  d  und  a 
finden.  Am  Puncte  B  sind  die  Kräfte  a,  i,  q  nach  den  Richtungen 
AB,  CBj  BQ  voi  Gleichgewichte,  und  man  erhält  daher  mit  der  ge- 
fundenen Intensität  von  a  durch  Construction  eines  zweiten  Parallelo- 
gramms die  Intensitäten  von  b  und  q.  Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich 
mit  h  am  Puncte  C  die  Intensitäten  von  c  und  r,  und  endlich  am  Puncte 
X>,  wo  die  nach  ihrer  Intensität  und  Richtung  nun  bekannten  c  und 
d  mit  8  das  Gleichgewicht  halten,  die  Intensität  und  Richtung  von  8. 

b)  Da  die  vier  Kräfte  /?,  y,  r,  s  auch  dann  noch  im  Gleichge- 
wichte sind,  wenn  die  Theile  des  Systems,  worauf  sie  wirken,  ihre 
gegenseitige  Lage  nicht  ändern  können,  so  müssen  die  Richtungen 
der  Kräfte  eine  h}^erboloidische  Lage  gegen  einander  haben,  so  dass 
jede  Gerade,  welche  drei  derselben  triflRt,  auch  der  vierten  begegnet 
(§.  99,  o).  Hiermit  lässt  sich  aus  den  Richtungen  AP,  BQ,  CR  die 
Richtung  DS^  ohne  vorher  die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräften 
Pj  qy  r  und  den  Pressungen  «,  6,  r,  d  bestimmt  zu  haben,  folgen- 
dergestalt  sehr  einfach  finden.  —  Man  ziehe  eine  Gerade  /,  welche 
APy  BQj  CR  zugleich  schneidet,  und  sei  S  der  Durchschnitt  von 
l  mit  der  Ebene  CDA.  Da  nun  /  und  s  sich  gleichfalls  treffen 
müssen,  und  s  in  der  Ebene  CDA  liegt,  so  ist  DS  die  gesuchte 
Richtung  von  s. 

Weil  übrigens  die  Richtung  der  Kraft  s  durch  die  gegebenen 
Stücke  nur  auf  eine  Weise  bestimmt  ist,  so  muss  jede  andere  Gerade 
/',  welche  den  dreien  AP,  BQ,  CR  zugleich  begegnet,  die  Ebene 
CDA  in  einem  Puncte  der  DS  treffen.  Dasselbe  folgt  auch  leicht 
aus  der  Natur  des  hyperbolischen  Hyperboloids.  Eine  solche  Fläche 
kann  nämlich  auf  doppelte  Weise  durch  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt  werden  (§.  99,  a),  so  dass  es  zwei  Systeme  von  Geraden  gibt, 
deren  jedes  die  ganze  Fläche  erfüllt.  Jede  Gerade  folglich,  welche 
drei  Gerade  des  einen  Systems  trifit,  schneidet  auch  alle  übrigen 
Geraden  desselben  Systems  und  gehört  zu  den  Geraden  des  anderen 
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Systems.  Nun  wird  offenbar  jede  der  drei  Geraden  ABj  CD,  l  von 
jeder  der  vier  Geraden  AP,  BQ,  CR,  DS  geschnitten.  Nimmt 
man  daher  erstere  drei  als  drei  Gerade  des  einen  Systems,  so  ge- 
hören letztere  vier  zu  dem  anderen  Systeme.  Jede  andere  Gerade 
/',  welche  AP,  BQ,  CM  zugleich  schneidet,  gehört  daher  zum  ersten 
Systeme  und  schneidet  folglich  auch  die  vierte  Gerade  JDS  des  zwei- 
ten Svstems,  d.  h.  sie  trifft  die  Ebene  CDA  in  einem  Punkte  der  /AS'. 
c)  Seien  P  und  R  die  Puncte,  in  denen  BD  von  den  in  den 
Ebenen  DAB  und  BCD  liegenden  AP  und  CR  geschnitten  wird, 
und  ebenso  werde  AC  von  B(i  und  DS  in  Q  und  S  geschnitten. 
Da  also  die  vier  hyperboloidisch  gelegenen  AP,  BQ,  CR,  DS  der 
AC  in  A,  Q,  C,  S,  und  der  BD  in  P,  B,  R,  D  begegnen,  so  ver- 
hak sich  (§.  102,  c): 

AQ   ^_PR    PD^BPBR 

'^  ~ac    SC  ""  BR  '  DR  ~  PD  '  RD  ' 

d.  h.  AC  Avird  von  den  Richtungen  der  q,  s  nach  demselben  Doppcl- 
verhältnisse, wie  BD  von  den  Richtungen  der  p,  r  gctheilt.  Und 
auch  hiermit  kann  man,  wenn  von  den  Richtungen  der  Kräfte  irgend 
drei,  also  drei  der  vier  Puncte  P,  Q,  R,  S  gegeben  sind,  den 
vierten  Punct  und  damit  die  Richtung  der  vierten  Kraft  finden.  — 
Uebrigens  ergibt  sich  diese  Proportion  auch  unmittelbar  aus  der 
Gleichung  (I).     Denn  es  verhält  sich: 

BP    P  T) 

sin  PAB  :  sin  DAP  =  -^rt  ■  -rT\  • 

AB    AD 

Aehnlicherweisc  kann  man  auch  die  übrigen  Verhältnisse  in  (I) 
ausdrücken,  und  wenn  man  alle  diese  Verhältnisse  verbindet,  so 
kommt  man  auf  die  Proportion  (I*)  zurück. 

Nach  §.  102   hat  man   ferner   für  das  Verhältniss   der  Kräfte  p 

und  q: 

j> q    _QC    PD 

AP  BQ~  AC  BD  ' 

Dasselbe  Verhältniss  folgt  auch  aus  den  Proportionen  (II).  Denn 
weil 

sin  DAB  :  sin  DAP  =  -j-^  :  -7-7^  , 

AB    AP 

^nd  AC    QC 

sin  ABC  :  sin  QBC  =  -rr,  :  7^-75  , 

AB     ÜB 

so  verhält  sich  nach  (11) 

^^,  BD,  AP   AC.QB 

(n*)  P'.q=        pj^       :        ^^        , 

übereinstimmend  mit  dem  Vorigen. 
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d)  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  den  Kräften 
Pj  qj  r,  s  am  Vierecke  AB  CD  können  y  wie  man  leicht  wahrnimmt, 
auch  folgendergestalt  ausgesprochen  werden :  1)  Hinsichtlich  der  Rich- 
tungen und  Intensitäten  der  vier  Kräfte  müssen  dieselben  Bedingungen 
erfüllt  sein^  als  wenn  die  Kräfte  an  einem  einzigen  Körper  angebracht 
wären;  insbesondere  mtiss  daher  jede  Gerade^  welche  drei  oder  vier 
Richtungen  trifft  j  auch  der  vierten  begegnen.  2)  Zwei  solcher  Ge^ 
rader  müssen  die  ztoei  Diagonalen  des  Vierecks  sein,  und  es  müssen 
daher  in  der  einen  dieser  Geradefi  die  Angriffspuncte  der  ersten  und 
dritten  Kraft,  in  der  anderen  die  der  zioeiten  und  vierten  Kraft  liegen. 

Hat  man  also  vier  Kräfte  p^  q,  r,  Sj  die  sich  an  einem  einzigen 
Körper  das  Gleichgewicht  halten,  so  ziehe  man  zwei  Gerade,  deren 
jede  dreien  dieser  Kräfte,  und  folglich  auch  immer  der  vierten,  be- 
gegnet. Die  Begegnungspuncte  der  einen  Geraden  mit  p,  q,  r,  s 
seien  resp.  -4,  Q,  C,  aS,  die  der  anderen  Geraden:  P,  B,  R,  D. 
Man  nehme  nun  die  vier  Kräfte  in  beliebiger  Folge  und  wähle  zu 
den  Angriffspuncten  der  ersten  und  dritten  die  Durchschnitte  ihrer 
Richtungen  mit  der  einen,  und  zu  den  Angriffspuncten  der  zweiten 
und  vierten  Kraft  die  Durchschnitte  ihrer  Richtungen  mit  der  ande- 
ren Geraden.  Alsdann  wird  nicht  allein  bei  vollkommener  gegen- 
seitiger Unbeweglichkeit  der  vier  Puncte  Gleichgewicht  stattfinden, 
sondern  auch  dann  noch,  wenn  man  die  Puncte  in  derselben  Ord- 
nung, in  welcher  man  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  genommen  hat, 
jeden  mit  dem  nächstfolgenden  und  den  letzten  mit  dem  ersten  durch 
Gerade  von  unveränderlicher  Länge  verbindet,  die  Winkel  dieses 
Vierecks  aber  veränderlich  sein  lässt. 

Auf  solche  Weise  sind  die  Kräfte  p,  q,  r^  s  am  Vierecke  AB  CD 
sowohl,  als  am  Vierecke  PQRS,  die  Kräfte  />,  q^  s,  r  an  jedem  der 
beiden  Vierecke  AB  SR  und  PQDC^  und  die  Kräfte  jo,  r,  g',  «  an 
den  Vierecken  ARQD  und  PC  BS  im  Gleichge^vichte. 

§.  220.  Eine  nähere  Betrachtung  wollen  wir  noch  dem  spe- 
ciellen  Falle  widmen,  wenn  das  Viereck  AB  CD  ein  ebenes  ist. 
Da  alsdann  die  Ebenen  DAB^  ABCy  .,.,  in  welchen  die  Richtun- 
gen der  Kräfte  enthalten  sein  müssen,  mit  der  Ebene  des  Vier- 
ecks zusammenfallen,  so  müssen  auch  die  Richtungen  sämmtlicher 
Kräfte  in  dieser  Ebene  liegen.  Die  Gleichungen  (I)  oder  (I*)  für 
die  Richtungen  und  die  Verhältnisse  (II)  oder  (II*)  zwischen  den 
Intensitäten  der  Kräfte  bleiben  ungeändert.  Indessen  wird  es,  spä- 
terer Untersuchungen  willen,  nicht  überflüssig  sein,  von  diesen  For- 
meln für  den  Fall,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist,  nachstehende 
Entwickelung  noch  beizufügen. 
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Bezeichnen  p,  q,  r,  s  die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der 
Kräfte  p^  y,  r,  s  mit  einer  in  der  Ebene  beliebig  gezogenen  Linie 
oder  Axe  machen.  Gleicherweise  seien  a,  b,  c,  d  die  Winkel  der 
Linien  ÄB^  BC,  CD,  DA  mit  jener  Axe  und  a,  J,  c,  e/  die  Pres- 
sungen, welche  dieselben  Linien  ABy  BC  resp.  in  den  Enden  A,  B, 
(7,  D  nach  den  Richtungen  AB,  BC,  ...  erleiden,  also  — a,  — J, 
—  c,  — d  die  Pressungen  auf  die  anderen  Enden  B^  C^  D,  A  der 
Linien  ABj  BC,  ...  nach  denselben  Richtungen  AB,  BC,  ....  Auf 
den  Punct  A  wirken  demnach  die  Kräfte  /?,  —  a,  d  nach  Richtungen, 
welche  mit  der  Axe  die  Winkel  p,  a,  d  machen,  und  man  hat  folg- 
lich, weil  diese  Kräfte  sich  an  A  das  Gleichgewicht  halten  müssen, 
die  zwei  Gleichungen  (§.  41): 

p  cos  p  —  a  cos  a  +  rf  cos  d  =  0  , 
p  sin  p  —  a  sin  a  +  e/  sin  d  =  0  ; 

und  wenn  man  daraus  das  einemal  die  Pressung  rf,  das  anderemal 
die  Pressung  a  eliminirt: 

p  sin  (p  —  d)  —  a  sin  (a  —  d)  =  0  , 
p  sin  (p  —  a)  —  d  sin  (a  —  d)  =  0  . 

Ebenso  bekommt  man  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  q,  — b, 
a  am  Puncto  B  die  zwei  Gleichungen: 

q  sin  (q  —  a)  —  J  sin  (b  —  a)  =  0  , 
;  sin  (q  —  b)  —  a  sin  (b  —  a)  =  0  , 

und  gleicherweise  noch  zwei  Paare  von  Gleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht an  C  und  D.  Aus  diesen  acht  Gleichungen  sind  nun  die 
vier  Pressungen  a,  J,  r,  d  noch  wegzuschaffen.  Die  Elimination 
von  a  gibt: 

p  sin  (p  —  d) q  sin  (q  —  b) 

sin  [a  —  d)  sin  (b  —  a)  ' 

und  ebenso  findet  sich  nach  Elimination  von  by  c,  d: 

q  sin  (q  —  a) r  sin  (r  —  c)  r  sin  (r  —  b) s  sin  (s  —  d) 

sin(b  —  a)  sin  (c — b)  '  sin  (c  —  b)  sin  (d — c)  ' 

8  sin  (s  —  c) p  sin  (p  —  a) 

sin  (d  —  c)  sin  (a  —  d) 

In  diesen  vier  Gleichungen  sind  also  die  gesuchten  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  enthalten,  —  ganz  übereinstimmend  mit  den  oben 
gefundenen  (I)  und  (II). 

Sind  an  den  Puncten  -4,  J5,  C,  D  ausser  den  Kräften  /?,  y,  r,  s 
noch  resp.  die  Kräfte  p\  q\  r',  s'  angebracht,  welche  mit  der  in  der 
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Ebene  gezf^enen  Axe   die  Winkel  p',  q',  r',  s'  bilden,   so   bat   man 
nur  in  vorigen  Gleichungen  statt  ^  sin  p ,  p  cos  p ,  ...  resp. 

p  einp  +  p' sinp' ,        p  cob  p  +  p' cos  p  ,     ... 
2u  setüen,   und   es   weiden  damit  die  vier  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes : 

p  sin  (p  —  d}  +  p'  sin  (p'  —  d) g  sin  (q  —  b)  +  q  sin  (q'  —  b) 

sin  (a  —  d)  sin  (b  —  a)  t     ■-• 

und  auf  ähnliche  Weise  sind  die  Formeln  umzubilden,   wenn   noch 
mehrere  Kräfte  an  den  Puncten  A.  B,  C,  D  angebracht  sein  sollten. 

§.  221.  Da  die  Formeln  (I)  und  (ü)  auch  für  das  ebene  Vier- 
eck gelten,  so  müssen  auch  bei  diesem  aus  den  willkürlich  ange- 
nommenen Richtungen  dreier  der  vier  Kräfte  p,  q,  r,  s  die  Rich- 
tung der  vierten  und  die  Verhältnisse  zwischen  den  Intensitäten 
bestimmt  werden  können.  Die  in  §.  219,  A  gegebene  graphische 
Methode,  wenn  bloss  die  Richtung  der  vierten  Kraft  gefunden 
werden  soll,  wird  zwar  jetzt  unbrauchbar;  indessen  lässt  sich  dafür 
eine  andere  substituiren ,  die  hinwie- 
derum eben  so  wenig  Anwendung  findet, 
sobald  das  Viereck  nicht  mehr  in  einer 
Ebene  begriffen  ist. 

Da  nämUch  am  Functe  A  die 
Kräfte  p,  d,  a  nach  den  Richtungen 
AP,  DA,  BA,  und  am  Puncte  B  die 
Kräfte  q,  a,  b  nach  den  Richtungen 
BQ,  AB,  CB  im  Gleichgewichte  sind, 
so  herrscht  auch  zwischen  sämmtlichen 
sechs  Kräften,  also  auch,  weil  a  und  a 
Fig.  S3,  h.  sich  gegenseitig  aufheben,  zwischen  p,q 

und  den  nach  DA,  CB  gerichteten 
rf,  b  Gleichgewicht.  Es  muss  fo^lich,  sobald  wir  uns  die  Theile  des 
Vierecks  als  ein  fest  zusammenhängendes  Ganzes  denken,  die  Resul- 
tante von  p  und  q  mit  der  Resultante  der  nach  AD  und  BC  ge- 
richteten d  und  a  identisch  sein.  Diese  gemeinsame  Resultante  geht 
mithin  durch  den  Schneidepunct  der  Richtungen  von  p  und  q,  wel- 
cher T  (veigl.  Fig.  53,  h)  sei,  und  durch  den  Schneidepunct  X  der 
Linien  AD  und  BC.  Da  endlich  p,  q,  r,  s  'vta  Gleichgewichte 
sind,  und  daher  die  Resultante  von  r  und  s  der  Resultante  von  p 
und  q  direct  entgegengesetzt  ist,  so  muss  auch  der  Durchschnitt  V 
der  Richtungen  von  r  und  s  in  die  Gerade  TX.  fallen. 

Sind  demnach  das  ebene  Viereck  ABCD  und  die  durch  A,  B, 
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C  gehenden  und  in  der  Ebene  des  Vierecks  enthaltenen  Richtungen 
der  Kräfte  p,  q,  r  gegeben,  so  verlängere  man  AD^  J5(7  bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  X,  und  2^1  ^1  his  zu  ihrem  Durchschnitte  T, 
ziehe  die  Gerade  TX,  welche  von  r  in  TJ  getroffen  werde,  und  es 
wird  D  U  die  gesuchte  Richtung  von  s  sein. 

§.  222.  Zusätze,  a)  Ebenso,  wie  bewiesen  worden,  dass  die 
Durchschnitte  X  von  DA  mit  BC,  T  von  j)  mit  q^  U  von  r  mit  8 
in  einer  Geraden  enthalten  sind,  so  müssen  auch  die  Durchschnitte 
y  von  AB  mit  CD^  V  von  s  mit  p,  W  von  q  mit  r  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Man  kann  daher  aus  den  gegebenen  Richtungen  von 
jo,  q,  r  die  Richtung  von  s  auch  dergestalt  finden,  dass  man  die 
damit  und  mit  dem  Vierecke  gegebenen  Puncte  JV  und  Y  durch 
eine  Gerade  verbindet.  Wird  diese  Gerade  von  p  in  V  geschnitten, 
so  ist  DV  die  gesuchte  Richtung  von  s. 

b)  Von  dem  Vierecke  UVTW,  welches  die  vier  Kräfte  bilden, 
gehen  demnach  die  Diagonalen  TU  und  VW  durch  die  Durch- 
schnitte X  und  Y  je  zweier  gegenüberstehender  Seiten  des  Vierecks 
ABCD,  auf  dessen  Ecken  die  Kräfte  wirken.  Nächstdem  folgt 
hieraus  der  geometrische  Satz: 

Wird  um  em  ebenes  Viereck  AB  CD  in  seiner  Ebene  ein  anderes 
UVTW  dergestalt  beschrieben^  dass  die  eitie  Diagonale  TU  des  letz- 
teren durch  den  Durchschnitt  X  des  eifien  Paares  gegenüberliegender 
Seiten  des  erstereji  geht^  so  trifft  auch  die  andere  Diagoi%ale  VW  des 
letzteren  den  Durchschnitt  Y  des  andren  Paares  gegenüberliegender 
Seiten  des  erstere7i, 

c)  Ebenso,  wie  in  §.  219  c?,  so  sind  auch  hier,  wo  die  Figur 
eben  ist,  am  Vierecke  PQliS  die  Kräfte  p,  q^  r,  *•,  am  Vierecke 
AB  SM  die  Kräfte  p,  q,  s,  r  u.  s.  w.  im  Gleichgewichte.  Der  dort 
geführte  Beweis  ist  zwar  hier  nicht  mehr  anwendbar,  da  er  Vierecke, 
welche  nicht  eben  sind,  voraussetzt.  Man  kann  sich  aber  von  dem 
Gleichgewichte  der  jetzt  ebenen  Vielecke  folgender  Weise  leicht 
überzeugen.  —  Die  auch  hier  geltende  Proportion  (I*)  gibt  zu  erken- 
nen, dass  die  zwei  Reihen  von  Puncten  A,  Q,  Cy  S  und  P,  J5,  Ä,  D 
in  eine  solche  Lage  gegen  einander  gebracht  werden  können,  bei 
welcher  die  vier  Geraden  APj  QB,  CR,  SD  sich  in  einem  Puncte 
schneiden  *) . 

Als  nothtcendige  tind  hinreichende  Bedingungen  des  Gleichgetoiehtes 
ztoischen   de7i  Krliften,    welche    auf  die   Ecken   des    ebenen    Vierecks 


*]   Steiner,    Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit   geometrischer 
Gestalten,   Art.  14. 
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AB  CD  toirken,  hissen  sich  daher  folgende  ztoei  angeben:  1)  Die 
Kräfte  müssen  in  der  Ebene  des  Vierecks  enthalten  sein  und  sich 
darin  unter  der  Anfiahme,  dass  die  Gestalt  des  Vierecks  unveränderlich 
ist,  das  Gleichgevncht  halten,  2)  Die  zwei  Diagonalen  des  Vierecks 
müssen  in  eine  solche  Lage  gegen  einander  gebracht  werden  können^ 
dass  die  vier  Geraden  sich  in  einem  Puncte  schneideti,  toelche  die  vier 
Puncte  der  einen  Diagonale,  in  denen  sie  von  den  vier  Kräften  ge- 
troffen wird,  mit  den  entsprechenden  Puncten  der  anderen  verbinden. 
Sind  daher  die  Kräfte  p,  q,  r,  s  am  Vierecke  AB  CD  im  Gleich- 
gewichte, 80  sind  es  auch  die  Kräfte  p,  g,  Sy  r  am  Vierecke  AB  SR. 
Denn  von  p,  q,  s,  r  werden  die  Diagonalen  AS  und  BR  des  letz- 
teren Vierecks  resp.  in  A,  Q,  S,  C  und  P,  B,  D,  JR  getroffen.  Dass 
aber  diese  zwei  Reihen  von  Puncten  in  die  verlangte  Lage  sich 
bringen  lassen,  folgt  aus  dem  vorausgesetzten  Gleichgewichte  am 
Vierecke  AB  CD. 

d)  Da  am  Vierecke  AB  SR  vier  nach  AP,  BQ,  DS,  CR  ge- 
richtete Kräfte  im  Gleichgewichte  sein  können,  so  muss  nach  b)  der 
Durchschnitt  der  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  RA  und  BS,  oder 
.der  Punct  RA.  BS,  wie  wir  der  Kürze  willen  den  Durchschnitt 
zweier  Linien  bezeichnen  wollen,  mit  den  Punkten  AP.  BQ  und 
R  C .  SD,  d.  i.  mit  T  und  U,  in  einer  Geraden  liegen,  und  ebenso 
der  Punct  AB  .SR  mit  den  Puncten  BQ.SD  und  AP.RC  in  einer 
Geraden  sein.  —  Auf  gleiche  Art  liegt  wegen  des  Gleichgewichtes 
am  Vierecke  PQ RS  der  Punct  PS.QR  in  der  Geraden  TU  und 
der  Punkt  QP.  RS  in  der  Geraden   VW. 

Man  sieht,  wie  somit  das  Gleichgewicht  der  Vierecke  PQRS. 
AB  SR,  ...  zur  Entdeckung  noch  mehrerer  Relationen  der  Figur 
Veranlassung  gibt. 

§.  223.  Bei  der  uns  jetzt  beschäftigenden  Aufgabe  dürften  noch 
folgende  besondere  Fälle  eine  Erwähnung  verdienen. 

1)  Wenn  die  auf  B  und  D  wirkenden  Kräfte  q  und  s  sich  in 
einem  Puncte  der  Diagonale  AC  begegnen,  und  daher  Ä  mit  Q  zu- 
sammenfällt, so  wird 

AQ:  QC=  ASiSC  , 

mithin  zufolge  (I*)  auch 

BP:PD  =  BR:RD  ; 

es  fallen  daher  auch  P  und  R  zusammen,  d.  h.  die  auf  A  und  C 
unrkenden  Kräfte  p  und  r  schneiden  sich  alsdanii  in  einem  Puncte 
der  Diagonale  BD. 
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Dasselbe  folgt,  wenn  das  Viereck  kein  ebenes  ist,  schon  daraus, 
dass  sich  die  Kräfte,  wie  an  einem  einzigen  Körper,  das  Gleich- 
gewicht halten  müssen.  Denn  fällt  S  mit  Q  zusammen,  so  haben 
s  und  q  eine  durch  Q  gehende  Resultante.  Mithin  müssen  sich  auch 
p  und  r  zu  einer,  dieser  Resultante  gleichen  und  entgegengesetzten 
Kraft  vereinigen  lassen,  und  folglich  in  einer  Ebene  liegen.  Schneidet 
nun  diese  Ebene  die  Diagonale  BD  im.  Puncto  P,  so  sind,  weil  p 
und  r  resp.  in  den  Ebenen  DAB  und  BCD  liegen  müssen,  AP 
und  CP  die  Richtungen  von  p  und  r. 

2)  Ist  das  Viereck  ein  ebenes,  und  gehen  die  ^Richtungen  dreier 
der  vier  Kräfte  durch  den  Durchschnitt  Z  der  Diagonalen,  so  muss 
nach  vorigem  Satze  auch  die  Richtung  der  vierten  diesen  Durch- 
schnitt treffen.  Alsdann  sind  p  und  r,  so  wie  q  und  8  einander 
direct  entgegengesetzt,  die  vier  Puncto  P,  Q,  iZ,  S  coincidiren  mit 
Z  und  es  verhalten  sich  nach  (11*): 

_  AZ,ZC    BZ.ZD 

^•^—       AC  BD       ' 


oder: 


11  1,1  1,1 


und  ebenso 


p  '  q  AZ     '     ZC     BZ     '     ZD 

1'=     '     +     ':'     +     ' 


q  '  r         BZ    '    ZD     CZ     '     ZA 

Die  entgegengesetzten  Kräfte  p  und  r  sind  daher  einander  gleichj 
und  ebenso  müssen  atich  q  und  s  einander  gleich  sein. 

Diese  Gleichheit  fliesst  unmittelbar  auch  aus  der  nöthigen  Fort- 
dauer des  Gleichgewichtes,  wenn  die  gegenseitige  Lage  von  A,  jB,  C,  D 
ganz  unveränderlich  angenommen  wird.  Ueberhaupt  folgt  daraus, 
dass,  wenn  drei  der  vier  Kräfte  sich  in  einem  Puncto  schneiden, 
auch  die  vierte  diesen  Punct  treffen  muss.  Wird  nun  der  Schncide- 
punct  der  Diagonalen  zu  diesem  Puncto  genommen,  so  fallen  die 
Kräfte  /),  r,  also  auch  ihre  Resultante,  in  die  Diagonale  A  C,  und 
die  Kräfte  q,  s,  sowie  ihre  Resultante,  in  die  Diagonale  BD,  Diese 
zwei  Resultanten  können  aber  nicht  anders  im  Gleichgewichte  sein, 
als  wenn  jede  von  ihnen  Null  ist;  mithin  müssen  p  und  r,  und  ebenso 
q  und  s  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt  sein. 

3)  Ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  wird  das  Verhältniss 
der  nach  dem  Mittclpuncte  desselben  gerichteten  Kräfte: 

{p  =  r):{q  =  s)  =  AC:  BD, 

§.  224.  Auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  bei  einem  Vierecke,  lassen 
sich   auch   bei  einem   mehrseitigen  Vielecke,  dessen  Seiten  von 
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constantcr  Länge,  dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind,  die  Bedingun- 
gen ausdrücken,  denen  Kräfte,  an  den  Ecken  des  Vielecks  angrebracht 
beim  Gleichge^'ichte  unterworfen  sein  müssen.  Es  muss  nämlich 
jede  Kraft  besonders  mit  den  zwei  Pressungen  im  Gleichgewichte 
sein,  welche  die  Ecke  des  Vielecks,  auf  welche  die  Kraft  zunächst 
wirkt,  von  den  zwei  anliegenden  Seiten  erleidet,  und  an  jeder  Seite 
müssen  sich  die  zwei  Pressungen  auf  die  Enden  der  Seite  das  Gleich- 
gewicht halten. 

Hieraus  ßiessen  aber  die  Bedingungen:  1).  dass  Jede  Kraft  mit 
den  ztcei  anliegenden  Seiten  in  einer  Ebene  enthalten  sein  muss,  und 
2),  dass.  tcenn  jede  Kraft  nach  den  zwei  anliegenden  Seiten  in  ztcei 
zerlegt  wird.  Je  zwei  der  somit  entstehenden  Kräfte^  welche  auf  die 
beiden  Enden  eitier  Seite  wirken,  einander  gleich  und  entgegengesetzt 
sein  müssen. 

Sind  daher  das  Vieleck  und  die  Richtungen  der  Kräfte,  bis  auf  eine, 
gegeben,  so  kann  man  ebenso,  wie  in  §.219,  a,  die  noch  übrige  Richtung 
und  die  Verhältnisse  sämmtlicher  Kräfte  zu  einander  bestimmen. 

Wird  bloss  die   noch  fehlende  Richtung  verlangt,   und  ist  das 
Vieleck  in   einer  Ebene  enthalten,    so   kann  man  ähnlicher  Weise, 
wie    in   §.   221 ,    die  Richtung    auch    durch  blosses    Ziehen    gerader 
Linien  finden,  woraus,  da  dieses  immer  auf  mehrfache  Art  sich  be- 
werkstelligen lässt,   neue   geometrische 
Sätze,  das  Liegen  von  Puncten  in  Ge- 
raden betreffend,  hervorgehen. 

Seien  z.  B.  das  Fünfeck  ABC  DE 
(vergl.  Fig.  54)  und  die  Richtungen  der 
auf  Aj  B,  C\  D  wirkenden  Kräfte  p,  q, 
r,  s  gegeben,  und  werde  die  Richtung 
der  an  E  anzubringenden  Kraft  t  ge- 
sucht. Bezeichnet  man  der  Kürze  Odi- 
len die  Resultante  von  p  und  q  mit  ipq), 
die  Resultante  von  /?,  q,  r  mit  (pqr  , 
Fig  5,^  u.  8.  w.,  so  geht  aus  ähnlichem  Grunde 

wie  beim  Vierecke  in  §  221, 

[pq)  durch  die  Puncte     p  .  q  und  EA  .  BC  ^ 
(pqr)      -         -  -       (pq) .  r  und  EA .  CD  , 

(pqrs),  also  auch  t,  durch  die  Puncte  (pqr).s  und  E  . 

Hiermit  kann  man  also  nach  und  nach  die  Richtungen  von 
(pq),  (pqr)  und  t  durch  Ziehen  von  Geraden  finden.  Auch  kann 
man  umgekehrt  zuerst  («;*),  hieraus  (srq)  und  hieraus  (srqp)  oder  t 
bestimmen. 
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Ein  noch  anderes  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  ebenso, 
wie  (pg),  noch  {qr)  und  (rs)  sucht,  hierauf  (pqr)  durch  {pq).r  und 
p .  (qr),  und  (qrs)  durch  (qr)  .s  und  q .  (rs)  legt,  und  endlich  zwei  der 
drei  Punkte  {pqr).Sj  ipq)'{rs)j  p.{qrs)  bestimmt.  Denn  diese  drei 
Puncto  sind  in  der  gesuchten  Richtung  von  t  oder  {pqrs)  enthalten. 

Die  aus  diesen  verschiedenartigen  Constructionen  sich  ergebenden 
geometrischen  Sätze  mit  Worten  auszudrücken,  bleibe  dem  Leser 
überlassen. 

Sehr  bemerkenswerth  ist  es  noch,  dass  man  zu  dergleichen  geo- 
metrischen Sätzen  auch  schon  durch  Betrachtung  eines  einzigen 
Körpers  und  durch  Zuhülfenahme  des  einzigen  Satzes  gelangen  kann, 
dass  sich  von  drei  in  einer  Ebene  liegenden  und  sich  in  einem 
Puncte  schneidenden  Geraden  die  eine,  welche  man  will,  als  die 
Sichtung  der  Resultante  zweier  nach  den  beiden  anderen  Geraden 
wirkenden  Kräfte  ansehen  lässt. 

Sind  also  z.  B.  p,  q,  r,  s  irgend  vier  in  einer  Ebene  enthaltene 
Gerade,  und  legt  man  durch  die  Puncte  p.q^  q.r,  r.s  in  derselben 
Ebene  willkürlich  drei  andere  Gerade  {pq)j  (yr),  (r«),  so  kann  man 
letztere  immer  als  die  Richtungen  der  Resultanten  von  Kräften  be- 
trachten, welche  die  Richtungen  von  p  und  g»,  etc.  haben.  Hieraus 
kann  man,  wie  vorhin,  die  Resultanten  (pqr)  und  (qrs)  bestimmen 
und  damit  drei  Puncte  finden,  deren  jeder  in  der  Resultante  aller 
vier  Kräfte  liegen  muss,  also  drei  Puncte,  die  in  einer  Geraden  sind. 
Der  hieraus  entspringende  geometrische  Satz  führt  übrigens,  gleich 
dem  in  §.  222,  b  und,  wie  Fig.  55  zeigt,  auf  ein  eingeschriebenes  und 
ein  umschriebenes  Vieleck,  von  welchem  letzteren  die  Diagonalen 
durch  die  Durchschnitte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  ersteren 
gehen. 


§.  225.     Aufgabe.     Die  Bedingungen  des   Gleickgemchtes  ztm- 
sehen  vier  Kräften  P,  Q,  -R,  S  zu  finden^  welche  auf  die  Seiten  eines 

K&b ins  Werke  III.  22 
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Vierecks  AB  CD  wirken^   T^^gl-  Fig-  ^6)»  dessenr  Seiten  ton  constanter 
Länge^  dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind. 

Auflösung.  Seien  F,  G,  H,  I  die  in  den  Seiten  AB,  BC,  CD, 
DA  gelegenen  AngriflEspuncte  der  Kräfte,  und  FK,  GL^  HM,  IN  die 
Richtungen  der  letzteren.  Beim  Gleichgewichte  des  Systems  wirken 
nun  auf  die  Seiten  DA  und  ^^  im  Puncte  A^  in  welchem  sie  mit 
einander  verbunden  sind,  zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte 
Pressungen,  welche  resp.  n  und  —  /*  heissen.  Desgleichen  wirken 
auf  AB  und  BC  in.  B  zwei  einander  gleiche  und  entgegengesetzte 
Pressungen  k  und  — k.  Da  nun  an  jedem  Theile  des  Systems  die 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  und  Pressungen  für  sich  im  Gleich- 
gewichte sind,  so  halten  an  der  Linie  AB  die  Pressungen  — n  und  k 
der  Ejraft  P  das  Gleichgemacht,  und  es  müssen  daher  die  Richtungen 
der  beiden  ersteren  der  Richtung  der  letzteren  in  einem  und  dem- 
selben Puncte  begegnen.  Sei  K  dieser  Punct,  so  fallen  —  n  und  k, 
also  auch  n  und  —  k,  in  AK  und  BK,  und  es  erhellt  aus  gleichem 
Grunde,  dass  die  Richtung  AK  der  Richtung  IN  in  einem  Puncte 
Nj  und  BK  der  Richtung  GL  in  einem  Puncte  L  begegnen  muss, 
und  dass  DN  und  CL  sich  in  einem  Puncte  M  der  Geraden  HM 
schneiden  müssen.  Die  auf  die  Seiten  BC  und  CD  in  C  wirken- 
den Pressungen  fallen  alsdann  in  L  J/,  und  die  Pressungen  auf  die 
Seiten  CD  und  DA  m  D  fallen  in  MX, 

1)  Die  erste  Bedingung  des  Gleichgewichtes  beruht  demnach  auf 
der  Möglichkeit,  ein  Viereck  KLMN  zu  verzeichnen,  dessen  Seiten 
durch  die  Ecken  des  Vierecks  AB  CD  gehen,  und  dessen  Ecken  in  den 
Richtungen  FK,  GL,  HM,  IN  der  Kräfte  liegen.  —  Denkt  man  sich 
das  Viereck  AB  CD  und  die  Richtungen  FK,  ...  gegeben,  und  ist 
die  Figur  in  einer  Ebene  enthalten,  so  führt  die  Forderung,  das 
Viereck  KLMN  zu  beschreiben,  zu  einer  Gleichung  des  zweiten 
Grades  und  ist  daher  im  Allgemeinen  entweder  auf  doppelte  Weise, 
oder  gar  nicht  erfüllbar.  Ist  aber  die  Figur  nicht  eben,  so  ist  die 
Construction  von  KLMN  nur  bei  gewissen  speciellen  Lagen  der 
Richtungen  FK,  ...  gegen  das  Viereck  AB  CD  möglich.  Da  ferner 
durch  Zerlegung  der  durch  die  Ecken  des  Vierecks  KLMN  gehenden 
Kräfte  P,  ö,  R,  S  nach  den  Seiten  desselben  Vierecks  die  auf 
A,  Bj  Cj  D  wirkenden  Pressungen  sich  ergeben,  —  z.  B.  durch 
Zerlegung  der  nach  FK  gerichteten  Kraft  P  nach  den  Seiten  NK 
und  KL  die  Pressungen  n  und  k,  —  und  da  je  zwei  dieser  Pres- 
sungen, welche  in  dieselbe  Seite  fallen,  sich  gegenseitig  aufheben, 
so  ist  die  zweite  Bedingung  des  Gleichgewichtes :  dass,  wenn  man  die 
Seitenlängen  des  Vierecks  /fZ/ Jf iV  constant  und  die  Winkel  desselben 
veränderlich  annimmt,  die  Kräfte  P,  Q,  P,  S,  an  den  Spitzen  dieses 
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Vierecks   angebracht,    im   Gleichgewichte    sind.      Es    müssen    daher 
{§.  219,  d) 

2)  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Theile,  worauf  die  Kräfte 
wirken,  unveränderlich  angenommen  wird,  die  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sein;  und  diese  Bedingung  reicht  hin,  wenn  das  Viereck 
'KL  MN  nicht  eben  ist.  Denn  die  alsdann  noch  nöthige  Bedingung, 
dass  die  Richtungen  FK,  GL, . . .  resp.  in  die  Ebenen  NKLj  KLM,  . . . 
fallen,  ist  hier  bereits  erfüllt,  da  FK  in  der  Ebene  AKB,  also  auch 
in  der  Ebene  NKL  liegt,  u.  s.  w.  Wenn  aber  das  Viereck  AB  CD 
und  die  darauf  wirkenden  Kräfte,  folglich  auch  das  Viereck  KLMN, 
in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so  müssen 

3)  die  Diagonalen  des  von  den  Kräften  gebildeten  Vierecks  die 
Durchschnitte  der  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  KLMN 
treffen  (§.  221). 

Dass  diese  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  jederzeit  hinreichen, 
leuchtet  ein.  Denn  sind  die  Kräfte  am  Vierecke  KLMN,  auf  des- 
sen Ecken  sie  wirken,  im  Gleichgewichte,  so  sind  sie  es  zu  Folge 
des  zu  Anfange  dieses  §.  Gesagten,  auch  dann,  wenn  sie  an  den 
Seiten  irgend  eines  in  KL  MN  einbeschriebenen  Vierecks  da,  wo  sie 
dieselben  treffen,  angebracht  werden. 

§.  226.  Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  dieses  Gleichgewich- 
tes am  Vierecke  durch  Gleichungen  auszudrücken  suchen,  dabei 
jedoch  nur  den  Fall  berücksichtigen,  wenn  das  Viereck  und  die 
Ejräfte  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten  sind.  Am  Ein- 
fachsten werden  wir  hierbei  verfahren,  wenn  wir  die  an  den  Seiten 
angebrachten  Kräfte  in  andere  verwandeln,  welche  auf  die  Spitzen 
wirken.  Denn  hierdurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  von  den 
bereits  in  §.  220  erhaltenen  Formeln*  unmittelbaren  Gebrauch  zu 
machen. 

Sei  zu  dem  Ende 

AB=a   ,         BC=b    ,         CD  =  c    ,         DA  =  d   ; 

AF=a,,        FB  =  a^,        BG  =  b,,         GC=b^,     ... 

also 

a^  -f-  a,  =  a  ,         b^  -{-  b^  ^=  b  , 

Man  zerlege  nun  die  in  F  angebrachte  Kraft  P  in  zwei  mit  ihr  pa- 
rallele   auf  die   Endpuncte    A,   B   der  Seite   AB   wirkende  Kräfte 

—  •  P  und  —  •  P  (§.  26,  c).    Ebenso  setze  man  statt  der  in  /  angebrach- 

ten  Kraft  S  zwei  ihr  parallele  auf  D  und  A  wirkende  Kräfte  -^  •  S 

22* 
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und  -^  •  aS,  und  verfahre  auf  gleiche  Art  mit  den  Kräften  Q  und  i?. 

Werden  daher  noch  die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der 
Kräfte  P,  Q,  Ä,  Ä'  und  die  Linien  AB,  BC,  CD,  DA  mit  einer 
willkürlich  in  der  Ebene  gezogenen  Axe  machen,  resp.  mit  P,  Q, 
R,  S  und  a,  b,   c,   d  bezeichnet,   so  wirken  jetzt  auf  A  die  zwei 

Kräfte  Ä'  •  ^  und  P  •  -  *    nach  den  durch  die  Winkel  S  und  P  be- 

h 

stimmten  Richtungen,  auf  B  die  Kräfte  P  •  —  und  Q  •  ~  nach  den 

ab 

durch  P  und  Q  bestimmten  Richtungen  etc.,  und  hat  man  zu  Folge 

der  Gleichung  am  Ende  von  §.  220,  wenn  statt  der  dortigen  Kräfte 

Pi  P\  9i  ?'  r^sp-  '^•■^»  ^ '—j  ^ '  —1  Q*"^>  ^^^  s^*^  ^^^  dortigen 

Winkel  P;  p',  q,  q'  resp.  S,  P,  P,  Q  gesetzt  werden: 

^d,  sin(S-d)        pia,  sin  (P -  d)        o,  sin(P-b)\ 
d  sin  (a  —  d)  \a    sin  (a  —  d)         a   sin  (a  —  b)/ 

^8in(Q-b)_ 
6    sm(a  —  b) 

und  ebenso  noch  drei  andere  Gleichungen,  welche  auch  schon  aus 
dieser  durch  gehörige  Verwandlung  der  Buchstaben  in  die  nächst- 
folgenden hervorgehen  und  mit  ihr  die  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes ausmachen. 

Da  in  diesen  vier  Gleichungen  nicht  die  Seiten  des  Vierecks 
selbst,  sondern  nur  die  Winkel  derselben  unter  sich  und  mit  den 
Kräften,  so  wie  die  Verhältnisse  vorkommen,  nach  denen  die  Seiten 
durch  die  AngrifFspuncte  der  Kräfte  getheilt  werden,  so  erhellt,  dass, 
wenn  auf  die  jetzt  in  Rede  stehende  Weise  Gleichgewicht  an  einem 
Vierecke  stattfindet,  dieselben  Kräfte  auch  an  jedem  anderen  Vier- 
ecke im  Gleichgewichte  sein  werden,  welches  dem  ersteren  nicht 
ähnlich,  sondern  mit  ihm  nur  gleichwinklig  ist,  und  dessen  Seiten 
mit  den  Kräften  dieselben  Winkel,  wie  im  ersteren,  machen  und  von 
den  Angriffspunctcn  nach  denselben  Verhältnissen,  wie  im  ersteren, 
getheilt  werden. 

Aus  allen  vier  Gleichungen  lassen  sich  die  vier  Kräfte  elimi- 
niren,  und  man  bekommt  damit  eine  Gleichung,  mittelst  welcher, 
wenn  z.  B.  das  Viereck,  die  Angrifiispuncte  in  den  Seiten  desselben 
und  die  Richtungen  dreier  Kräfte  gegeben  sind,  die  Richtung  der 
vierten  gefunden  werden  kann.  Es  drückt  diese  Gleichung  die  Be- 
dingung aus,  unter  welcher  das  Viereck  KLMN,  welches  um  das 
Viereck  A  B  CD  und  in  das  von  dto  Kräften  gebildete  Viereck  mög- 
lichen Falles  beschrieben  werden  kann,   eine  solche  Lage   hat,    dass 
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die  Durchschnitte  seiner  gegenüberstehenden  Seiten  in  die  Diago- 
nalen des  Vierecks  der  Klüfte  fallen.  —  Die  gegenseitigen  Verhältnisse 
zwischen  den  vier  Kräften  können  dann  gleichfalls  bestimmt  werden. 

§.  227.  Zum  Beschlüsse  der  Untersuchungen  über  das  Gleich- 
gewicht am  Vierecke  mögen  noch  einige  merkwürdige  specielle  Fälle 
folgen,  die  aber  so  einfach  sind,  dass,  um  sie  zu  beurtheilen,  es  an- 
gemessener sein  wird,  zu  den  Principien  selbst  zurückzukehren,  als 
von  den  zuletzt  entwickelten  Formeln  Gebrauch  zu  machen. 

Aufgabe.     Die  Bedingungen  des   Gleichgetoichtes  zwischen*  zwei 
Kräften  P  und  R  zu  finden ,   welche  in  F  und  H  (vergl.  Fig.  57)  an 
zwei  gegenüberliegenden  Seiten  AB  und  CD  eines 
Vierecks  mit  constanten  Seitenlängen  und  veränder- 
lichen Winkeln  angebracht  sind. 

Auflösung.  Weil  an  der  Seite  DA  keine 
Kraft  angebracht  ist,  so  müssen  sich  die  auf  DA 
in  D  und  A  wirkenden  Pressungen  allein  das 
Gleichgewicht  halten,  und  ihre  Richtungen  müs- 
sen daher  in  DA  fallen.  Die  Pressung,  welche 
AB  in.  A  erleidet,  fällt  daher  ebenfalls  in  DA^ 
und  aus  ähnlichem  Grunde  die  Pressung  auf  AB  j.    ^^ 

im  Puncte  B  in  BC.  Da  nun  an  AB  die  in  F 
angebrachte  Kraft  P  mit  den  Pressungen  in  A  und  B  im  Gleich- 
gewichte sein  muss,  so  müssen  sich  DAy  BC  und  die  Richtung  von 
P  in  einem  Puncte  X  schneiden,  woraus  zugleich  folgt,  dass  1)  das 
Viereck  ein  ebenes  sein  muss.  Da  femer  das  Gleichgewicht  nicht 
aufhören  darf,  wenn  die  Seiten  des  Vierecks  unbeweglich  gegen  ein- 
ander angenommen  werden,  so  müssen  2)  die  Kräfte  P  und  H  ein- 
ander gleich  und  direct  entgegengesetzt  sein,  also  in  die  Gerade  FH 
fallen,  und  diese  Gerade  muss  3)  den  Durchschnitt  X  von  DA  mit 
BC  treffen,  weil  FX  die  Richtung  von  P  war.  —  Dass  diese  drei 
nothwendigen  Bedingungen  auch  hinreichend  sind,  erhellt  ohne 
weitere  Erörterung. 

§.  228.  Zusätze,  a)  Wird  die  Seite  CD  unbeweglich  ange- 
nommen, und  wirkt  nur  auf  AB  in  F  eine  Kraft  P,  so  zeigt  sich 
auf  gleiche  Weise,  dass  nur  dann  und  dann  immer  Gleichgewicht 
stattfindet,  wenn  das  Viereck  ein  ebenes  ist,  und  wenn  die  Richtung 
von  P  durch  den  Durchschnitt  X  der  beiden  übrigen  Seiten  geht. 

b)  Wird  das  Viereck  AB  CD,  während  CD  unbewegt  bleibt,  in 
seiner  Ebene  verschoben,  so  beschreibt  jeder  Punct  F  der  Seite  AB 
eine  gewisse  Curve,  —  die  Puncte  A  und  B  Kreise  um  D  und  C  als 
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Mittelpuncte.  —  Statt  daher  den  Angrifbpunct  F  als  einen  bestimm- 
ten Punct  in  der  beweglichen  Geraden  AB  za  betrachten,  kann  man 
ihn  anch  als  einen  in  einer  unbeweglichen  Curve  (in  der  von  ihm 
beschriebenen)  beweglichen  Punct  ansehen.  Dieser  Ansicht  zn  Folge 
mnss  aber  die  Kraft  auf  der  Curve  normal  sein,  und  wir  schliessen 
daraus: 

Wird  ein  ebenes  Viereck  ABCD,  dessen  Seitenlangen  cgnstant 
eindj  dessen  Winkel  aber  sich  ändern  können,  in  seiner  Ebene  ver^ 
schoben^  während  eine  Seite  CD  /estgehalten  wird,  so  vereinigen  sich 
die  Normalen  aller  der  Curven,  welche  die  Puncte  der  gegenüberliegen- 
den Seite  AB  beschreiben,  stets  in  einem  Puncte,  in  demjenigen  näm- 
lich, in  welchem  sich  die  beiden  anderen  Seiten  DA  und  BC,  als  Nor- 
malen der  von  A  und  B  beschriebenen  Kreise,  schneiden*). 

c)  Werde,  wie  in  §.  227,  CD  wieder  beweglich  angenommen,  und 
seien  P  und  R  zwei  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte.  Seien 
überdies  BC   und   DA    einander   parallel    (vergl.  Fig.  5S),    also    ihr 

Durchschnitt  unendlich  entfernt,  so  muss  mit  ihnen 
auch  FH  parallel  sein.  Man  ziehe  mit  BC  und 
DA  noch  eine  zweite  Parallele  FH.\  welche  AB 
und  CD  in  F'  und  R'  schneide,  und  bringe  in 
diesen  Puncten  zwei  Kräfte  P'  und  R  an,  welche 
resp.  den  P  und  72  gleich  und  entgegengesetzt  sind, 
folglich  mit  ihren  Richtungen  in  F*!!'  fallen  und 

^      einander  das  Gleichgewicht  halten.    Alsdann  wird 

•^  auch    zwischen    den   vier  Kräften  P,  P' ,   Ä,   B! 

^  Gleichgewicht  bestehen.     Es  bilden   aber    P,   P* 

ein  Paar,  und  i?,  IS  ein  zweites  Paar,  das  in 
der  Ebene  des  ersteren  liegt  und  mit  ihm  ein  gleiches,  aber  entgegen- 
gesetztes Moment  hat.  Da  nun  ein  Paar  in  seiner  Ebene  und  an 
dem  Körper,  woran  es  angebracht  ist,  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung 
beliebig  verlegt  werden  kann,  wenn  nur  sein  Moment  sowohl  dem 
Sinne  als  der  absoluten  Grösse  nach  dasselbe  bleibt,  so  schliessen  wir: 


A 


\  HL 


*)  Von  dieser  Eigenschaft  des  Vierecks  kann  man  sich  folgendergestalt  auch 
geometrisch  überzeugen.  Seien  A\  B\  P  die  Oerter,  welche  A,  B,  F  nach  einer 
unendlich  kleinen  Verschiebung  einnehmen,  so  sind  DAA'  und  CBB',  folglich 
auch  XAA'  und  XBB',  rechte  Winkel,  folglich  XA'^  XA  und  XB'=^  XB ;  und 
weil  auch  A'B'=^  AB^  so  sind  die  Dreiecke  XAB  und  XA'B'  einander  gleich 
und  ähnlich.  Die  Linie  AB  kann  daher  auch  dadurch  in  die  Lage  A'B'  gebracht 
werden,  dass  man  das  Dreieck  XAB  um  X  dreht  Alsdann  aber  beschreibt 
ebenso,  wie  A  und  B,  auch  jeder  andere  Punkt  F  der  Linie  AB  ein  Element 
FF't  welches  auf  seiner  Verbindungslinie  FX  mit  X  normal  ist 
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Bei  einem  Vierecke  AB  CD  mit  constanten  Seitenlängen  und  ver- 
änderlichen Winkeln  y  von  welchem  zwei  Seiten  BC  und  DA  einander 
parallel  sind,  halten  sich  zwei  in  der  Ebene  des  Vierecks  an  den  beiden 
anderen  Seiten  AB  und  CD  angebrachte  Kräftepaare  P,  P'  und  JR,  B! 
unter  denselben  Bedingungen,  wie  an  einem  einzigen  Körper^  das  Gleich- 
gewicht, 

d)  Sei  noch  AB  parallel  mit  CD,   also  das  Viereck  ein  Paral- 
lelogramm (vergl.  Fig.  59).    Man  nehme  \vl  AB  beliebig  zwei  Puncte 
jF,   F\   in    CD    einen    beliebigen    Punct   //, 
und  trage  von  H  nach  H'  eine  Linie  gleich  f 

FF\     Man  bringe  femer  an   F,  F\  H,  H'  y         y     ^ 

und  in  der  Ebene  des  Vierecks  vier  einander       V     ?  ^/     \ 

gleiche  Kräfte   P,  P',  P,  B!  an,   von  denen        \  /       ^\ 

P  und  B:   einerlei  Richtung,   P'  und  P  die  \  ä/    \ 

entgegengesetzte  haben.    Zwischen  diesen  vier         i?  ~7 ~ff ^r 

Kräften  herrscht  nach  vorigem  Satze  Gleich-  /^ 

gewicht.     Denn  P,  P'  und  P,  P'   sind  zwei  ^    p.    ^^ 

RTL   AB  und   CD    wirkende    Paare    von    ein- 
ander  gleichen   und  entgegengesetzten  Momenten.     Mithin    sind   P 
und  li  gleichwirkend  mit  — P'  und  — P',  d.  h. 

Die  Wirkung  eines  Paares,  dessen  Kräfte  an  zwei  gegenüber- 
liegenden Seiten  und  in  der  Ebene  eines  Parallelogramms  mit  constan- 
ten Seitenlängen  und  veränderlichen  Winkeln  angebracht  sind,  tcird 
nicht  geändert,  wenn  man  die  Kräfte  ihren  anfänglichen  Richtungen 
parallel  bleiben  lässt,  ihre  Angriffspuncte  aber  in  den  Seiten,  worin 
sie  liegen,  um  gleich  viel  und  nach  einerlei  Seite  hin  verrückt. 

§.  229.  Aufgabe.  Von  einem  Vierecke  ABCD  (vergl.  Fig.  60), 
dessen  Seitenlängen  constant  und  dessefi  Winkel  veränderlich  sind,  ist  die 
eine  Ecke  D  unbeweglich.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewich- 
tes zwischen  zwei  Kräften  P 
und  Q  zu  ßnden,  welche  auf 
die  zwei  der  Ecke  nicht  anlie- 
genden Seiten  AB  und  BC  i?i 
F  und  G  toirkefi. 

Auflösung.  An  der  Seite 
DA,    deren    einer    Endpunct 
D  mit   einem    unbeweglichen 
Puncte  verbunden  ist,  muss  die  Pressung  auf  D  mit  der  Pressung 
auf  den  anderen  Endpunct  A  im  Gleichgewichte  sein.    Beide  Pres- 


Fig.  60. 
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sangen,  also  auch  die  Pressung  auf  A,  als  den  einen  Endpunct  von 
AB,  fallen  daher  in  DA. 

An  der  Seite  AB  sind  die  Pressungen  auf  die  Endpuncte  A 
und  B  derselben  mit  der  Kraft  P  im  Gleichgewichte.  Da  nun  die 
Pressung  auf  A  in  DA  fällt,  so  muss  P  mit  DA  in  einer  Ebene 
liegen,  und  wenn  demnach  P  die  DA  in  M  schneidet,  so  fällt  die 
Pressung  auf  B  in  B3L 

Die  Pressung  auf  B,  als  den  einen  Endpunct  von  BC,  fallt  da- 
her gleichfalls  in  BM\  die  Pressung  auf  der  Seite  jB  (7  anderes  Ende  C 
fällt  in  CD  wegen  des  unbeweglichen  Punctes,  an  welchem  CD  mit 
dem  Ende  D  befestigt  ist.  Mit  beiden  Pressungen  zusammen  ist 
aber  die  Kraft  Q  im  Gleichgewichte.  Mithin  müssen  BM  und  CD 
in  einer  Ebene  liegen,  und  die  Richtung  von  Q  muss  den  Durch- 
schnitt N  dieser  Geraden  treffen. 

Hieraus  fliessen  nun  zunächst  folgende  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes: 1)  das  Viereck  AB  CD  muss  ein  ebenes  sein;  2)  die 
Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q  müssen  in  dieser  Ebene  begriffen 
sein;  3)  die  Puncto  M  und  N,  in  denen  diese  Richtungen  resp.  die 
Seiten  DA  und  CD  treffen,  müssen  mit  der  Ecke  B  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Sind  daher  das  ebene  Viereck  AB  CD,  die  beiden  Angriffs- 
puncte  F,  G  und  die  Richtung  MF  der  einen  Kraft  P  gegeben,  so 
findet  man  damit  auch  die  Richtung  GN  der  anderen  Q.  Kennt 
man  femer  die  Intensität  der  einen  Kraft  P,  so  ergibt  sich  die  In- 
tensität der  anderen  Q  dadurch,  dass,  wenn  man  P  nach  3fA  und 
MB  und  Q  nach  BN  und  CiS"  zerlegt,  die  zwei  in  MB  fallenden 
Kräfte  sich  aufheben  müssen. 

Es  verhält  sich  aber,  wenn  man  diese  in  31 B  fallenden,  durch  die 
Zerlegung  von  P  und  Q  sich  ergebenden,  Kräfte  Z  und  — Z  nennt: 

AB     AF 


P :  Z  =  sin  AMB  :  sin  AMF  = 


folglich : 


Q  :  —  Z  =  sin  BNC  :  sin  GXC  = 


P:  Q  =  — 


MB     MF 

BC     GC 
NB  '  NG 

AB     MF     BC     NG 


MB     AF     NB     GC 

Die  Erfüllung  dieser  Proportion  ist  daher  die  vierte  und  letzte 
Bedingung  des  Gleichgewichtes. 

§.  230.  Zusätze,  a)  Heissen  U,  V  die  Durchschnitte  von 
jB  C  mit  MA,  MF,  und  W,  X  die  Durchschnitte  von  A  B  mit  NG 
und  NC,  so  findet  sich  ebenso,  wie  vorhin: 
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MB    MV  '  ^                  NB'  NW  ' 
folglich : 

Q__VB  MV  BX     NW 

^    **—       MB  '  UV  NB  '  WX 

b)  Ist  das  Viereck  AB  CD  ein  Parallelogramm,  so  sind  77  und  X 
unendlich  entfernte  Puncte,  folglich  ÜB  :  UV=  1,  BX  :  WX  =  1, 
und  man  hat  daher  in  diesem  Falle: 

MV   NW 
^ ""       MB     NB    ' 

c)  Wenn  der  Punct  Jf ,  in  welchem  die  Richtung  von  P  die 
Seite  DA  trifft,  in  D  fällt,  so  fällt  damit  auch  N  zusammen,  und 
es   wird,    wenn    zugleich    das  Viereck    ein 

Parallelogramm  ist  (vergl.  Fig.  61): 

P:  Q  =  —  DV.  DW, 
oder,  weil 

DV=DC''''^ 


und 


DW=DA 


sin  V 
sin  A 


ist: 


sin  W  Fig.  61. 

P.  5C.sinP^5C+  Q.^jB.sin  CT^Ä  =  0  . 

d)  Will  man  den  bisher  unbeweglichen  Punct  D  beweglich  sein 
lassen,  so  muss  man  an  ihm  eine  mit  P  und  Q  das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft,  oder  auch  zwei  den  P  und  Q  gleiche,  parallele  und 
entgegengesetzte  Kräfte  P'  und  Q'  anbringen.  Ist  dabei  das  Viereck 
ein  Parallelogramm,  so  kann  man  nach  §.  228,  d  die  Angriffspuncte 
des  Paares  P,  P*  in  AB  und  DC  um  gleichviel  nach  einerlei  Seite 
hin  und  ebenso  die  Angriffspuncte  von  Q  und  Q'  in  CB  und  DA 
fortrücken  lassen,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  verloren  geht.  Hier- 
durch erhält  man  die  Bedingungen,  unter  denen  am  Parallelogramm 
AB  CD  ein  Paar  von  Kräften,  deren  Angriffspuncte  in  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  fallen,  mit  einem  anderen  Paare,  welches  auf 
die  beiden  anderen  Seiten  wirkt,  im  Gleichgewichte  ist. 

Treffen  die  Richtungen  von  P  und  Q  den  Punct  Z>,  so  sind 
ihnen  P'  und  Q'  direct  entgegengesetzt,  und  es  ergibt  sich  damit 
das  Resultat: 

An  einem  Parallelogramm  ABCD,  welches  constante  Seitenlängen 
und  veränderliche  Winkel  hat^  sind  zwei  auf  die  gegenüberliegenden 
Seiten  AB,  CD  toirkende  einander  gleiche  und  direct  entgegengesetzte 
Kräfte  P,  P'  mit  zwei  auf  die  beiden  anderen  Seiten  BC,  DA  tvir- 
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kenden  Kräften  Q,   Q'  im  Gleichgetcichte,  wenn  letztere  ebenfalls 
ander  gleich  und  direcl  entgegengesetzt  sind,   und  ufenn  überdies 

P,  BC  .  9mP^BC+  Q.^S.sin  Q^^i  =  0 
ist, 

§.  231.     Aufgabe.     Drei  Puncte  A,  B,  C  (vergl.  Fig.  62)  sind 
in  drei  unbeweglichen  Geraden  Ij  m,  n  einer  Ebene  beweglich.    In  der-- 

selben  Ebene  wirken  auf  drei  Ger€uie  a,  J,  c, 
tcelche  resp.  den  Puncten  B  und  C,  C  und  A, 
A  und  B  zu  begegnen  genöthigt  sind,  resp. 
die  Kräfte  P,  Q,  i?.  Die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  zwischen  diesen  Kräften  zu 
finden, 

Auflösung.  Das  vorgelegte  System 
besteht  aus  sechs  beweglichen  Theilen,  drei 
Punkten  A^  5,  C  und  drei  Linien  ö,  J,  r, 
von  deren  jedem  besonders  das  Gleich- 
gewicht zu  berücksichtigen  ist. 

Der  Punkt  A^  den  wir  zuerst  betrach- 
ten wollen,  ist  in  der  Linie  /  beweglich, 
und  an  ihm  sind  die  Linien  b^  c  beweglich ; 
von  diesen  drei  Linien  erleidet  er  drei  normale  Pressungen,  welche 
sich  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Sind  daher  p,  b^,  c,  diese 
drei  Pressungen,  so  hat  man,  weil  ihre  Richtungen  dieselben  Winkel 
mit  einander  machen,  als  die  auf  ihnen  normalen  /,  &,  c: 

p  :  b^  :  c^  =  sin  bc  :  sin  cl :  sin  Ib  , 

oder,   wenn  L,  M^  N  die  gegenseitigen  Durchschnitte   von   7,  m,  n 

sind: 

J^  :  r,  =  sin  BAN :  sin  MA  C  . 

Auf  gleiche  Weise  ist,  wenn  c^  und  a^  die  von  den  Linien  c 
und  a  auf  den  Punkt  B  normal  ausgeübten  Pressungen  bezeichnen: 

r,  :  a,  =  sin  CBL  :  sin  NBA  , 

und,  wenn  a,,  b^  die  normalen  Pressungen  auf  C  von  a  und  b  sind; 

«3  :  A3  =  sin  -4  CM  :  sin  L  CB  . 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Gleichgewichte  der  drei  Linien  a,  b,  c 
über.  —  Die  Linie  0,  welche  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist, 
dass  sie  durch  die  zwei  Puncte  B  und  C  geht,  erleidet  von  diesen 
Puncten  die  normalen  Pressungen  —  a,  und  —  a^ ,  und  diese  müssen 
mit  der  an  der  Linie  angebrachten  Kraft  P  im  Gleichgewichte  sein. 
Die  Richtung  dieser  Kraft  muss  daher  gleichfalls  die  Linie  recht- 
winklig schneiden,  und  wenn  F  der  Angriffspunct  von  P  ist,  so  muss 
sich  verhalten: 
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P:a^  :a^  =  BC:FC:BF, 
Aus  gleichen  Gründen  sind  auch  Q  und  B  auf  b  und  c  normal, 
und  man  hat,  wenn  G  und  H  die  Angriffspuncte  dieser  Kräfte  be- 
zeichnen : 

Q:bj,:b^=CA:GA:CG  , 

B:c^:c^  =  AB  :  HB  :  AH . 

Eliminirt  man  aiis  diesen  drei  einfachen  und  drei  Doppel- Pro- 
portionen die  sechs  Pressungen,  so  erhält  man  zuerst  die  Verhält- 
nisse zi^dschen  den  drei  Kräften: 

(Q:B=CA,  HB  .  sin  BA N :  AB.CG  .  sin  MA C , 
(I)  Ib:P=AB,FC  .sin  CBL  :  B  C  ,  AH .  sin  NBA  , 
\P:  Q  =  BC\GA  .sin  ACM .  CA.  BF  .  sin  L  CB  ; 
und  wenn  man  diese  Verhältnisse  zusammensetzt: 

im        j?Z  _^  AM  —  MdL  MM  LM 

'^  FC  '  OA  '  HB  ~  AN  '  BL  '  CM  ' 

weil  sin  BAN:  sin  NBA  =  BN:  AN ,  etc. 

Sind  daher  das  Dreieck  LMN  der  drei  unbeweglichen  Geraden, 
das  eingeschriebene  Dreieck  ABC  der  drei  beweglichen  Geraden 
und  zwei  von  den  drei  Angriffspuncten  F,  Gj  H  gegeben,  so  finden 
sich  mittelst  der  Gleichung  (II)  der  dritte,  und  mittelst  der  Propor- 
tionen (I)  die  Verhältnisse  zwischen  den  Kräften  selbst;  die  Rich- 
tungen derselben  aber  müssen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
normal  sein. 

§.  232.  Zusätze,  a)  Das  Gleichgewicht  des  Systems  dauert 
noch  fort,  wenn  zwei  der  drei  Kräfte,  etwa  Q  und  -R,  entfernt  und 
statt  derselben  zwei  unbewegliche  Curven  ß  und  y  in  der  Ebene 
angebracht  werden,  welche  die  Geraden  b  und  c  zu  berühren  ge- 
nöthigt  sind  und  gegenwärtig  in  G  und  H  berühren. 

Ist  demnach  die  Beweglichkeit  dreier  Geraden  a,  i,  c  in  einer 
Ebene  dergestalt  beschränkt,  dass  ihre  gegenseitigen  Durchschnitte 
A,  Bj  C  in  drei  unbeweglichen  Geraden  MN,  NL,  LM  der  Ebene 
liegen  müssen,  und  dass  zwei  derselben,  b  und  r,  zwei  unbewegliche 
Curven  ß  und  y  der  Ebene  zu  berühren  genöthigt  sind,  so  wird  eine 
auf  die  dritte  Gerade  a  in  der  Ebene  wirkende  Kraft  nur  dann  keine 
Bewegung  hervorbringen,  wenn  ihre  Richtung  auf  a  normal  ist,  und 
ihr  Angriffspunct  i^  in  a  und  die  zwei  Berührungspuncte  G  und  H 
in  b  und  c  so  liegen,  dass  der  Gleichung  (II)  Genüge  geschieht. 

b]  Werden  die  Geraden  h  und  c,  die  Curven  ß  und  y  berührend, 
bewegt,  während  ihr  Durchschnitt  A  in  MN  fortgeht,  so  bewegt  sich 
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die  durch  die  Schneidepuncte  C  und  B  der  Tangenten  h  und  c  mit 
LM  und  NL  gelegte  Gerade  a  als  Tangente  einer  dritten  Curve  a. 
Die  Beweglichkeit  von  a  wird  aber  offenbar  nicht  gemindert,  wenn 
wir  diese  dritte  Curve  wirklich  hinzufügen  und  annehmen,  dass  a 
sie  zu  berühren  gezwungen  ist;  und  eben  so  wenig  wird  die  Beweg- 
lichkeit von  a  vermehrt,  wenn  wir  hierauf  a  ausser  Verbindung  mit 
h  und  c  bringen.  Es  muss  daher  auch  jetzt  noch  bei  einer  normal 
auf  a  in  -F  wirkenden  Kraft  Ruhe  herrschen.  Dieses  ist  aber  nicht 
anders  möglich ,  als  wenn  F  der  Berührungspunct  von  a  mit  a  ist. 
Wir  schliessen  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (11) : 

A)  Bewegen  sich  drei  Puncte  A,  B,  C  vnllkürlich  in  den  Seiten 
eines  unbeweglichen  Dreiecks  LMN,  so  ist  immer  dasf  Product  aus 
den  drei  Verhältnissen ^  nach  denen  die  Seiten  des  Dreiecks  von  den 
Puncten  getheilt  werden,  gleich  dem  Product  aus  den  drei  Verhält- 
nissen, nach  denen  die  Seiten  des  von  den  Puncten  gebildeten  Dreiecks 
ABC  in  den  Berührungspuncten  F,  G,  H  mit  den  drei  Curven  ge- 
theilt werden,  welche  diese  Seiten  bei  der  gedachten  Bewegung  als 
Tangenten  erzeugen, 

c)  Treffen  /,  m,  w,  also  auch  i,  Jf,  N,  in  einem  Puncte  zu- 
sammen, sind  also  A,  B,  C  in.  drei  Geraden  beweglich,  welche  sich 
in  einem  Puncte  schneiden,  so  wird  jedes  der  drei  Verhältnisse 
MA:AN,  NB.BLj  LC\CM=  —  \,  also  auch  zufolge  (II): 

[BF:  FC)  [CG  :  GA)  [AH  :  HB)  =  —  1   . 

F,  G,  H  liegen  dann  folglich  in  einer  Geraden*),  und  man  hat 
den  Satz: 

Bewegen  sich  drei  Pu?ic(e  A,  B,  C  auf  beliebige  Weise  in  drei 
Geradefij  die  sich  iti  eifietn  Puncte  schtieiden,  so  liegen  in  Jedem  Augen- 
blicke die  drei  Puncte  Fy  G,  H,  in  denefi  die  di^ei  Geladen  BC,  CA, 
AB  die  von  ihnen  als  Tangenten  erzeugten  Curven  berüh'efi,  in  einer 
Geraden, 

d)  Der  Satz  A)  kann  noch  allgemeiner  gefasst  werden,  wenn 
man  die  Puncte  A,  B,  C  sich  in  beliebigen  unbeweglichen  Curven 
A,  jU,  V  bewegen  lässt,  von  denen  MN,  NL,  LM  die  Tangenten  in 
Aj  B,  C,  ...  sind ;  er  lautet  dann  also : 

B)  Hat  man  ein  in  €i?ier  Ebe7ie  sich  stetig  veränderndes  Dreieck 
ABC,  so  ist  in  Jedem  Augefiblicke  das  Product  aus  den  Verhältnissen, 
nach  denen  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Berührung spu7icten  F,  G, 
H  mit  den  Curven  a,  ß,  y  getheilt  werden,  welche  die  Seiten  als  Tan- 
gefiten erzeugen,  gleich  dem  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  denen 


♦)  VergL  des  Verf.  Baryc.  Calcul  §.  198,  2    (p.  239  des  I.  Bandes  der  vor- 
liegenden Ausgabe.) 
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bei  einem  zweiten  Dreiecke  LMN^  dessen  Seiten  die  Tangenten  der  von 
den  Ecken  A,  B,  C  des  erster en  Dreiecks  beschriebenen  Curten  X,  ^i,  v 
sind,  diese  Seiten  van  den  Ecken  A,  J5,  C,  als  den  Berührunffspuncten, 
getheilt  werden. 

Dieser  allgemeinere  Satz  lässt  sich  wiederum  specialisiren,  indem 
man  an  die  Stelle  der  Curven  a,  ß,  y,  an  denen  sich  BC,  CA,  AB 
als  Tangenten  fortbewegen,  blosse  Puncte  setzt,  und  er  lautet  dann 
folgendermassen : 

C)  Wenn  sich  in  einer  Ebene  die  Seiten  eines  darin  enthaltenen 
Dreiecks  ABC  um  unbewegliche  Puticte  F,  6r,  H  drehen,  so  ist  stets 
das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten  von  diesen 
Puncten  getheilt  werden,  gleich  dem  Producte  aus  den  Verhältnissen, 
nach  welchen  von  den  Ecken  desselben  Dreiecks  ABC  die  Seiten  eines 
zweiten  Dreiecks  LMN  getheilt  werden,  dessen  Seiten  die  von  den 
Ecken  des  erster  en  beschriebenen  Curven  X,  f,i,  v  berühren. 

Wie  man  sogleich  sieht,  entspricht  dieser  Satz  dem  obigen  Satz 
Ä)  nach  dem  bekannten  Gesetze  der  Dualität.  Denn  so  wie  dort 
die  Puncte  A,  B,  C  sich  in  unbeweglichen  Geraden  l,  m,  n  bewegten, 
und  die  diese  Puncte  verbindenden  Geraden  a,  b,  c  durch  ihre  Be- 
wegung Curven  erzeugten,  welche  von  a,  b,  c  selbst  ia  F,  G,  H  be- 
rührt wurden:  so  drehen  sich  hier  die  Geraden  a,  b,  c  um  unbe- 
wegliche Puncte  F,  G,  H,  und  von  den  gegenseitigen  Durchschnitten 
A,  B,  C  der  Geraden  werden  die  Curven  beschrieben,  die  in  den 
Puncten  A,  B,  C  selbst  die  Geraden  l,  m,  n  zu  Tangenten  haben. 
Den  Puncten  A,  B,  C,  F,  G,  H  einerseits  entsprechen  daher  die 
Geraden  a,  b,  c,  l,  m,  n  andererseits,  und  umgekehrt. 

Nach  dem  Gesetze  der  Dualität  müssen  daher  auch,  zufolge  des 
Satzes  in  c),  wenn  in  C)  die  drei  Puncte  F,  G,  H  in  einer  Geraden 
liegen,  die  drei  Tangenten  der  von  A,  B,  C  beschriebenen  Curven 
sich  in  einem  Puucte  schneiden*). 


*)  Eine  leicht  hieraus  fliessende  Folgerung  ist,  dass,  wenn  die  zwei  von  A 
und  B  beschriebenen  Linien  gerade  sind,  auch  die  dritte  von  C  beschriebene  es 
ist  und  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  ersten  geht.  Dies  führt  zu  dem  be- 
kannten Satze: 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  AB  C  und  A'B'O  die  drei  Durchschnitte  der  gleich- 
namigen Seiten  B  C .  B'C'j  etc,  in  einer  Geraden  liegen,  so  schneiden  sich  die  drei 
Geraden  AA*,  etc.,  welche  die  gleichnamigen  Ecken  verbinden,   in  einem  Puncte. 

Ebenso  folgt  aus  c],  dass,  wenn  die  Geraden  a  und  h  sich  um  feste  Puncte 
F  und  G  drehen,  auch  die  dritte  c  sich  um  einen  festen  Pimct  H  dreht,  welcher 
mit  F  und  G  in  einer  Geraden  liegt,  und  man  erhält  damit  den  umgekehrten  Satz 
des  vorigen. 
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Uebiigens  gelten  ^  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  die  über  ein 
Dreieck  aufgestellten  Sätze  A),  B),  C)  wörtlich  auch  von  jedem 
mehrseitigen  Vielecke. 

§.  233.  Der  Satz  C)  der  §.  232  lässt  sich,  ebenso  wie  der  Satz 
A),  auch  unmittelbar  aus  statischen  Betrachtungen  herleiten.  Zu 
dem  Ende  hat  man  nur  in  §.  231  die  auf  die  Geraden  a,  b,  c  ia  Fj 
6r,  H  wirkenden  Kräfte  als  Pressungen  auf  diese  Geraden  von  un- 
beweglichen Puncten  F,  G,  -ET,  durch  welche  sie  gehen  müssen, 
und  die  Pressungen  auf  die  Puncte  A,  B,  C  von  den  unbeweglichen 
Geraden  ly  m,  n,  in  denen  sie  beweglich  gesetzt  wurden,  als  an 
diesen  Puncten  angebrachte  Kräfte  zu  betrachten;  dies  fuhrt  zu 
folgender 

Aufgabe.  Um  drei  unbewegliche  Puncte  F,  G,  H  und  in  der 
Ebene  derselben  sind  drei  gerade  Linien  a,  i,  c  beweglich.  Die  Be- 
dingungen des  Gleichgetoichtcs  zwischen  drei  Kräften  p,  j,  r  zußnden^ 
welche  in  der  Ebene  auf  die  gegenseitigen  Durchschnitte  A,  B,  C  der 
drei  Geraden,  d.  i,  auf  Puncte  wirken,  welche  in  b  und  c,  c  und  a, 
a  und  b  zugleich  beweglich  sind. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  geht  ohne  Weiteres  aus  den  For- 
meln in  §.  231  hervor.  Sind  nämlich  AS,  BT,  CU  die  noch  im- 
bekannten Richtungen  von  p,  q,  r  (vergl.  Fig.  62  daselbst),  und  sind 
l,m,n  auf  dieselben  winkelrecht  gezogene  Gerade,  so  hat  man,  wie  dort: 

p  :  b^:  c^  =  sin  bc  :  sin  cl :  sin  Ib 

=  sin  CAB  :  cos  BAS :  cos  SA  C  , 
und  ebenso: 

j  :  c,  :  öf,  =  sin  AB  C :  cos  CB  T :  cos  TBA  , 
r  :  «3 :  ^3  =  sin  B  CA  :  cos  ACU:  cos  UCB  . 

Eliminirt  man  hieraus  die  Pressungen  mittelst  der  schon  oben 
erhaltenen  Proportionen : 

a, :  Ö3  =  FC:  BF  ,         b^:b,  =  GA:CG  , 

,  ^  c.  :  c,  =  HB :  AH  , 

so  kommt:  *      * 

Iq:r=  CA,FC.co9ACU:AB,BF,co^TBA  , 
r:p  =  AB.  GA,  cos  BAS.  BC  ,  CG.  cos  UCB  , 
p:q  =  BC  .HB.cobCBT:  CA  ,  AH.  cos  SAC  , 

und  hieraus  die  Gleichung: 

^BF     CG      AH _  cos  CB T    cos  ACU     cos  BAS 
'     ^   FC'  GA'  HB  ~  cos  UCB  *  cos  SAC  '  cos  TBA  ' 

in   welcher  nur  noch  die  Richtungen  der  Kräfte   vorkommen,   und 
wonach,  wenn  die  Richtungen  zweier  Kräfte  gegeben  sind,  die  Rieh- 


§.  234.  Drittes  Kapitel.    Beispiele  sur  vorhergehenden  Theorie.  351 

tung  der  dritten  gefunden  werden  kann.     Die  Verhältnisse  zwischen 
den  Kräfiten  selbst  ergeben  sich  alsdann  aus  den  Proportionen  (I*). 

Werden  nun  diese  Bedingungen  erfüllt,  und^ist  daher  das  System 
im  Gleichgewichte,  so  kann  man  auch  die  Puncte  A  und  B^  statt 
auf  sie  die  Kräfte  p  und  q  wirken  zu  lassen,  in  unbeweglichen  Curven, 
welche  auf  den  Richtungen  von  p  und  q  normal  sind  und  daher 
/  und  m  zu  Tangenten  haben,  beweglich  annehmen.  Hiermit  wird 
der  dritte  Punct  C  in  einer  dritten  Curve  beweglich,  welche  auf  der 
Richtung  von  r  normal  sein  und  folglich  n  zur  Tangente  haben 
muss,  indem  sonst  der  Punct  C  nicht  in  Ruhe  bleiben  könnte.  Die 
hierbei  allein  noch  zu  berücksichtigende  Gleichung  (IE'*')  ist  aber,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  mit  der  obigen  Gleichung  (11)  identisch, 
und  gibt  damit  für  den  obigen  Satz  C)  den  Beweis  ab. 


Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bei  sich  ähnlich 

bleibenden  Figuren. 

§.  234.  Aufgabe.  Zwei  Gerade  a  und  c  (vergl,  Fig.  63)  aind 
in  B  unter  einem  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse  fest  mit  ein- 
ander verbunden  ;  desgleichen  zwei  an- 
dere Gerade  al  und  b  unter  einem 
unveränderlichen  Winkel  in  C.  Die 
Schenkel  a  und  a'  sollen  zusammen" 
fallen  und  an  einander  verschiebbar 
sein,  und  die  Winkel  selbst  sollen  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen.  In 
dieser  Ebene  toirken  auf  die  Spitzen 
der  Winkel  B  und  C  und  auf  den  gegen- 
seitigen Durc/ischnitt  ihrer  Schenkel  b 
und  c,   oder  vielmehr  auf  einen  in  b 

und  c  zugleich  beweglichen  Punct  A,  resp.  die  Kräfte  q,  r,  p.     Welches 
sifid  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes? 

Auflösung.  Das  gegebene  System  besteht  aus  drei  beweg- 
lichen Stücken:  aus  dem  Winkel  ac,  dem  Winkel  a'b  und  dem  Puncte 
A^  und  wir  haben  nun  das  Gleichgewicht  jedes  dieser  drei  Stücke 
besonders  zu  untersuchen. 

1)  Die  auf  die  Spitze  B  des  Winkels  ac  wirkende  Kraft  muss 
mit  der  Pressung  c^ ,  welche  sein  Schenkel  c  rechtwinklig  von  dem 
in  ihm  beweglichen   Puncte  A  erleidet,   und  mit   der  Pressung  auf 
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seinen  anderen  Schenkel  a  von  dem  an  a  yerscbiebbaren  a'  im 
Gleichgeii«4chte  sein.  Da  diese  Verschiebbarkeit  sich  dadurch  be- 
werkstelligen lässt,  dass  man  in  a  zwei  beliebig  bestimmte  Puncte 
Z>  und  E  annimmt,  welchen  a  zu  begegnen  genöthigt  ist,  so  ist  die 
Pressung  von  a!  auf  a  zwei  auf  a  in  Z)  und  E  rechtwinkligen  Pres- 
sungen gleich  zu  achten,  die  sich  aber,  als  zwei  parallele  Kräftei  zu 
einer  einzigen  y  zusammensetzen  lassen,  welche  den  Schenkel  a  gleich- 
falls rechtwinklig,  etwa  in  F,  trifft.  Die  Richtung  von  q  und  die 
auf  c  va.  A  und  auf  a  in  jP  errichteten  Normalen  müssen  sich  daher 
in  einem  Puncte  G  schneiden.  Nimmt  man  folglich  die  Richtung 
B  G  von  q  als  willkürlich  gegeben  an  und  errichtet  in  A  auf  BA 
eine  Normale  AG,  welche  BG  ia  G  schneide,  so  wird  der  Fuss- 
punct  einer  von  G  auf  BC  gefällten  Normale  der  gedachte  Punct 
F  sein.  Auch  kann  man  damit,  wenn  noch  die  Intensität  von  q  ge- 
geben ist,  die  Intensitäten  von  c^  und/  finden. 

2)  Beim  Winkel  a'b  ist  die  Kraft  r  an  der  Spitze  C  desselben 
im  Gleichgewichte  mit  der  normalen  Pressung  b^  des  Punctes  A  auf 
seinen  Schenkel  b  und  den  von  a  herrührenden  normalen  Pres- 
sungen auf  die  Puncte  D  und  E  seines  Schenkels  a',  oder  der  da- 
mit gleich^virkenden  einzigen  Pressung  — f  auf  a'  im  Puncte  F. 
Die  Richtungen  von  r,  b^  und  — f  müssen  sich  daher  in  einem 
Puncte  begegnen.  Trifft  demnach  eine  auf  AC  in  A  errichtete  Nor- 
male die  bereits  gezogene  FG  in  Hj  so  ist  CH  die  Richtung  von  r, 
und  es  lassen  sich  mittelst  der  schon  bekannten  Intensität  von  — / 
die  Intensitäten  von  r  und  b^  bestimmen. 

3)  Am  Puncte  A  muss  die  auf  ihn  unmittelbar  wirkende  Kraft 
p  den  Pressungen  —  b^  und  —  c^ ,  welche  er  von  den  Linien  b  und 
c  erleidet,  das  Gleichgewicht  halten  und  kann  somit  ohne  Weiteres 
gefunden  werden,  noch  leichter  aber  dadurch,  dass  p  auch  im  Gleich- 
gewichte mit  q  und  r  ist,  und  dass  folglich  die  Richtung  von  /), 
nächst  Ay  noch  den  Schneidepunct  /  der  Richtungen  BG  und  CH 
von  q  und  r  treffen  muss.  Die  Intensität  von  p  ergibt  sich  alsdann 
aus  denen  von  q  und  r. 

Nach  diesem  Allen  sind  die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes folgende:  1)  Die  auf  A,  By  C  wirkenden  Kräfte  müssen 
ebenso,  als  wären  diese  Puncte  fest  mit  einander  verbunden,  im 
Gleichgewichte  sein,  und  sich  daher  in  einem  Puncte  /  schneiden. 
2)  Die  resp.  Durchschnitte  G  und  H  der  auf  AB  und  AC  in  A 
errichteten  Perpendikel  mit  den  Richtungen  BI  und  CI  müssen  in 
einer  auf  BC  normalen  Geraden  liegen. 
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§.  235.  Das  Ton  den  zwei  Winkeln  ac  und  a'b  gebildete  Dreieck 
ABC  ist  dergestalt  beweglich,  dass  es  erstens ,  ohne  seine  Seiten- 
längen zu  verändern,  jede  beliebige  Lage  in  der  Ebene  einnehmen 
kann.  Zweitens  kann  eine  Seite  desselben,  welche  man  will,  durch 
Verschiebung  der  Schenkel  a  und  a'  an  einander  jede  beliebige  Länge 
erhalten;  allein  das  Dreieck  bleibt  sich  dabei  immer  ähnlich,  weil 
die  zwei  unveränderlichen  "Winkel  ac  und  a'b  zugleich  Winkel  des- 
selben sind.  Diesem  gemäss  lässt  sich  die  vorige  Aufgabe  auch 
folgendermaassen  abfassen: 

Die  Bedingungen  des  Gleichgemchtee  zwischen  drei  in  einer  Ebene 
auf  drei  Puncte  unrkenden  Kräften  zußnden,  wenn  die  Puncte  in  der 
Ebene  dergestalt  beweglich  sind,  dass  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck 
sich  immer  ähnlich  bleibt 

Man  kann  hiemach  erwarten,  dass  der  Ort  des  Punctes  /,  in 
welchem  sich  die  auf  A,  B,  C  wirkenden  Kräfte  schneiden,  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  A,  B,  C  auf  symmetrische  Weise  ab- 
hängen werde;  und  dies  bestätigt  sich  auch,  wenn  man  die  Curve 
untersucht,  in  welcher  alle  nach  der  in  §.  234  erhaltenen  Bedingung 
zu  construirenden  Oerter  von  /  begriffen  sind.  Diese  Bedingung  be- 
steht darin,  dass  OH,  HA,  AG  resp.  auf  BC,  CA,  AB  normal 
sind;  es  sind  folglich  die  Dreiecke  ABC  und  AGH  einander  ähn- 
lich, und  es  verhält  sich  AB:AG  =  AC:AH.  Mithin  sind  auch 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  BAG  und  C^ JET  einander  ähnlich,  folg- 
lich die  Winkel  ABI  und  ACI  einander  gleich,  folglich  liegen  die 
drei  Angriffspuncte  A,  B,  C  der  Ejräfte  und  der  gegenseitige  Durch- 
schnitt /  ihrer  Richtungen  in  einem  Kreise. 

Man  wird  sich  hierbei  der  Untersuchungen  erinnern,  welche  im 
7.  Kapitel  des  ersten  Theiles  über  den  Mittelpunct  nicht  paralleler 
Kräfte  in  einer  Ebene  angestellt  worden  sind.  Von  den  zwei  Kräften 
p  und  q,  welche  auf  die  Puncte  A  und  B  wirken  und  sich  in  / 
schneiden,  ist  hiemach  der  Mittelpunct  derjenige  Punct  C  in  der 
Bichtung  CI  ihrer  Resultante  —  r,  in  welchem  dieselbe  von  dem 
durch  A,  B,  I  zu,  ziehenden  Kreise  getroffen  wird  (§.  115),  und  dieser 
Punct  C  besitzt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  das  Dreieck  ABC  ohne 
Aenderung  seiner  Grösse  und  Gestalt  beliebig  in  seiner  Ebene  ver- 
schoben wird,  und  die  Kräfte  p,  q  auf  A,  B  nach  Richtungen,  die 
mit  ihren  anfänglichen  parallel  sind,  zu  wirken  fortfahren,  auch  ihre 
Resultante,  der  Grösse  und  Richtung  nach  sich  nicht  ändernd,  stets 
durch  C  geht  (§.  114).  Wird  folglich  an  C  eine  dieser  Resultante 
gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  r  angebracht,  so  werden  die 
Ki'dfte  p,  q,  r,  (deren  Intensitäten  sich  nach  §.  120  wie  die  Seiten 
BC,  CA,  AB  des  Dreiecks  verhalten  müssen,)  bei  jeder  Verrückung 

M  ob  ine  Werk«  m.  23 
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des  Dreiecks  in  seiner  Ebene  im  Gleichgewichte  verharren.  Hieraus 
ergeben  sich  aber  in  Verbindung  mit  dem  Vorigen  die  merkwürdigen 
Resultate : 

Sind  drei  Puncte  in  einer  Ebene  dergestalt  beweglich  y  dass  das 
ton  ihnen  gebildete  Dreieck  sich  immer  ähnlich  bleibt,  und  halten  sich 
drei  auf  sie  tcirkende  Kräfte  das  Gleichgewicht ,  so  herrscht  auch  noch 
Gleichgetoicht  bei  jeder  anderen  Lage,  welche  man  den  Puncten  zufolge 
ihrer  Betoeglichkeit  geben  kann,  wenn  nur  die  Kräfte  ihren  anfäng- 
lichen Richtungen  parallel  bleiben; 
und  umgekehrt: 

Sind  drei  Kräfte^  welche  auf  drei  fest  mit  einander  verbundene 
Puncte  in  einer  Ebene  tcirketi,  im  Gleichgeunchte,  und  dauert  dasselbe 
noch  fort^  wenn  das  System  der  drei  Puncte  in  seiner  Ebene  beliebig 
verschoben  tüirdj  die  Kräfte  aber  parallel  mit  ihren  anfänglichen  Rich- 
tungen fortwirken^  so  wird  das  Gleichgetoicht  auch  nicht  unterbrochen, 
wenn  man  den  Puncten  eine  solche  gegenseitige  Beweglichkeit  noch  bei- 
legt, bei  welcher  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  sich  immer  ähnlich 
bleibt. 

§.  236.  Keine  Schwierigkeit  hat  es,  auch  an  vier,  fünf,  oder 
mehreren  Puncten,  die  in  einer  Ebene  liegen  und  darin  dergestalt 
beweglich  sind,  dass  die  durch  sie  bestimmte  Figur  sich  immer  ähn- 
lich bleibt,  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  anzubringen. 
Denn  seien  A,  -B,  C,  D  vier  solche  Puncte,  an  denen  sich  die 
Kräfte  pj  q,  r,  s  das  Gleichgewicht  halten  sollen;  zwei  derselben, 
etwa  p  und  y,  seien  gegeben.  Durch  Aj  B  und  den  Durchschnitt 
N  von  p  mit  q  beschreibe  man  einen  Kreis,  welcher  die  Resultante 
X  von  p  und  q  ausser  in  N  noch  im  Puncte  X  schneide.  Denkt 
man  sich  nun  X  als  neuen  Punct  des  Systems,  also  mit  A,  B,  (7,  D  in 
solcher  Verbindung,  dass  er  gegen  sie  immer  in  ähnlicher  Lage 
bleibt,  und  bringt  man  an  X  die  sich  aufhebenden  Kräfte  x  imd 
—  X  an,  so  sind  p,  y,  — x  an  -4,  -B,  X  im  Gleichgewichte;  mithin 
müssen  es  auch  x^  r,  s  an  X,  C,  D  sein,  und  man  kann  mittelst 
der  bekannten  Kraft  x  und  eines  durch  X,  C,  D  zu  beschreibenden 
Kreises  die  Intensitäten  und  Richtungen  von  r,  s  finden. 

Sind  ferner  -4,  B,  C,  Z),  E  fünf  Puncte  in  einer  Ebene,  die 
in  ähnlicher  Lage  gegen  einander  verharren  sollen;  /?,  q,  r,  s,  t  die 
auf  sie  wirkenden  Kräfte,  und  von  ihnen  p,  q^  r  gegeben,  so  suche 
man  wie  vorhin  den  Mittelpunct  X  der  Kräfte  p^  q  in  ihrer  Resul- 
tante x  und  denke  sich  diesen  mit  den  Kräften  x  und  —  a:  als  einen 
zum  Systeme  gleichfalls  gehörigen  Punct.  Da  nun  p,  q,  — x  an 
Aj  B,  X  im  Gleichgewichte  sind,    so  müssen  es  auch  x,  r,  s,  t  an 
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X,  (7,  Dj  E  sein,  wenn  Gleichgewicht  zwischen  p,  q,  r,  Sj  t  herr- 
schen soll;  und  die  Aufgabe  ist  somit  auf  die  vorige,  welche  ein 
System  von  vier  Puncten  betraf,  zurückgeführt. 

Ueberhaupt  also,  —  denn  auf  analoge  Weise  kann  man  von 
fünf  Puncten  auf  sechs,  u.  s.  w.  schliessen  — :  Wenn  n  Puncte  in 
einer  Ebene  so  beweglich  sind,  dass  sie  stets  in  ähnlicher  Lage  gegen 
einander  bleiben,  und  wenn  auf  n — 2  derselben  beliebig  gegebene 
Kräfte  in  der  Ebene  wirken,  so  kann  man  immer  an  den  zwei  übrigen 
Puncten  zwei  Kräfte  hinzufügen,  welche  mit  ersteren  Gleichgewicht 
hervorbringen. 

Zugleich  aber  erhellt,  dass  dieselbe  Construction ,  womit  sich 
diese  zwei  Kräfte  finden  lassen,  auch  dann  anzuwenden  ist  und  die 
nämlichen  zwei  Kräfte  gibt,  die,  wenn  die  n  Puncte  in  unveränder- 
licher Lage  gegen  einander  genommen  werden,  am  {n — l)ten  und 
nten  Puncte  angebracht  werden  müssen,  damit  Gleichgewicht  ent- 
stehe und  bei  beliebiger  Yerrückung  des  Systems  in  der  Ebene  auch 
fortdauere,  sobald  nur  sämmtliche  n  Kräfte  ihren  anfänglichen  Rich- 
tungen parallel  bleiben.  Die  Bedingungen  zwischen  den  n  Kräften 
sind  also  in  dem  einen  Falle  dieselben,  wie  in  dem  anderen,  und 
wir  ziehen  hieraus  die  Folgerung : 

Die  zwei  Sätze  zu  Ende  des  §.  235  haben  nicht  bloss  für  drei, 
sondern  für  Jede  beliebige  Anzahl  von  Pursten  in  einer  Ebene  Gültigkeit, 

Ich  bemerke  nur  noch,  dass  ebenso,  wie  in  der  Au%abe  des 
§.  234  ein  sich  ähnlich  bleibendes  Dreieck  gebildet  wurde,  auch  ein 
System  von  jeder  grösseren  Anzahl  in  ähnlicher  Lage  bleibender 
Puncte  leicht  construirt  werden  kann.  Denn  man  hat  nur  in  einer 
Ebene  ein  System  von  Geraden,  welche  sich  unter  unveränderlichen 
Winkeln  in  einem  Puncte  treffen,  mit  einem  anderen  Systeme  von 
derselben  Beschaffenheit  dergestalt  zu  verbinden,  dass  eine  Gerade 
des  einen  Systems  mit  einer  Geraden  des  anderen  zusammenfällt 
und  längs  derselben  verschiebbar  ist.  Alle  Durchschnittspuncte 
zweier  Geraden  des  einen  und  anderen  Systems,  so  wie  jeder  der 
zwei  Puncte  selbst,  in  welchem  alle  Geraden  eines  und  desselben 
Systems  zusammenlaufen,  werden  dann  stets  in  ähnlicher  Lage  gegen 
einander  verharren. 


23» 


356  Lehrbuch  der  Statik.    Zweiter  TheiL  §.  237. 


Viertes  Kapitel. 

Von  den  Bedingungen  der  Unbeweglichkeit. 


§.  237.  Unter  den  Gleichungen,  welche  die  Bedingungen  de» 
Gleichgewichtes  zwischen  Kräften  ausdrücken,  die  auf  ein  System 
mit  einander  verbundener,  an  sich  frei  beweglicher  Körper  wirken, 
kommen  zu  Folge  des  Grundsatzes  (I)  in  §.  190  immer  auch  diejenigen 
Gleichungen  mit  vor,  welche  erfüllt  sein  müssen,  sobald  die  gegen- 
seitige Lage  der  Körper  unveränderlich  angenommen  wird,  und 
somit  sämmtliche  Körper  einen  einzigen  frei  beweglichen 
ausmachen. 

Dieser  letzteren  Gleichungen  gibt  es  im  allgemeinsten  Falle  sechs. 
Weiss  man  folglich  irgendwoher,  dass  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
mit  einander  verbundener,  an  sich  frei  beweglicher  Körper,  auf  fcelche 
beliebige  Kräfte  wirken,  immer  schon  durch  sechs  Gleichungen  bedingt 
ist,  so  können  diese  keine  anderen,  als  die  sechs  zum  Gleichgewichte 
eines  einzigen  Körpers  erforderlichen  Gleichungen  sein.  Aber  nicht 
allein  dieses,  sondern  es  kann  auch  keine  gegenseitige  Beweglichkeit 
zutschen  den  Körpern  stattfinden. 

Um  sich  von  der  Richtigkeit  des  letzteren  Schlusses  vollkommen 
zu  überzeugen,  bringe  man  an  den  mit  einander  verbundenen  Kör- 
pern beliebige  Kräfte  an.  Alsdann  ist  es  immer  möglich,  an  einem 
der  Körper,  er  heisse  a,  oder  an  Puncten,  die  mit  ihm  fest  verbun- 
den sind,  zwei  solche  Kräfte  hinzuzufügen,  welche  in  Vereinigung 
mit  den  ersteren  Kräften  den  sechs  Gleichungen  Genüge  leisten. 
Sind  nun  die  sechs  Gleichungen  die  einzigen  zum  Gleichgewichte  er- 
forderlichen Bedingungen,  und  ist  folglich  durch  Hinzufugung  der 
zwei  Kräfte  Gleichgewicht  zu  Wege  gebracht  worden,  so  muss  dieses 
auch  noch  bestehen,  wenn  man  a  unbeweglich  setzt.  Wenn  aber, 
sobald  einer  der  Körper  unbeweglich  angenommen  wird,  keine  auf 
die  übrigen  Körper  wirkenden  Kräfte  Bewegung  zu  erzeugen  ver- 
mögen, so  findet  keine  gegenseitige  Beweglichkeit  statt. 

§.  238.  Ob  Körper,  die  auf  gegebene  Weise  mit  einander  ver- 
bunden sind,  ihre  Lage  gegen  einander j noch  ändern  können  oder 
nicht,  die  Beantwortung  dieser  Frage  kann  nicht  allein  in  der  Me- 
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chanik,  sondern  auch  bei  rein  geometrischen  Untersuchungen  oft  von 
Interesse  sein.  Die  Statik  bietet  uns  hierzu  ein  sehr  einfaches  Mittel 
in  dem  Satze  des  §.  237  dar,  dass  es  bei  gegenseitiger  Unbeweglich- 
keit nicht  mehr  als  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  gibt. 
Ich  glaube  daher,  indem  ich  dieses  Princip  etwas  weiter  zu  ent- 
wickeln suche,  nichts  Ueberflüssiges  zu  thun,  um  so  weniger,  als 
der  Geometrie  wohl  nicht  immer  gleich  einfache  Mittel  zur  Äbur- 
theilung  über  die  Beweglichkeit  zu  Gebote  stehen  dürften. 

Um  bei  einem  Systeme  von  n  mit  einander  verbundenen  Körpern 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zu  finden,  hat  man  nach  §.215 
für  jeden  einzelnen  Körper  des  Systems  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes, im  Allgemeinen  sechs,  zwischen  den  unmittelbar  auf  ihn 
wirkenden  Kräften  und  den  Pressungen,  denen  er  ausgesetzt  ist,  zu 
entwickeln  und  aus  diesen  6  n  Gleichungen  die  Intensitäten  der  Pres- 
sungen, sowie  auch  ihre  Richtungen,  wenn  diese  unbekannt  sind, 
zu  eliminiren.  Die  somit  hervorgehenden  Gleichungen,  6n  —  p  zum 
wenigsten,  wenn  p  die  Zahl  der  von  den  Pressungen  herrührenden 
unbekannten  Grössen  ist,  sind  die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes. Man  setze  daher  die  Zahl  dieser  Bedingungsgleichungen 
gleich  6w  —  P  +  ?>  wo  ?  eine  positive  ganze  Zahl  oder  auch 
NuU  ist. 

Ist  nun  jeder  Körper  des  Systems  an  sich  frei  beweglich,  so  gibt 
es  nicht  weniger  als  sechs  Bedingungsgleichungen,  und  wenn  es  ihrer 
nur  sechs  sind,  also  wenn  6w — p^q=6j  d.  i.  6(«  —  l)-t-j=j9  ist, 
80  können  nach  §.  237  die  Körper  ihre  Lage  gegen  einander  nicht 
ändern.  Ist  dagegen  6(« — !)  +  ?>/>»  so  herrscht  in  dem  Systeme 
gegenseitige  Beweglichkeit. 

HieratM  schliessen  toir  endlich^  dass,  wenn  p<^^{n — 1),  stets  gegen- 
seitige Bevoeglichkeit  stattfindet,  und  dass,  wenn  gegenseitige  Unbeweg- 
lichkeit eintreten  soll,  p  =  oder  >  6  (n  —  1)  sein  muss,  dass  aber  diese 
Bedingung,  wenn  auch  stets  nothwendig,  doch  nicht  immer  hinreichend 
für  die  Unbeweglichkeit  ist. 

§.  239.  Berühren  sich  je  zwei  Körper  des  Systems  mit  ihren 
Flächen,  oder  berührt  eine  Kante  oder  Ecke  eines  Körpers  die  Fläche 
eines  anderen,  oder  kreuzen  sich  die  Kanten  zweier  Körper  unter 
einem  beliebigen  endlichen  Winkel,  so  ist  die  Richtung  der  daselbst 
stattfindenden  Pressungen  schon  im  Voraus  bekannt,  und  p  ist  der 
Anzahl  der  Pressungen  selbst,  d.  i.  der  Begegnungspuncte,  gleich. 

Begegnen  sich  daher  n  Körper  auf  die  eine  oder  die  andere  der 
eben  gedachten  Arten  in  weniger  als  6(» — 1)  Puncten,  so  kann  immer 
die  gegenseitige  Lage  derselben  verändert  werden ,    ohne  dass  eine  der 


358  Lehrbuch  der  Statik.    Zweiter  Theil  §.  240. 

Begegnungen  tcegfällt.     Nicht   mehr   ist  aber   dies  jederzeit  tnöglicA^ 
tcenn  sie  sich  in  6(n —  1)  oder  noch  mehreren  Puncten  treffen. 

So  haben  wir  bereits  oben  (§.  193)  bemerkt,  dass  zwei  Körper, 
die  sich  in  fünf  oder  weniger  Puncten  berühren,  immer  aneinander 
verschoben  werden  können,  im  Allgemeinen  aber  nicht  mehr  bei 
sechs  oder  mehreren  Berührungen.  Auf  gleiche  Art  findet  Verschieb* 
barkeit  im  Allgemeinen  nicht  mehr  statt,  wenn  sechs  Ecken  des 
einen  Körpers  die  Fläche  des  anderen  treffen,  oder  wenn  eine  Curve 
in  sechs  Puncten  eine  Fläche  berührt,  oder  wenn  zwei  Curven  (von 
doppelter  Krümmung)  in  sechs  Puncten  über  einander  weggehen.  — 
Letztere  sechs  Puncte  können  auch  paarweise  zusammenfallen,  so* 
dass  die  beiden  Curven  in  drei  Puncten  einander  einfach  berühren. 
Auch  kann  man  die  sechs  Puncte  zu  dreien  zusammenfallen  lassen, 
sodass  sich  die  Curven  in  zwei  Puncten  berühren  und  in  jedem  der* 
selben  eine  gemeinschaftliche  Krümmungsebene  haben,  u.  s.  w.  In 
keinem  dieser  Fälle  lassen  sich  die  Curven  an  einander  verschieben, 
ohne  dass  die  Arten  der  Berührung  aufgehoben  würden. 

Sind  sechs  Puncte  des  einen  Körpers  mit  sechs  Puncten  des 
anderen  nicht  unmittelbar,  sondern  durch  sechs  Gerade  von  unver- 
änderlicher Länge  verbunden,  so  kann  gleichfalls  die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Körper  im  Allgemeinen  nicht  mehr  geändert  werden. 
Denn  da  beim  Gleichgewichte  des  Ganzen  jede  der  sechs  Geraden 
an  ihren  zwei  Endpuncten  zwei  einander  entgegengesetzte  aber  gleiche 
Pressungen  ausübt,  so  sind  hier  nur  die  Intensitäten  der  sechs  Pres- 
sungen unbekannt,  und,  diese  aus  den  zweimal  sechs  Gleichungen 
für  das  Gleichgewicht  der  beiden  Körper  eliminirt,  bleiben  sechs 
Bedingungsgleichungen  zurück. 

§.  240.  Dass  die  gegenseitige  Lage  zweier  Körper  im  Allgemein 
nen  nicht  mehr  veränderlich  ist,  tcenn  in  der  Oberfläche  0  des  einen 
sechs  Ecken,  oder  überhaupt  sechs  bestimmte  Punkte  A,  B,  (7,  D,  JE,  F 
des  anderen  h  enthalten  sein  sollen,  dies  lässt  sich  auch  durch  folgende 
Betrachtung  einsehen. 

1)  Sollen  nur  A,  B  und  C  sich  in  der  Fläche  0  befinden,  so 
kann  der  Ort  von  A  beliebig  in  O  genommen  werden;  B  ist  dann 
irgend  ein  Punct  in  dem  Durchschnitte  von  0  und  der  um  A  mit 
AB,  als  Halbmesser,  beschriebenen  Kugelfläche,  und  C  der  Durch- 
schnitt von  0  und  den  zwei  Kugelflächen,  welche  um  A  und  B  mit 
den  Halbmessern  AC  und  BC  erzeugt  werden.  Wird  alsdann  der 
Körper  k  so  um  A  gedreht,  dass  B  und  C  in  0  bleiben,  so  beschreibt 
der  vierte  Punct  D  eine   bestimmte   Curve ;   und  wenn  D  in  dieser 
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Curve  bis  dahin  gekommen  ist,  wo   sie  von  0  geschnitten  wird,   so 
liegen  nunmehr 

2)  die  vier  Puncte  -4,  -B,  (7,  D  zugleich  in  0.  Für  jeden  be- 
liebigen Ort  des  ^  in  0  gibt  es  daher  im  Allgemeinen  eine  oder 
auch  etliche  Lagen  des  Körpers  k^  wo  nächst  A  auch  B,  Cy  D  sich 
in  0  befinden,  so  dass,  wenn  irgend  eine  Curve  a  in  0  gegeben  ist, 
in  welcher  A  sich  Jbewegen  soll,  die  Puncte  B,  C,  D  in  mit  a  zu- 
gleich gegebenen  und  in  0  liegenden  Curven  sich  bewegen  können. 
Hat  nun  bei  dieser  Bewegung  des  Körpers  k  der  fünfte  Punct  E 
desselben  die  Fläche  0  erreicht,  so  sind  jetzt 

3)  die  fünf  Puncte  -4,  B,  C,  Z>,  E  zugleich  in  O.  Für  jede  Curve  a^ 
in  0  gibt  es  demnach  einen  in  ihr  liegenden  Punct  A^  (oder  etliche, 
oder  auch  keine)  von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn  A  mit  ihm  coin- 
cidirt,  auch  B,  C,  D,  E  in  O  gebracht  werden  können.  Heissen  ähn- 
licher Weise  A^y  A^,  . . .  diese  Oerter  von  A  für  irgend  andere  Cur- 
ven a^,  a^,  . , .  in  0.  Denkt  man  sich  nun  a^y  a^y  a^j  . . ,  als  unmittel- 
bar neben  einander  liegende  Curven,  etwa  als  solche,  in  denen  O 
von  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Parallelebenen  geschnitten 
wird,  so  sind  A^,  A^y  A^y  ...  die  zunächst  aufeinander  folgenden 
Puncte  einer  bestimmten  Curve  a.  Sollen  folglich  die  fünf  Puncte 
Ay  By  Cy  Dy  E  zugleich  in  0  sein  und  bei  der  Bewegung  von  k  darin 
bleiben,  so  muss  A  in  der  Curve  et  liegen  und  darin  fortgehen, 
wobei  auch  die  übrigen  Puncte  -B,  (7,  D,  E  nicht  mehr  beliebige,  son- 
dern, ebenso  wie  Ay  von  der  Gestalt  der  Fläche  O  und  der  gegen- 
seitigen Lage  der  fünf  Puncte  -4,  By  C,  2>,  E  abhängige  Curven  be- 
schreiben werden. 

4)  Ist  endlich  bei  dieser  bestimmten  Bewegung  von  k  der  sechste 
Punct  i^  in  0  getreten,  so  hört  mit  der  Bedingung,  dass  auch  F 
in  0  bleiben  soll,  die  Beweglichkeit  von  k  völlig  auf 

§.  241.  Aus  den  vorstehenden  Betrachtunffen  ergeben  sich  leicht 
einige  Fälle,  in  denen  einem  Systeme  von  weniger  als  sechs  Puncten, 
die  in  unabänderlichen  Entfernungen  von  einander  sind,  im  Allgemeinen 
keine  Bewegung  mehr  gestattet  ist. 

Diese  Fälle  sind: 

1)  bei  einem  Systeme  von  drei  Puncten,  wenn  ein  Punct  unbe- 
weglich, ein  zweiter  in  einer  gegebenen  Linie  und  der  dritte  in  einer 
gegebenen  Fläche  beweglich  ist,  oder 

2)  wenn  die  drei  Puncte  in  gegebenen  Linien  beweglich  sind 
(vergl.  §.  203); 

3)  bei  einem  Systeme  von  vier  Puncten,  wenn  ein  Punct  unbe- 
weglich und  die  drei  anderen  in  gegebenen  Flächen  beweglich  sind,  oder 
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4)  wenn  zwei  Puncte  in  gegebenen  Linien  und  die  zwei  übrigen 
in  gegebenen  Flächen  beweglich  sind; 

5)  bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten,  wenn  ein  Punct  in 
einer  gegebenen  Linie  und  die  vier  anderen  in  gegebenen  Flächen 
beweglich  sind. 

Die  zwei  ersten  dieser  Fälle  erhellen  aus  1),  der  dritte  und  vierte 
aus  2)  und  der  fünfte  aus  3)  des  §.  240. 

§.  242.  Wenn  bei  einem  Systeme  von  n  durch  Berührung  mit- 
einander verbundenen  Körpern,  deren  jeder  an  sich  frei  beweglich 
ist,  die  gegenseitige  Lage  der  Körper  unveränderlich  sein  soll,  so 
müssen  sie  sich  in  wenigstens  6  {n — 1)  Puncten  berühren  (§.  23S). 
Ob  diese  Unveränderlichkeit  der  Lage  in  irgend  einem  bestimmten 
Falle  wirklich  stattfindet,  oder  nicht,  lässt  sich  im  Allgemeinen  wohl 
nicht  anders  beurtheilen,  als  dass  man  die  6  (n  —  1}  in  den  Berüh- 
rungen vorkommenden  Pressungen  aus  den  6  n  ursprünglichen  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes  eliminirt.  Denn  jenachdem  dann  sechs 
oder  mehr  als  sechs  Gleichungen  übrig  bleiben,  ist  die  gegenseitige 
Lage  constant  oder  veränderlich.  Indessen  gibt  es,  so  lange  nicht  der- 
gleichen Umstände,  wie  in  §.  193  bemerkt  worden,  eintreten,  mehrere 
specielle  Fälle,  in  denen  man  über  die  gegenseitige  Beweglichkeit 
ohne  vorangegangene  Rechnung  entscheiden  kann.  So  müssen  sich 
z.  B.  drei  Körper  in  wenigstens  6x2  =  12  Puncten  berühren,  wenn 
sie  nicht  mehr  aneinander  sollen  verschoben  werden  können.  Auch 
findet  in  der  That  gegenseitige  Unbeweglichkeit,  im  Allgemeinen 
wenigstens,  statt,  wenn  der  erste  dem  zweiten  in  sechs,  und  der 
zweite  dem  dritten  ebenfalls  in  sechs  Puncten  begegnet;  nicht  mehr 
aber,  wenn  der  erste  den  zweiten  in  sieben,  und  der  zweite  den 
dritten  in  fünf  Puncten  berührt.  Denn  hängen  dann  auch  der  erste 
und  zweite  Körper  fest  zusammen,  so  ist  doch  der  dritte  an  dem 
zweiten  verschiebbar. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass,  je  gleichmässiger  die  6  (w  —  1) 
oder  mehreren  Berührungen  unter  den  n  Körpern  vertheilt  sind,  um 
so  mehr  zu  erwarten  steht,  dass  die  Körper  unbeweglich  gegen  ein- 
ander sein  werden.  Im  Allgemeinen  wird  man  sich  daher  immer 
von  der  gegenseitigen  Unbeweglichkeit  versichert  halten  können, 
wenn  von  den  n  sich  in  6{n  —  1)  oder  mehreren  Puncten  berüh- 
renden Körpern  je  zwei  sich  in  gleichviel  Puncten  berühren. 

Wenn  von  n  Körpern  je  zwei  sich  in  m  Puncten  berühren,  so 
ist  die  Anzahl  aller  Berührungen  =^mn{n  —  1).  Ist  folglich  bei 
diesem  Systeme  ^mn[n — 1)  =  oder  >6(» — 1)  und  daher  mn  = 
oder  ^12,   so  ist  die  gegenseitige  Lage  der  Körper  unveränderlich. 
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Wenn  demnach  V071  12  oder  mehr  Körpern  je  ztoei  sich  in  1  Puncte 
oder    -6-       -  -         ----2  Puncten 

.       -3--  -         .-.,4. 

.       -2--  -         ..--6- 

berühren,  so  kann,   ohne  d<iss  Berührungen  wegfallen^   die  gegenseitige 
Lage  der  Körper  nicht  geändert  werden, 

§.  243.  Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  bei  einem  Systeme 
von  Curven^  die  in  einer  Ebene  beweglich  sind,  anstellen.  Das 
Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  die  in  einer  Ebene  auf  ein  darin 
bewegliches  System  fest  mit  einander  verbundener  Puncte,  oder  auf 
eine  in  der  Ebene  bewegliche  Curve  von  unveränderlicher  Gestalt 
wirken,  erfordert  die  Erfüllung  von  drei  Gleichungen.  Bei  einem 
Systeme  von  n  Curven,  die  sich  in  p  Puncten  berühren,  hat  man 
daher  3  n  Gleichungen,  worin  p  unbekannte  Pressungen  vorkommen. 
Aus  diesen  3;»  Gleichungen  lassen  sich  zuerst  drei  Gleichungen  fol- 
gern, welche  dem  Gleichgewichte  aller  n  Curven,  als  wären  sie  fest 
miteinander  verbunden,  angehören;  und  wenn  sich  ausser  diesen  drei 
noch  andere  von  Pressungen  freie  Gleichungen  finden  lassen,  so  sind 
dies  die  Bedingungen  des  GleicKgewichtes  wegen  stattfindender  gegen- 
seitiger Beweglichkeit  der  Curven  in  der  Ebene.  Eine  solche  Be- 
weglichkeit gibt  es  daher  immer,  wenn  3w — jp>3,  also  p<Cd[n — 1), 
d.  h.  wenn  sich  die  n  Curven  in  weniger  als  3  (n  —  1)  Puncten  be- 
rühren. Bei  i(n  —  1)  und  mehreren  Berührungen  dagegen,  und  wenn 
je  zwei  Curven  sich  in  gleichviel  Puncten  berühren,  herrscht  im  All- 
gemeinen, nach  ähnlichen  Schlüssen,  wie  im  §.  242,  gegenseitige  Un- 
beweglichkeit. Berühren  sich  daher  je  zwei  Curven  in  m  Puncten,  und 
ist  folglich  die  Zahl  aller  Berührungen  gleich  ^mn{n — 1),  so  gibt  es  keine 
gegenseitige  Beweglichkeit  mehr,  wenn  ^mn  [n — 1)=  oder  >  3  (n  —  1 ), 
d.  i.  wenn  mn=  oder  >6,  und  wir  ziehen  daraus  den  Schluss: 

Wenn  in  einer  Ebene  f)on  sechs  Curven  je  zwei  sich  in  eifiem 
Puncte,  oder  von  drei  Curven  je  zwei  sich  in  zwei  Puncten,  oder  wenn 
zwei  Curven  sich  in  drei  Puncten  berühren,  so  können  toeder  die  sechs, 
noch  die  drei,  noch  die  zwei  Curven  in  der  Ebene  dergestalt  an  einander 
verschoben  werden ,  dass  sie  einander  in  ebenso  viel  Puncten,  als  an-- 
fänglich,  zu  berühren  fortfahren,  —  jedoch  mit  Ausnahme  besonderer 
Formen  der  Curven, 

Ist  z.  B.  die  eine  von  zwei  Curven  ein  Kreis,  so  bleibt  gegen- 
seitige Beweglichkeit,  in  wieviel  Puncten  sie  auch  von  der  anderen 
berührt  werden  mag. 


< 
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§.  244.  Die  Art  und  Weise,  über  die  gegenseitige  Beweglich- 
keit mit  einander  verbundener  Körper  zu  entscheiden,  kann  insbe- 
sondere dazu  nützen,  um  bei  irgend  einer  geometrischen  Figur  zu 
bestimmen,  wie  viele  Stücke  derselben  gegeben  sein  müssen,  um  dar- 
aus alle  übrigen  finden  zu  können.  Denn  nur  dann,  wenn  von  ein- 
ander unabhängige  Stücke  der  Figur  in  so  grosser  Anzahl  vorhanden 
sind,  dass  daraus  die  übrigen  sich  bestimmen  lassen,  haben  sie  auch 
eine  bestimmte,  also  unveränderliche  Lage  gegen  einander.  Keicht 
aber  die  Anzahl  der  gegebenen  Stücke  zur  Bestimmung  der  übrigen 
noch  nicht  hin,  so  bleibt  auch  ihre  gegenseitige  Lage,  zum  Theil 
wenigstens,  unbestimmt  und  veränderlich. 

Finden  sich  daher ^  indem  man  Kräfte  auf  die  Figur  wirken  lässt 
und  die  gegebenen  Stücke  von  unveränderlicher  Grösse  und  Form  an- 
nimmt^ nur  sechs  Bedingungen  des  GleichgeuAchtes  oder  drei,  jenach- 
dem  die  Figur  einen  JRaum  von  drei  Dimensionen  einnimmt,  oder  auf 
eine  Ebene  beschränkt  isty  so  sind  diese  Stücke  zur  Ermittelung  der 
übrigen  hinreichend. 

§.  245.  Um  dieses  durch  einige  Beispiele  zu  erläutern,  woUen 
wir  zuerst  von  einem  Polyeder  sämmtliche  Kanten  ihren  Längen 
nach  gegeben  sein  lassen.  Die  Anzahl  derselben  heisse  k,  die  der 
Ecken  e  und  die  der  Flächen  f  Wir  denken  uns  demnach  das 
Polyeder  als  ein  System  von  an  sich  frei  beweglichen  e  Puneten, 
k  Linien  und  f  Ebenen,  die  dergestalt  mit  einander  verbunden  sind, 
dass  jeder  der  e  Puncte  in  gewissen  drei  oder  mehreren  der  f  Ebenen 
zugleich  zu  bleiben  genöthigt  ist,  jede  der  k  Linien  aber  von  ge- 
gebener Länge  ist  und  gewisse  zwei  der  e  Puncte,  die  sich  an  ihren 
Enden  befinden,  in  unabänderlicher  Entfernung  von  einander  hält. 
Lassen  wir  nun  auf  die  e  Ecken  Kräfte  wirken,  und  ist  das  Ganze 
im  Gleichgewichte,  so  muss  auch  jede  Ecke,  jede  Kante  und  jede 
Fläche  besonders  im  Gleichgewichte  sein. 

Auf  jede  Ecke  wirken  die  unmittelbar  an  ihr  angebrachten 
Kräfte,  die  Pressungen  von  den  angrenzenden  Kanten  und  die  Pres- 
sungen von  den  Flächen,  in  denen  sie  zugleich  sich  befindet.  Das 
Gleichgewicht  an  jeder  Ecke  z>Wschen  allen  diesen  Kräften  wird 
durch  drei  Gleichungen  ausgedrückt,  also  an  allen  e  Ecken  durch 
3e  Gleichungen. 

Das  Gleichgewicht  an  jeder  Kante  ist  schon  dargestellt,  wenn 
wir  die  zwei  Pressungen,  die  jede  Kante  auf  die  zwei  Ecken  an  ihren 
Enden  ausübt,  einander  gleich  und  entgegengesetzt  annehmen. 

Das  Gleichgewicht  an  jeder  Fläche  endlich  zwischen  den  Pres- 
sungen, welche  sie  von  den  in  ihr  befindlichen  Ecken  erleidet,  führt 
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lu  drei  Gleichungen  (§.  73),  da  diese  Pressungen  auf  der  Fläche 
normal  und  daher  unter  sich  parallel  sind,  also  das  Gleichgewicht 
an  allen  /  Flächen  zu  Zf  Gleichungen. 

Man  hat  demnach  in  Allem  3^  +  3/  Gleichungen,  aus  denen 
aber  noch  die  darin  vorkommenden  Pressungen  eliminirt  werden 
müssen.  Diese  sind  erstlich  die  k  Pressungen  der  ebenso  viel  Kanten 
und  zweitens  2k  Pressungen  der  Flächen.  Denn  jede  Fläche  er- 
leidet so  viele  Pressungen,  als  sie  Ecken,  also  auch  so  viele,  als  sie 
Kanten  hat,  und  da  jede  Kante  zweien  Flächen  gemeinschaftlich  zu- 
gehört, so  ist  die  Anzahl  aller  Pressungen  der  Flächen  gleich  der 
doppelten  Anzahl  der  Kanten.  In  Allem  sind  es  daher  ^k  Pressun- 
gen. Die  Zahl  der  nach  Elimination  der  Pressungen  übrig  bleibenden 
Gleichungen  ist  folglich 

3^  +  3/— 3A  =  6  , 

da  nach  Euler's  Theorem 

e+f—k=2 

ist  Die  Theile  des  Systems  haben  mithin  keine  gegenseitige  Be- 
weglichkeit, und  wir  schliessen  hieraus  den  übrigens  schon  bekannten 
Satz: 

Sind  sämmtliche  Kanten  eines  Poly'eders  gegeben^  so  lassen  sich 
damit  alle  übrigen  Stücke  desselben  bestimmen. 

Doch  finden  von  jener  Unbeweglichkeit  und  mithin  auch  von 
diesem  Satze  in  speciellen  Fällen  Ausnahmen  statt.  Eine  solche 
macht  z.  B.  ein  Prisma;  denn  sind  bloss  die  Kanten  desselben  un- 
veränderlich, so  kann,  wenn  die  eine  Grundfläche  unbeweglich  an- 
genommen wird,  die  Richtung  der  einander  parallelen  Seitenkanten 
jede  beliebige  sein. 

§.  246.  Ein  Polyeder  ist  ein  System  zusammenhängender  ebener 
Vielecke  im  Baume.  Projiciren  wir  jetzt  ein  dergleichen  System  auf 
eine  Ebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  construiren  wir  in  einer  Ebene 
ein  System  von  Vielecken,  bei  welchem,  ebenso  wie  beim  Polyeder, 
jede  Kante  zwei  Vielecken  immer  zugleich  angehört,  so  ist  wiederum 

e+f—k=2 . 

Dabei  wird  aber  nur  in  besonderen  Fällen  durch  die  Kanten  allein 
alles  Uebrige  bestimmt  sein.  Denn  nimmt  man  die  Kanten  wiederum 
von  unveränderlicher  Länge  an,  und  sollen  Kräfte,  die  man  in  der 
Ebene  an  den  Ecken  anbringt,  im  Gleichgewichte  sein,  so  hat  man 
für  jede  Ecke  zwischen  den  unmittelbar  auf  sie  wirkenden  Kräften 
und  den  Pressungen  von  den  angrenzenden  Kanten  zwei  Gleichungen, 
also  zusammen  2e  Gleichungen,  wenn  man  die  zwei  Pressungen,  die 
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jede  Kante  auf  die  zwei  an  sie  stossenden  Ecken  ausübt,  schon  von 
vom  herein  einander  gleich  und  entgegengesetzt  annimmt.  Aus  diesen 
2e  Gleichungen  die  k  Pressungen  der  Kanten  eliminirt,  müssen  da- 
her drei  Gleichungen  übrig  bleiben,  und  es  muss  folglich 

2e  —  k  =  3 

sein,  wenn  die  Theile  der  Figur  keine  gegenseitige  Beweglichkeit 
haben  sollen.  Dieses  fliesst  auch  schon  daraus,  dass  bei  einem 
Systeme  von  e  Puncten  in  einer  Ebene  2e  —  3  von  einander  unab- 
hängige Stücke  zur  Bestimmung  der  übrigen  hinreichen*). 

Weü 

e+f—k=2 , 

so  kann  man  die  Bedingimg 

2e  — A  =  3 
auch  ausdrücken  durch: 

e=f+  1  und  2/=A  +  1  , 
d.  h. 

Sollen  bei  einem  Systeme  zusammenhängender  Vielecke  in  einer 
Ebene  sämmÜiche  Kanten  von  einander  unabhängig,  von  ihnen  aber 
alle  übrigen  Stücke  abhängig ^sein,  so  muss  die  Eckenzahl  um  eins 
grösser  als  die  Flächenzahl  sein;  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 
die  Kantenzahl  muss  um  eins  geringer  als  die  doppelte  Flächenzahl  sein. 

Besteht  das  System  in  der  Ebene  aus  y  Dreiecken,  d  Vierecken, 
€  Fünfecken,  u.  s.  w.,  so  ist  offenbar 

/=y +  5  +  6+  ...  und  2k]=dy  +  iö  +  be  +  ... 

Hiermit  verwandelt  sich  die  Gleichung  2/=  k  -{-  \  in 

y  =  2  +  e  +  2^+3i?+  ...  , 

woraus  wir  schliessen,  dass  bei  derselben  Forderung  unter  den  Flächen 
des  Systems  wenigstens  zwei  Dreiecke  sein  müssen,  und  zwar  dann 
nicht  mehr  als  zwei  Dreiecke,  wenn  die  übrigen  Flächen  bloss  Vier- 
ecke sind.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man  aus  sechs  Puncten  A,  B, 
C,  D,  JB,  F  zwei  Dreiecke  ABC,  DEF  und  drei  Vierecke  AB  DE, 


*)  Bei  einem  Systeme  von  e  Puncten  im  Räume  sind  3  e  —  6  Stücke  höchstens 
von  einander  unabhängig,  und  von  ihnen  alle  übrigen  abhängig.  Ob  aber  gleich, 
wie  eben  gezeigt  worden,  die  Kantenlängen  eines  Polyeders  zur  Bestimmung  aller 
übrigen  hinreichen,  so  ist  dennoch  nicht  im  Allgemeinen  3  «  —  6  «s  ^.  Denn  hat 
ein  Polyeder  nicht  bloss  Dreiecke,  sondern  auch  Vierecke,  Fünfecke  etc.  zu  Oreni- 
flächen,  so  sind  noch  die  Bedingungen,  dass  die  vierte  Ecke  jedes  Vierecks,  die 
vierte  und  fünfte  jedes  Fünfecks  etc.  in  der  Ebene  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
Ecke  liegen,  als  gegebene  Stücke  zu  betrachten.  Die  Gleichung  3e  —  6ssA:,  also 
auch  die  damit  identischen  2A?  ■=  3/  und  2  c  0/4-  4,  gelten  daher  nur  für  Po- 
lyeder, welche  bloss  von  Dreiecken  begrenzt  sind. 
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BCEF,  CA  FD  construirt,  wobei  e  =  6,  A;  =  9  und  /=  5  ist.  Zwei 
Dreiecke  ABC  und  DEF  in  einer  Ebene,  deren  Ecken  durch  drei 
Gerade  AD^  BE  und  CF  [von  unveränderlicher  Länge  verbunden 
sind,  haben  demnach  eine  unveränderliche  Lage  gegen  einander; 
oder  allgemeiner  noch  ausgedrückt: 

Werden  von  zwei  in  einer  Ebene  enthaltenen  und  darin  beweg- 
lichen Figuren  drei  Puncte  der  einen  mit  drei  Puncten  der  anderen 
durch  drei  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  verbunden,  so  ist  da- 
mit ihre  gegenseitige  Beweglichkeit  aufgehoben.  —  Bei  zwei  Figuren 
im  Baume  geschah  dieses  erst  durch  sechs  Verbindungslinien  (§.  239, 
zu  Ende). 

Ein  anderes  Beispiel  dieser  Art  ist  folgendes:  Von  zwei  Vier- 
ecken AB  CD  und  FGHI  (vergl.  Fig.  64)  in  einer  Ebene  verbinde 
man  die  Ecken  des  einen  mit  denen    des  anderen  durch    die  vier 
Geraden  AF,  BO,  CH,  DL    Hierdurch  ent- 
stehen vier  neue  Vierecke  A  G,  BH,  CI,  DF, 
welche  in  Verbindung  mit  den  zwei  anfäng- 
lichen Vierecken  und  unter  der  Voraussetzung, 
dass  sämmtliche  zwölf  Linien  von  unveränder- 
licher   Länge   sind,    ein   noch   veränderliches 
System   bilden,  weil  Dreiecke   fehlen.     Fügt 
man  aber   noch  eine  Diagonale   eines   dieser 
Vierecke,  als  eine  Linie  von  constanter  Länge, 

hinzu,  z.  B.  die  Diagonale  AC  des  Viereckes  AB  CD,  so  verwandelt 
sich  dieses  Viereck  in  zwei  Dreiecke  und  es  tritt  ünveränderlichkeit 
ein.  Da  hierdurch  schon  das  System  der  vier  Puncte  -4,  B,  C,  D 
unveränderlich  wird,  so  werden,  wenn  wir  dieses  System  unbeweg- 
lich setzen,  auch  die  vier  Puncte  jF,  G,  H,  I  unbeweglich,  welches 
folgenden  Satz  gibt: 

Hat  man  in  einer  Ebene  ein  bewegliches  Viereck  mit  constanten 
Seitenlangen  und  verbindet  die  vier  Ecken  desselben  durch  vier  Linien 
von  gleichfalls  canstanten  Längen  mit  vier  unbeweglichen  Puncten  der 
Ebene,  so  wird  damit  das  Viereck  selbst  unbeuwglich. 

Dass  dieser  Satz  auch  vom  Dreiecke  gilt,  fliesst  unmittelbar  aus 
dem  Vorhergehenden.  Er  gilt  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  auch  von  jedem  mehrseitigen  Vielecke. 

§.  247.  Wenn,  wie  wir  in  dem  letzten  Beispiele  setzten,  das 
zu  untersuchende  System  unbewegliche  Puncte  mit  enthält,  und  zwar 
wenigstens  zwei  oder  drei  solcher  Puncte,  je  nachdem  das  System  in 
einer  Ebene  begriffen  ist,  oder  nicht,  so  wird  die  gegenseitige  Un- 
beweglichkeit seiner  Theile  zu  einer  absoluten  Unbeweglichkeit« 
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Bei  der  statischen  Untersuchung  der  absoluten  Unbeweglichkeit 
fallen  die  sechs  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Systems,  als 
eines  festen  Ganzen,  weg,  und  man  hat  bloss  darauf  zu  achten,  ob 
sich  aus  den  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  nicht  unmittel- 
bar unbeweglich  angenommenen  TheQe  die  Pressungen  eliminiren 
lassen,  oder  nicht.  Denn  im  ersten  Falle,  wo  man,  nach  Elimination 
der  Pressungen,  die  beim  Gleichgewichte  zu  erfüllenden  Bedingungen 
erhält,  muss  noch  Beweglichkeit  stattfinden;  im  zweiten  Falle  da- 
gegen, also  wenn  die  Anzahl  der  Pressungen  eben  so  gross  oder 
grösser,  als  die  der  Gleichungen  ist,  ist  das  System  unbeweglich. 

Berühren  sich  z.  B.  zwei  Körper  in  mehreren  Puncten,  und  ist 
der  eine  Körper  unbeweglich,  so  hat  man  bloss  die  sechs  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  für  den  anderen,  und  so  viel  Pressungen,  als 
es  Berührungen  gibt.  Bei  sechs  und  mehreren  Berühnmgen  wird 
folglich  auch  der  andere  Körper  unbeweglich. 

Oder  hat  man,  wie  in  §.  246,  in  einer  Ebene  ein  Vieleck 
ABC  ...  mit  Constanten  Seitenlängen  und  veränderlichen  Winkeln, 
und  verbindet  jede  Ecke  durch  eine  Linie  von  constanter  Länge  mit 
einem  unbeweglichen  Puncto  der  Ebene,  A  mit  A',  B  mit  B\  u.  s.  w., 
so  gibt  es,  wenn  an  jeder  Ecke  eine  Kraft  angebracht  wird,  für  das 
Gleichgewicht  jeder  Ecke,  z.  B.  der  Ecke  B,  zwei  Gleichungen 
zwischen  der  angebrachten  Kraft  und  den  Pressungen  auf  B  von  den 
Linien  AB,  BC  und  BB'.  Damit  femer  die  Seiten  AB,  BC,  ... 
im  Gleichgewichte  sind,  müssen  die  zwei  Pressungen,  welche  jede 
auf  die  an  ihren  Enden  befindlichen  Ecken  ausübt,  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  sein,  also  die  Bichtimgen  der  Seiten  selbst  haben, 
und  wegen  des  Gleichgewichtes  der  Linien  AA\  BB\  ...  müssen 
ihre  Pressungen  gleicher  Weise  in  sie  selbst  fallen.  Es  gibt  daher, 
wenn  das  Vieleck  n  Ecken  hat,  in  Allem  2n  Gleichungen,  und  eben 
so  viel  unbekannte  Pressungen,  nämlich  die  der  n  Seiten  und  die 
der  n  Linien  von  den  Ecken  nach  den  unbeweglichen  Puncten.  Das 
System  ist  mithin  unbeweglich. 

Hätte  es  noch  Beweglichkeit,  so  würden  sich  Aj  B,  ...  in 
Kreisen  um  A'j  B',  ...  als  Mittelpuncte  bewegen. 

Ein  Vieleck  in  einer  Ebene,  dessen  Seiten  von  constanter  Länge 
sind,  ist  daher  unbeweglich  j  wenn  seine  Ecken  in  unbetoeglichen  Kreisen 
betveglich  sind,  also  auch  überhaupt  in  unbeweglichen  Linien  der  Ebene, 
da  die  Elemente  der  Linien,  in  denen  sich  die  Ecken  gerade  befinden, 
immer  als  Elemente  von  Kreisen  angesehen  werden  können. 

Auch  folgt  dieses  unmittelbar  schon  daraus,  dass,  wenn  Punde 
in  gegebenen  Linien  so  fortgerückt  werden,  dass  der  erste  von  dem 
zweiten,  der  zweite  von  dem  dritten,  etc.  und  der  vorletzte  von  dem 
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letzten  in  ungeändertem  Abstände  bleibt,  im  Allgemeinen  nicht  auch 
der  Abstand  des  letzten  von  dem  ersten  constant  bleiben  wird. 

Zusatz.  Aus  demselben  Grunde  fliesst  auch  die  Unbeweglich- 
keit eines  ebenen  Vielecks  von  gerader  Seitenzahl,  dessen  Seiten  von 
unveränderlicher  Länge  sind,  und  von  denen  die  eine  um  die  andere, 
also  etwa  die  erste,  dritte,  fünfte  etc.,  einen  unbeweglichen  Funct 
entMlt,  so  dass  jede  dieser  Seiten  um  ihren  unbeweglichen  Punct 
in  der  Ebene  gedreht,  jedoch  nicht  auch  an  ihm  verschoben  werden 
kann.  Denn  auch  hier  sind  die  Ecken  des  Vielecks  in  unbeweg- 
lichen Linien  beweglich,  in  Kreisen,  welche  jene  unbeweglichen 
Puncte  zu  Mittelpuncten  haben. 

§.  248.  Auf  ahnliche  TVetse  erhellt  die  Unbetoeglichkeit  eines 
Vielecks  ABC ...,  dessen  Ecken  in  unbeweglichen  Geraden  l^  m,  n,  ,.. 
eitler  Ebene  beweglich  ^  und  dessen  Seiten  von  veränderlicher  Länge 
und  durch  unbewegliche  Puncte  F,  G,  ...  der  Ebene  zu  gehen  ge- 
nöthigt  sind. 

Diese  Unbeweglichkeit  findet  auch  noch  statt,  wenn  die  Figur 
nicht  mehr  eben  ist,  sondern  die  Geraden  /,  m,  n,  ...  irgend  ein 
Vieleck  im  Räume  bilden,  und  jeder  der  Puncte  jP,  Cr,  JET,  ...  in  die 
Ebene  der  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten  des  Vielecks  Imn  ... 
fällt,  in  welchen  die  Ecken  der  durch  den  Punct  gehenden  Seite 
des  Vielecks  ABC,.,  sich  bewegen  können. 

Als  ein  besonderer  FaU  hiervon  ist  der  zu  betrachten,  wenn  die 
Geraden  /,  m,  /»,  ...  einander  parallel  sind.  Man  denke  sich  die- 
selben vertical  und  nehme  grösserer  Einfachheit  willen  die  Puncte 
Fy  Gj  Hf  ...  in  einer  und  derselben  horizontalen  Ebene  fi  enthalten 
an,  so  dasä  sie  in  den  Durchschnitten  von  fi  mit  den  verticalen  Ebenen 
Im,  mn,  etc.  liegen,  mit  welchen  Durchschnitten  Anfangs  auch  die 
Seiten  des  Vielecks  ABC...  coincidiren  mögen.  Um  für  diesen 
Fall  die  Unbeweglichkeit  der  Figur  statisch  zu  beweisen,  lasse  man 
auf  die  Seiten  des  Vielecks  Kräfte  nach  gleichfalls  verticalen  Rich- 
tungen wirken.  Alsdann  gibt  es  für  jede  Seite  des  Vielecks  zwei 
Gleichungen,  also  überhaupt  2n  Gleichungen,  und  ebenso  gross  ist 
die  Zahl  der  verticalen  Pressungen,  nämlich  n  Pressungen,  welche 
die  Seiten  von  den  unbeweglichen  Puncten  erleiden,  und  eben  so  viel 
Pressungen  an  den  n  Ecken.     Mithin  ist  die  Figur  unbeweglich. 

§.  249.  In  den  §§.  247.  248  liessen  wir  die  Ecken  eines  Viel- 
ecks in  unbeweglichen  Geraden  beweglich  sein,  und  nahmen  über- 
dies an,  das  einemal,   dass  die  Seiten  des  Vielecks   von  |constanter 
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Länge  seien,  das   anderemal,    dass   die   Seiten   durch  unbewegliche 
Puncte  gehen. 

Beseitigen  wir  jetzt  die  uhbevoeglichen  Geraden  und  lauen  letztere 
zwei  Bedingungen  zugleich  stat^nden^  so  dass  die  Seiten  eines  Viel- 
ecks ton  unveränderlicher  Länge  sind  und  unbeweglichen  Puncten  zu 
begegnen  genöthigt  sind,  so  ist  das  Vieleck,  wenn  es  auf  eine  Ebene 
beschränkt  ist,  gleichfalls  unbeweglich. 

Denn  für  das  Gleichgewicht  jeder  Seite  hat  man  zwischen  den 
Kräften,  die  man  an  ihr  in  der  Ebene  des  Vielecks  anbringt,  und 
den  drei  Pressungen,  welche  sie  dann  von  dem  unbeweglichen  Puncte, 
dem  sie  begegnen  muss,  und  an  ihren  beiden  Enden  Ton  den  an- 
stossenden  Seiten  erleidet,  drei  Gleichungen.  Erstere,  von  dem  un- 
beweglichen Puncte  bewirkte  Pressung  ist  auf  der  Seite  normal  und 
nur  ihrer  Intensität  nach  unbekannt.  Letztere  zwei  Pressungen  kennt 
man  aber  auch  ihrer  Richtung  nach  nicht.  Die  Gesammtzahl  aller 
der  von  letzteren  Pressungen  herrührenden  Stücke  ist  daher  gleich 
2n,  die  Zahl  der  von  ersteren  Pressungen  herrührenden  gleich  n, 
die  Zahl  der  Gleichungen  aber  gleich  3;t.  Mithin  herrscht  Unbe- 
weglichkeit. 

Ist  femer  das  Vieleck  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  ist  die 
Anzahl  der  unbekannten  Stücke  (Intensitäten  und  Winkel)  wegen  der 
Pressungen  der  unbeweglichen  Puncte  auf  die  an  ihnen  beweglichen 
Seiten  ersichtlich  gleich  2n,  und  die  wegen  der  Pressungen  an  den 
Ecken  gleich  3n;  die  Anzahl  der  Gleichungen  aber  ist  gleich  5m, 
nämlich  fünf  für  jede  Seite,  da,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  das  Gleich- 
gewicht zwischen  Kräften  im  Baume,  welche  auf  Puncte  wirken,  die 
in  einer  Geraden  liegen ,  schon  durch  fünf  Gleichungen  bedingt  ist. 
Das  Vieleck  ist  daher  auch  in  diesem  Falle  unbeweglich« 


Fünftes  Kapitel. 

Von  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit. 


§.  250.  Wenn  bei  einem  Systeme  mit  einander  verbundener 
Körper,  oder  überhaupt  bei  einer  Figur,  deren  Theile  einzeln  gegen 
einander  beweglich  sind,  aus  den  Gleichungen  des  Gleichgewichtes, 
welche  für  die  einzelnen  Theile  zwischen  an  ihnen  angebrachten 
Kräften  und  den  dadurch  entstehenden   Pressungen  sich   aufstellen 
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lassen,  entweder  gar  keine  von  Pressungen  freie  Gleichungen,  oder 
nur  diejenigen  sechs  oder  drei  Gleichungen  gefunden  werden  können, 
welche  für  das  Gleichgewicht  der  Figur,  als  eines  fest  zusammen- 
hängenden Ganzen  erforderlich  sind,  so  ist,  wie  wir  im  vierten 
Kapitel  gesehen  haben,  die  Figur  entweder  ganz  unbeweglich,  oder 
doch  die  gegenseitige  Lage  ihrer  Theile  unveränderlich.  Nichts- 
destoweniger lassen  sich  in  jedem  solchen  Falle  specielle  Bedin- 
gungen für  das  Verhalten  der  Theile  zu  einander  ausfindig  machen, 
unter  denen  die  Unbeweglichkeit  aufhört,  Bedingungen,  die  nicht 
selten  zu  noch  anderen  sehr  bemerkenswerthen  Eigenschaften  der 
Figur  hinführen  und  daher  einer  näheren  Erörterung  nicht  unwerth 
sein  möchten. 

Um  die  Untersuchung  nicht  zu  weit  auszudehnen,  wollen  wir 
bloss  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  wo  die  Anzahl  der  von  den  Pres- 
sungen herrührenden  unbekannten  Grössen  ebenso  gross  als  die  Zahl 
der  Gleichungen  ist,  und  wo  daher,  damit  Unbeweglichkeit  herrsche, 
jede  der  Unbekannten  aus  den  Gleichungen  sich  bestimmen,  keine 
aber  von  den  Unbekannten  ganz  freie  Gleichung  sich  finden  lässt. 

Ist  eine  Pressung  nicht  bloss  ihrer  Intensität,  sondern  auch  ihrer 
Richtung  nach  unbekannt,  so  treten  einer  oder  zwei  Winkel,  wo- 
durch die  Bichtung  in  einer  gegebenen  Ebene  oder  im  Räume  über- 
haupt bestimmt  wird,  als  Unbekannte  mit  auf.  Um  aber  grösserer 
Gleichförmigkeit  willen  es  bloss  mit  unbekannten  Intensitäten  zu  thun 
zu  haben,  wollen  wir  statt  einer  Pressung,  deren  unbekannte  Rich- 
tung in  eine  gegebene  Ebene  fällt,  zwei  setzen,  die,  an  demselben 
Puncte,  wie  die  erstere,  angebracht,  nach  zwei  beliebig  angenommenen 
Richtungen  in  der  Ebene  wirken;  und  wenn  auch  keine  Ebene  ge- 
geben ist,  in  welcher  die  Richtung  begriffen  ist,  so  wollen  wir  uns 
die  Pressung  nach  drei  willkürlichen  Richtungen  zerlegt  denken  und 
daher  statt  der  einen  Pressung  drei  setzen,  welche  nach  gegebenen 
Richtungen  thätig  sind.  Die  Anzahl  der  Unbekannten  bleibt  dabei 
gehörigermaassen  unverändert. 

Seien  demnach,  wie  wir  uns  dieser  Bemerkung  zufolge  ausdrücken 
können,  eben  so  viel  Pressungen  als  Gleichungen  vorhanden,  und  aus 
den  Gleichungen  alle  Pressungen  bis  auf  eine  eliminirbar.  Man  führe 
eine  solche  Elimination  aus.  Da  alle  anfänglichen  Gleichungen  hin- 
sichtlich der  Pressungen  sowohl,  als  der  unmittelbaren  Kräfte,  von 
linearer  Form  sind,  so  wird  es  auch  die  durch  die  Elimination  er- 
haltene sein.  Man  setze  in  dieser  Gleichung  den  Coefficienten  der 
einzigen  darin  noch  vorkommenden  Pressung,  welcher  mit  a  be- 
zeichnet werde,  gleich  Null,  so  bleiben  in  der  Gleichung  nur  noch 
Kräfte,    aber   keine   Pressungen    zurück.     Da   also  jetzt  die  an  der 
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Figur  angebrachten  Kräfte  nur  dann  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
wenn  dieser  zwischen  ihnen  allein  bestehenden  Gleichung  Grenüge 
geschieht,  so  schliessen  wir: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  zwischen  den  Theüen  der  Figur  die 
Gleichung  a  =  0  stat^ndet,  ist  die  ohnedies  unbewegliche  Figur  be- 
weglich. 

§.  251.     Um  die  Natur  der  Bedingungsgleichung  a  =  0 

für  die  Beweglichkeit  und  der  dann  nöthig  werdenden  Gleichung  für 

das  Gleichgewicht  näher  zu  untersuchen,  wollen  wir  annehmen,  dass 

in  dem  Systeme  nur  drei  Pressungen  j9,  q,  r  vorkommen.    Die  ebenso 

vielen  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  einzelnen  Theile  der 

Figur  seien: 

(S  +qp   +bq   +cr  =0  , 

(1)  Is'  +  a'p  +  b'q  +  c'r=0, 

l5"  +  a>  +  *"?  +  c"r  =0  , 

wo  Sj  S'j  S"  lineare  Functionen  der  auf  die  Figur  wirkenden  Kräfte 
vorstellen ;  und  a,  &,...,  c"  gegebene  Coefficienten  der  Pressungen 
sind.  Um  nun  zwei  der  drei  Pressungen,  etwa  q  und  r,  zu  eliminiren, 
multiplicire  man  die  drei  Gleichungen  resp.  mit/*,  g,  A,  addire  sie 
und  setze  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  zwischen  y,  g,  h: 

(2)     bf+b'g  +  b"h  =  0,  (3)     cf+c'g  +  c"h  =  0  . 

Hiermit  wird 

(4)        Sf+Srg  +  5"Ä  +  (a/+  a'g  +  a'h)p  =  0  , 

worin  nur  noch  die  einzige  Pressung  p  enthalten  ist.  Setzen  wir 
den  Coefficienten  derselben  gleich  Null,  so  kommt: 

(5)  a/+«V  +  «'Ä  =  0  , 
und  damit 

(6)  Sf+^g  +  S"h  =  0  , 

von  welchen  zwei  Gleichungen  die  erstere  die  Bedingung  a  =  0  für 
die  Beweglichkeit  der  Figur,  die  letztere  aber  die  Bedingung  für  das 
bei  dieser  Beweglichkeit  stattfinden  sollende  Gleichgewicht  ist.  Die 
Gleichung  a  =  0  kann  daher  auch  als  das  Resultat  der  Elimination 
von/,  ^,  h  aus  (2),  (3)  und  (5)  angesehen  werden,  und  man  muss 
folglich  immer  zu  der  nämlichen  Gleichung  a  =  0  gelangen,  welches 
auch  nach  Elimination  der  übrigen  Pressungen  die  noch  rückständige 
ist.  Dasselbe  folgt  auch  noch  daraus,  dass  man  a  =  0  als  die  Be- 
dingung betrachten  kann,  unter  welcher  sich  p^  y,  r  aus  den  drei 
Gleichungen  (1)  zugleich  eliminiren  lassen,  so  wie  auch  daraus,  dass, 
weil  a  bloss  aus  den  Coefficienten  a,  J,  ..,,  c"  von  p,  q,  r  zusammen- 
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gesetzt  ist,  die  Gleichung  a  =  0  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  her- 
vorgehen muss,  wenn  man  in  diesen  die  Kräfte,  und  damit  S,  S',  S'' 
Null  setzt  und  hierauf  die  zwei  Verhältnisse  zwischen  den  drei  Fres- 
sungen aus  (1)  eliminirt. 

Man  bemerke  noch,  dass  durch  Zerlegung  von  (4)  in  die  zwei 
Gleichungen  (5)  und  (6),  also  durch  Annahme  von  a  =  0,  der  aus 
(4)  zu  folgernde  Werth  von  p,  und  damit  auch  die  Werthe  der  beiden 
anderen  Pressungen  q  und  r  unbestimmt  werden. 

Dieselben  Schlüsse  lassen  sich  nun  offenbar  auch  auf  jede 
grössere  Anzahl  anfänglicher  Gleichungen,  worin  eben  so  viele  Pres- 
sungen vorkonmien,  anwenden,  und  man  gelangt  demnach  immer 
zu  derselben  Bedingungsgleichung  für  die  Beweglichkeit  und  der 
dann  zu  erfüllenden  Bedingungsgleichung  für  das  Gleichgewicht, 
welches  auch  die  Pressung  ist,  bis  aufweiche  alle  übrigen  Pressun- 
gen aus  den  Gleichungen  eliminirt  werden.  Beabsichtigt  man  bloss 
die  Bedingung  für  die  Beweglichkeit  zu  finden,  so  kann  man  die 
Kechnung  dadurch  noch  vereinfachen,  dass  man  die  Glieder,  welche 
nicht  Pressungen,  sondern  Kräfte  enthalten,  gleich  Anfangs  weglässt 
und  aus  den  somit  abgekürzten  Gleichungen  die  Pressungen,  oder 
vielmehr  die  Verhältnisse  zwischen  denselben,  eliminirt.*  Die  Pres- 
sungen selbst  endlich  werden  beim  Gleichgewichte  der  beweglich 
gewordenen  Figur  jederzeit  unbestimmt. 

§.  252.  Die  Unbeweglichkeit,  welche  stattfindet,  wenn  die 
Anzahl  der  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Pressungen  ebenso 
gross,  als  die  der  Gleichungen  selbst  ist,  ist  von  der  Beschaffenheit, 
dass  sie  sogleich  aufhört,  wenn  nur  eines  der  unveränderlich  ge- 
setzten Stücke  der  Figur,  es  heisse  a,  veränderlich  angenommen 
wird.  Denkt  mau  sich  nun  die  Figur  in  die  Bewegung  versetzt,  die 
durch  die  Annahme,  dass  a  veränderlich  sein  soll,  möglich  wird,  so 
werden  dabei  je  zwei  zunächst  aufeinander  folgende  Werthe  von  a 
im  Allgemeinen  von  einander  verschieden,  und  nur  dann  einander 
gleich  sein,  wenn  a  ein  Maximum  oder  Minimum  geworden  ist. 
Es  wird  folglich,  wenn  man  das  a,  sobald  es  diesen  seinen  grössten  oder 
kleinsten  Werth  erreicht  hat,  wieder  unveränderlich  werden  lässt, 
der  Figur  eine,  obwohl  unendlich  kleine,  Beweglichkeit  übrig  bleiben. 

Die  Bedingungsgleichung  a=0,  hei  welcher  die  ohnedies  unbe- 
wegliche  Figur  Beweglichkeit  erhalten  soll,  kann  daher j  im  Allgemeinen 
wenigstens,  keine  andere  Relation  ztcisc/ien  den  Theilen  der  Figur  aus-» 
drücken  j  als  diejenige ,  bei  welcher  a  seinen  grössten  oder  kleinsten 
Werth  hat,  und  wobei  die  Figur  noch  um  ein  unendlich  Geringes  ver- 
rückbar ist. 

24* 
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Die  bei  a  =  0  stattfindende  Beweglichkeit  der  Figur  ist  daher 
im  Allgemeinen  unendlich  klein,  und  jedes  von  den  unveränderlich 
gesetzten  Stücken  der  Figur,  wie  a,  hat,  wenn  man  es  veränderlich 
werden,  die  übrigen  aber  constant  bleiben  lässt,  bei  der  Relation 
a  =  0  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth.  Man  sieht  hieraus, 
wie  die  Statik  nicht  selten  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann, 
um  geometrische  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima  zu  lösen. 
Vorausgesetzt,  dass  je  zwei  veränderliche  Stücke  der  Figur  von  ein- 
ander abhängig  sind,  dass  also,  wenn  irgend  ein  Werth  eines  der  ver- 
änderlichen Stücke  gegeben  ist,  damit  die  gleichzeitigen  Werthe  der 
übrigen  veränderlichen  bestimmt  sind,  nehme  man  das  veränderliche 
Stück,  dessen  grösster  oder  kleinster  Werth  gesucht  wird,  als  unver- 
änderlich an  und  lasse,  nachdem  die  Figur  in  einer  Ebene  oder  im  Baume 
überhaupt  enthalten  ist,  zwei  oder  drei  Puncte  derselben  unbeweglich 
werden,  wenn  anders  nicht  schon  unbewegliche  Puncte  in  der  an- 
gegebenen oder  in  noch  grösserer  Zahl  darin  vorkommen.  Durch 
Ersteres  wird  die  Figur  selbst  unveränderlich  und  durch  Letzteres 
unbeweglich.  Man  bringe  nun  an  der  Figur  Kräfte  an,  entwickele 
die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  ihrer  einzelnen  Theile  und 
eliminire  alle  darin  enthaltenen  Pressungen,  die  immer  mit  den  Glei- 
chungen selbst  in  gleicher  Zahl  vorhanden  sein  werden,  bis  auf  eine, 
so  wird  der  Coefficient  dieser  noch  übrigen  Pressung,  gleich  Null 
gesetzt,  die  Bedingung  anzeigen,  unter  welcher  jenes  veränderliche 
Stück  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Nachfolgende  Beispiele  werden,  diese  Betrachtungen  zu  erläutern, 
dienen. 

§.  253.  Aufgabe.  Die  Bedingung  zu  finden^  unter  welcher  ein 
Winkel  C  eines  ebenen  Vierecks  AB  CD  (vergl.  Fig.  65),  dessen  Seifen 

unveräfiderliche  Längen  /iaben,  seinen  gross- 
ten  oder  kleinsten  Werth  erreicht. 

Auflösung.  Man  nehme  den  Win- 
kel C  unveränderlich  an,  lasse  die  Ecken 
C  und  Z),  und  somit  auch  J?,  unbeweg- 
lich werden,  und  untersuche  nun,  in  wel- 
chem speciellen  Falle  der  Ecke  A  Beweg- 
Fig.  fis.  lichkeit  noch  übrig  bleibt.    Zu  dem  Ende 

bringe  man  an  A  eine  Kraft  P  nach  einer 
beliebigen  Sichtung  AE  in  der  Ebene  des  Vierecks  an.  Die  Pres- 
sungen, welche  dabei  die  Ecke  A  von  den  Seiten  AB  und  AD 
erfährt,  seien  b  und  d^  so  hat  man  für  das  Gleichgewicht  von  A 
die  zwei  Gleichungen: 
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P.  sin  DAE  =  J  .  sin  BAD  ,         P.  sin  EAB  =  rf.  sin  BAD  . 

Aus  diesen  können  aber  die  Pressungen  b  und  d  nur  dann 
herausgehen,  wenn  sin  BAD  =  0  ist,  also  wenn  A  mit  B  und  D 
in  gerader  Linie  liegt.  Dies  ist  demnach  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher die  Ecke  A  noch  eine,  wiewohl  unendlich  kleine,  Beweglichkeit 
hat,  und  wo  folglich  der  Winkel  C,  wenn  er  veränderlich  betrachtet 
wird,  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth  erreicht.  Man  gewahrt 
übrigens  leicht,  dass  C  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  je  nachdem 
A  in  der  Geraden  BD  zwischen  oder  ausserhalb  B  und  D  liegt. 

Man  bemerke  noch,  dass,  wenn  sin  BAD  =  Oj  jede  der  zwei 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  sich  auf  P  =  0  reducirt;  d.  h.  ist 
ein  beweglicher  Punct  A  mit  zwei  unbeweglichen  B  und  D  durch 
Linien  von  constanten  Längen  verbunden,  und  liegt  A  mit  B  und  D 
in  einer  Geraden,  so  reicht  schon  die  kleinste  Kraft  hin,  um  A  aus 
der  Geraden  BD,  jedoch  nur  um  ein  unendlich  Weniges,  zu  ent- 
fernen. 

§.  254.     Aufgabe.     Die  Ecken  eines  ebenen   Vierecks  ABCD 
(vergl.  Fig.  66),  welches  Seiten  von  constanter  Länge,  aber  veränderliche 
Winkel  hat^  sind  in  unbeweglichen  in  der  Ebene  des  Vierecks  enthaltenen 
lAnien  f^  g^  h,  i  beweglich,  und  daher  das 
Viereck  selbst  im  Allgemeinen  unbeweglich 

(§.  247).     Die  Bedingung,  unter  welcher  es  r — -"^ ^ 

beweglich  roird^   und  damit  die  Bedingung       J       j^ 

zu  finden,   unter  welcher^   wenn  eine  Seite       .1    y^  H. 

des  Vierecks  veränderlich  gesetzt  tcird,  die-    Jfl^..,, 

selbe  ihren   grössten  oder   kleinsten   Werth     /  \     JVT"""-^ 

erhält.  ^***^OivZx^^^ 

Auflösung.      Man    bringe    an    den  ^^ 

Ecken    A,    B,    C,    D    resp.    die    Kräfte  ^^    ^  ^^ 

P,  Q,  iJ,  S  an  und  nenne  p,  q,  r,  s  ihre 

Richtungen.  Die  Pressungen,  welche  dann  die  Ecken  von  den 
Linien,  in  denen  sie  beweglich  sind,  erleiden,  und  welche  daher  auf 
den  Linien  selbst  normal  sind,  heissen  T,  U,  V,  W,  ihre  Sichtungen 
t^  w,  V,  w.  Werden  nun  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  des  Vier- 
ecks resp.  mit  a,  b,  c,  d  bezeichnet,  so  hat  man  (§.  220  zu  Ende) 
für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  die  Ecken  wirkenden  Kjräf- 
ten  und  Pressungen  die  Gleichungen: 

P.sin  dp  +  r.sin  dt  Q.sin  bq  +  ET. sin  bu 

sin  da  sin  ab  ' 

oder,  weil  t,  u,  v,  w  auf  f,  g,  h,  i  normal  sind: 
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P.sindp  +  T. cos  df Q.anbq  +  U.cos  hg 

sin  da  sin  ab  ' 

und  ebenso 

Q.sin  aq  +  ü'.cob  ag Ä.sin  er  +  F'.cos  ch 

sin  a6  sin  Ac  ' 

R.an  br  +  V.  cosftA i9.  sin  (/«  +  W. cos  di 

sin  bc  sin  cd  ' 

S.smcs  +  W.  cos  ci P. sin  ap  +  T. cos  a/* 

sin  <;<^  sin  da 

Setzt  man  nun  in  diesen  vier  Gleichungen,  der  in  §.  251  ge- 
gebenen Yorscbiift  gemäss,  die  Kräfte  P,  Q,  £,  S  gleich  Null  und 
eliminirt  hierauf  die  Pressungen  7,  TJ^   V,  W,  so  kommt 

,  .        cos  af     cos  A^      cos  ch      cos  (/t 

COS  a^      cos  bh      cos  et      cos  (i^/*  ' 

als  die  gesuchte  Bedingung. 

§.  255.  Zusätze,  a)  Man  errichte  in  -4,  5,  C,  D  auf/,  ^,  ä,  t 
die  vier  Normalen  AK,  BL,  CM,  DN.  Begegne  die  erste  derselben 
der  zweiten  in  L,  die  zweite  der  dritten  in  M,  die  dritte  der  vierten 
in  N  und  die  vierte  der  ersten  in  K  (vergl.  wieder  Fig.  66),  so  ist 

cos  o/  =  sin  LAB  ,        cos  ag  =  sin  ABL  , 

und  es  verhält  sich  daher 

cos  af :  cos  ag  =  BL  :  AL  , 
und  ebenso 

cos  bg  :  cos  bh  =  CM:  BM , 

u.  8.  w.     Hiermit  wird  die   erhaltene  Bedingungsgleichung: 

AK     BL       CM      DN  _ 

AL  '  BM  '   CN  '  DK  ~     ' 

d.  h,:  Beschreibt  man  um  das  Viereck  AB  CD  ein  zweites  KLMN, 
dessen  Seiten  auf  den  Urnen,  in  denen  die  Ecken  des  ersten  beweglich 
sind,  normal  stehen,  so  muss  das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach 
denen  die  Seiten  des  zuzeiten  von  den  Ecken  des  ersten  getheilt  tcerden, 
der  Einheit  gleich  sein, 

b)  Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  leicht  auf 
rein  geometrischem  Wege  darthun.  Man  nehme  in  f  g,  h,  i  unend- 
lich nahe  bei  A,  B,  C,  D  die  Puncte  A',  B',  C\  D'  dergestalt,  dass 

L  ÄB'=  AB  ,         n.   B'C'=  BC  , 
m.  C'D'=  CD  , 
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so  muss,  wenn  das  Viereck  AB  CD  mit  constanten  Seitenlängen 
unendlich  wenig  im  Vierecke  y^At  verrückbar  sein  soll,  auch 

IV.  UA'=  DA 
sein.     Da  alo 

A'B=AB, 

und  weil,  wegen  der  rechten  Winkel  A!AL  und  BBL^ 

A'L  =  AL    und    B'L  =  BL 

ist,  so  ist  der  Winkel  A'LR=  ALB,  folglich  der  Winkel 

ALA'=BLB\ 

und  es  verhält  sich  daher 

AA':  BB'=AL:BL. 

Ebenso  fliessen  aus  11,  in  und  IV  die  Proportionen: 

BB':  CC'=BM:  CM, 

CC:  DD'=CN:DN, 

Dn:AA  =  DK:AK. 

Zur  Beweglichkeit  ist  aber  das  Zusammenbestehen  der  vier  Glei- 
chungen I  —  rV  erforderlich,  folglich  auch  das  Zusammenbestehen 
der  vier  daraus  abgeleiteten  Proportionen;  diese  aber,  mit  einander 
verbunden,  führen  zu  der  in  a)  erhaltenen  Gleichung. 

c)  Der  Winkel  AB*C\  in  welchen  bei  Verrückung  des  Vierecks 
der  Winkel  ABC  übergeht,  ist 

AB  C  =  ABL  +  LB'M  +  MEC\ 

Nach  l)  sind  aber  die  Dreiecke  ABL  und  MBC  den  Dreiecken 
ABL  und  MBC  gleich  und  ähnlich.     Hiermit  wird  der  Winkel 

ABC'=  ABL  +  LBM+MBC=ABC+  LBM . 

Der  Winkel  ABC  erhält  daher  bei  der  Verrückung  das  Increment 
LBM,  und  bleibt  folglich  nur  dann  ungeändert,  wenn  M  mit  L 
zusammenfällt.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass  der  Winkel  BCD  nur 
dann  sich  nicht  ändert,  wenn  N  mit  M  zusammenfällt;  u.  s.  w.  Soll 
folglich  das  Viereck  ohne  Aenderung  seiner  Winkel  verrückbar  sein, 
so  müssen  die  vier  auf  y,  y,  ä,  i  in  A,  B,  C,  D  errichteten  Perpendikel 
sich  in  einem  Puncte,  er  heisse  O,  schneiden.  Dass  umgekehrt, 
wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  jederzeit  auch  Beweglichkeit  statt- 
findet, erhellt  sogleich  aus  der  Formel  in  a),  in  welcher  für  diesen  Fall 

AL  =  AK,        BM=BL,        CN=CM,         DK=DN 

ist,  aber  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  das  Viereck  mit  constant 
bleibenden  Winkeln  um  den  Punct  O  um  ein  unendlich  Geringes 
gedreht  wird,  die  Ecken  AB,  BC,  ..  Normalen  auf  OA,  OB,  •., 
beschreiben  und  folglich  inf,  g,  •.»  fortrücken. 
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d)  Analoge  Resultate,  wie  wir  jetzt  für  ein  Viereck  gefunden 
haben,  ergeben  sich  auch  für  jedes  andere  Vieleck.  Soll  insbeson- 
dere ein  Dreieck  AB  C^  dessen  Seitenlängen  constant  sind,  mit  seinen 
Ecken  in  den  Seiten  fy  ff,  h  eines  unbeweglichen  Dreiecks  beweglich 
sein,  so  müssen,  weil  mit  den  constant  gesetzten  Seitenlängen  eines 
Dreiecks  auch  die  Winkel  desselben  unveränderlich  werden,  die  drei 
in  Ay  By  C  auf  fy  ^,  A  errichteten  Perpendikel  sich  in  einem  Puncte 
O  schneiden.  Das  Dreieck  ABC  ist  alsdann  um  O  ein  unendlich 
Weniges  drehbar. 

Aehnlicher  Weise  zeigt  sich,  dass,  wenn  in  einer  Ebene  zwei 
Curven  in  drei  Puncten  einander  berühren  und  daher  unbeweglich 
gegen  einander  sind  (§.  243),  eine  unendlich  kleine  Beweglichkeit 
in  dem  Falle  eintritt,  wenn  die  Normalen  in  den  drei  Berührungs- 
puncten  in  einem  Puncte  zusammentreffen. 

§.  256.  Auf  die  jetzt  behandelte  Aufgabe  reducirt  sich  auch  dtr 
in  §.  247  gedachte  Fall,  wetm  die  Ecken  eines  ebenen  Vielecks^  dessen 
Winkel  sich  ändern  kömien,  durch  Linien  von  unveränderlicher  Länge 
mit  unbeweglichen  Puncten  in  seiner  Ebene  verbunden  sind,  z,  B.  die 
Ecken  AB  CD  des  Vierecks  AC  (vergl.  Fig.  64  auf  p.  365)  mit  den 
Puncten  Fy  Cr,  Jff,  /.  Denn  alsdann  sind  Ay  By  C,  D  an  sich  in  Kreisen 
beweglich,  deren  Mittelpuncte  Fy  G,  //,  I  sind,  und  die  unendlich  kleine 
Beweglichkeit,  wenn  sie  anders  möglich  ist,  besteht  darin,  dass  Ay  B, .. 
in  Linien  fortrücken,  welche  auf  den  Verbindungslinien  AFy  BGy  ... 
normal  sind.  Diese  Beweglichkeit  findet  aber  nach  §.  255,  a  dann 
statt,  wenn  das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  des  von  den  Verbindungslinien  in  ihrer  Folge  gebildeten  Viel- 
ecks in  den  darin  liegenden  Ecken  des  beweglichen  Vielecks  ge- 
schnitten werden,  der  Einheit  gleich  ist. 

Wenn  die  Verbindungslinien  verlängert  in  einem  Puncte  O  zu- 
sammentreffen, so  wird  das  Vieleck  um  O  um  ein  unendlich  Weniges 
drehbar,  und  seine  Winkel  bleiben  dabei  ungeändert.  Fallen  aber 
die  unbeweglichen  Puncte  selbst  in  einem  einzigen  O  zusammen,  so 
kann  das  Vieleck  um  O  völlig  herumgedreht  werden,  und  die  un- 
endlich kleine  Beweglichkeit  wird  eine  endliche. 

Sind  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  drei  unbeweglichen  Puncten 
verbunden,  so  müssen  sich,  wenn  das  Dreieck  noch  um  ein  unend- 
lich Weniges  verrückbar  sein  soll,  die  drei  Verbindungslinien  in 
einem  Puncte  schneiden.  Hat  man  daher  überhaupt  zwei  in  einer 
Ebene  bewegliche  Figuren  und  verbindet  drei  bestimmte  Puncte  der 
einen  mit  drei  bestimmten  Puncten  der  anderen  durch  drei  gerade 
Linien  von  unveränderlicher  Länge   (§.  246),    so  bleibt  nur   in  dem 
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Falle  eine  unendlich  kleine  gegenseitige  Beweglichkeit  noch  übrig, 
wenn  die  drei  Linien  oder  ihre  Verlängerungen  sich  in  einem  Puncte 
begegnen. 

§.  257.     Aufgabe.     Vier  gerade  Linien  a,  i,  c,  d  (vergl.  Fig.  67) 
von  unbestimmter  Länge,   von  denen  jede   der  nächstfolgenden  und  die 
letzte  der  ersten  zu  begegnen  genöthigt  ist,   liegen 
in  eitler  horizontalen  Ebene  und  sitid  resp,  um  die 
unbeweglichen  Puncte  F,  G,  H,  I  dieser  Ebenen 
drehbar.     Man  soll  för  dieses  System,  welches  im 
Allgemeinen  unbeweglich  ist  (§.  24S),   die  Bedin- 
gung der  Betoeglichkeit  und  die  dann  nöthige  Be-    ^ 
dingung  des  Gleichgetaichtes  finden. 

Auflösung.     Seien  resp.  A,  JB,  C,  D  die 
Begegnungspuncte  von  a  und  b,  b  und  c,  c  und  d,  '  ^^ 

d  und  a.  Weil  a,  b,  c,  d  in  verticalen  Ebenen  be- 
weglich sind,  so  rücken  diese  Puncte,  wenn  das  System  beweglich  ist, 
in  verticalen  Linien  fort.  Auf  beliebige  Puncte  P,  Q,  li,  S  der 
Linien  a,  b,  c,  d  lasse  man  Ejräfte  p,  q,  r,  s  nach  verticalen  Rich- 
tungen wirken.  Dabei  seien  t,  u,  v,  w  die  Pressungen,  welche  in 
A,  B,  Cj  D  auf  die  Linien  a,  b,  c,  d  von  den  Linien  i,  c,  d,  a 
(nach  verticalen  Richtungen)  ausgeübt  werden,  also  —  t,  —  u,  —  v, 
—  w?  die  Pressungen  in  A,  B,  C,  D  von  a,  b,  c,  d  auf  b,  c,  d,  a.  Die 
Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  um  F,  G,  H,  I  beweglichen 
Linien  a,  b,  c,  d  sind  alsdann : 

FP  .p  —  FD  .w  +  FA  .t  =0  , 
GQ.q  —  GA.  t  +  GB  .u  =0  , 
HR.r  —  HB.u  +HC.v  =0  , 
IS    .s  —IC  .V  +  ID  .w=0  . 

Eliminirt  man  hieraus  die  Pressungen  t,  u,  v,  indem  man  in 
der  ersten  Gleichung  für  t  seinen  Werth  aus  der  zweiten,  hierauf  in 
der  resultirenden  Gleichung  für  u  seinen  Werth  aus  der  dritten  sub- 
stituirt,  u.  s.  w.  und  bezeichnet  man  noch  der  Kürze  willen  die 
Momente  FP.p,  GQ.q,  ...  der  Kräfte />,  q,  ...  mit  p^,  q^,  r^,  s^, 
so  kommt: 

p^—FD.w  +  ^-j^q,+^^^r,  +-^^1^^  +/Z>.tt7)))  =  0   . 

Hierin  den  Coefficienten  der  noch  übrigen  Pressung  w  =  0  ge- 
setzt, ergibt  sich  die  Bedingung  der  Beweglichkeit: 

^^  GA  '  HB  '   IC  '  FD  ~      ' 
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und  die  rückständige  Gleichung: 

,   FA  l     ^GBI      .HC     U        . 

oder 

wo 

f:g=GA:FA  ,         gih  =  HB:GB  ,         h:i=IC:HC  , 
ist  die  alsdann  nöthige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht. 

§.  258.  Zusätze,  a)  Die  Bedingungsgleichung  für  die  Be- 
weglichkeit des  Vierecks  AB  CD  kann  man  noch  einfacher,  als  im 
Vorigen,  auf  folgende  Weise  finden.  Kommen  durch  Drehung  der 
Linien  a,  4,  c  um  F,  G,  H  die  Puncte  A,  B,  Cj  D  in  den  verti- 
calen  Linien,  worin  sie  beweglich  sind,  nach  A',  B',  C,  iX,  so  yer- 
hält  sich  offenbar 

Diy  :AÄ  =  FD:FA   , 

AA'  :BB  =  GA.GB  , 

BS    CO'  =  HB:HC  . 

Damit  nun  auch  die  um  /  drehbare  Linie  d  durch  C  und  U 
gehen  könne,  muss  sich  verhalten: 

CCiDD'  =  IC.ID  . 

Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  den  drei  vorhergehenden 
Proportionen  die  obige  Bedingungsgleichung.*  —  Man  bemerke  noch, 
dass  die  nachherigen  Oerter  A\  B',  C,  D'  von  Aj  By  C,  D  abwechselnd 
über  und  unter  die  horizontale  Ebene  fallen,  wenn,  wie  in  der  Figur, 
die  unbeweglichen  Puncte  jF,  G,  iJ,  /  in  den  Linien  0,  J,  e,  d  zwischen 
den  Begegnungspuncten  A,  B,  (7,  D  dieser  Linien,  nicht  ausserhalb  der- 
selben, liegen.  Uebrigens  sieht  man  leicht,  dass  die  Beweglichkeit, 
wenn  eine  solche  stattfindet,  hier  nicht  eine  unendlich  kleine  ist, 
sondern  dass  bei  der  vorausgesetzten  unbestimmten  Länge  der  Linien 
a,  J,  c,  d  die  Puncte  -4,  J?,  C,  D  jeden  beliebigen  Abstand  von  der 
horizontalen  Ebene  erreichen  können. 

h)  Die  Bedingungsgleichung  für  das  Gleichgewicht  lässt  sich  auch 
durch  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ent- 
wickeln. Sind  nämlich  P',  Q',  R,  S'  die  Oerter,  welche  die  Angriffs- 
puncte  P,  Q,  -R,  S  der  Kjräfte  p^  y,  r,  s  nach  einer  unendUch  kleinen 
Verrückunj?  des  Systems  einnehmen,  so  sind  PP\  QQ\  RR',  SS' 
vertical,  fallen  daher  mit  den  Richtungen  von  p,  j,  r,  s  zusammen, 
und  es  ist  folglich  beim  Gleichgewichte: 

PP'  .p+  QQ'  .q  +  RR'.r  +  SS\s  =  0  . 
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Nun  verhält  sich 

PP':AA'  =  FP  :FA  , 

AA':  QQ'  =  GAiGQ  , 
mithin 

PP'.QQ'  =  GA.FPiFA.GQ  , 

u.  8.  w.,  übeieinstinunend  mit  dem  bereits  Gefundenen. 

c)  Zu  ganz  analogen  Resultaten  wird  man  gefuhrt,  wenn  statt 
vier  Linien,  drei  oder  mehr  als  vier  Linien  auf  die  vorige  Weise  mit 
einander  verbunden  sind  und  um  unbewegliche  Punete  gedreht  wer- 
den können.  Für  drei  Linien  insbesondere,  BC,  CA,  AB,  welche 
resp.  um  die  Punete  F,  G,  H  drehbar  sind,  ergibt  sich  als  Bedin- 
gung der  Beweglichkeit: 

FB      GC     HA  _ 
FC  '  GA'  HB  ~ 

Nur  also,  wenn  jF,  G,  H  in  gerader  Linie  liegen  (vergl.  §.  232,  c), 
ist  das  Dreieck  ABC  beweglich.  Und  in  der  That  lässt  es  sich  dann 
um  die  Gerade  FGH,  als  um  eine  Axe  drehen.  Die  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten PP'f  QQ'j  RR'  sind  alsdann  den  Abständen  der 
Punete  P,  Q,  R  von  dieser  Axe  proportional,  und  die  Gleichung 

PP'  .p  +  QQ!  .  q  +  RR  .  r  =  0, 

d.  i.  die  Bedingungsgleichung  für  das  Gleichgewicht,  drückt,  wie  zu 
erwarten  stand,  aus,  dass  das  Moment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die 
Gerade,  um  welche  das  Dreieck  drehbar  ist,  Null  sein  muss. 

d)  Ebenso  wie  das  Dreieck  wird  auch  das  Viereck  und  jedes 
andere  Vieleck,  sobald  die  unbeweglichen  Punete  ihrer  Seiten  in  einer 
Geraden  liegen,  um  diese  Gerade  drehbar.  Dasselbe  gibt  auch  die 
Bedingungsgleichung  zu  erkennen,  da  immer  das  Product  aus  den 
Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks  von 
einer  beliebigen  Geraden  geschnitten  werden,  der  (negativen)  Einheit 
gleich  ist.  Indessen  ist  diese  Beweglichkeit  bei  Vielecken  von  mehr 
als  drei  Seiten  nur  als  ein  specieller  Fall  zu  betrachten,  der  sich 
dadurch  noch  auszeichnet,  dass  das  anfänglich  ebene  Vieleck  ein 
solches  auch  während  der  Bewegung  bleibt,  und  bei  einer  nur  un- 
endlich kleinen  Bewegung  seine  Form  nicht  ändert. 

e)  Zwischen  der  jetzigen  Aufgabe  und  der  vorhergehenden  findet 
in  gewissem  Sinne  ein  duales  Verhältniss  statt.  Denn  so  wie 
dort  die  Ecken  eines  Vielecks  in  unbeweglichen  Geraden  beweglich 
waren,  so  sind  hier  die  Seiten  eines  Vielecks  um  unbewegliche  Punete 
drehbar.  Diese  Dualität  der  beiden  Au%aben  gibt  sich  auch  in  der 
Aehnlichkeit  der  Bedingungsgleichungen  (a)  und   (A)  zu  erkennen. 
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Denn  aus  der  letzteren  Gleichung  erhält  man  die  erstere,  wenn  man 
die  grossen  Buchstaben  in  die  entsprechenden  kleinen  verwandelt  und 
von  den  durch  af^  ag,  ...  ausgedrückten  Winkeln  die  Cosinus  nimmt. 
Auf  gleiche  Art  lässt  sich  aus  der  Gleichung  [B)  für  das  Gleich- 
gewicht der  auf  beliebige  Puncte  P,  Q,  ..  der  Linien  a,  J,  ..  und 
rechtwinklig  auf  der  Ebene  der  letzteren  wirkenden  Kräfte  p,  q,  ,. 
die  Gleichung  für  das  Gleichgewicht  der  nach  beliebigen  Richtungen 
p,  q,  ..  auf  die  Puncte  A,  5,  ..  und  in  der  Ebene  der  letzteren  wir- 
kenden Kräfte  P,  Q,  ..  herleiten.     Es  ist  nämlich  diese  Gleichung: 

(Ä)  F.  P  cos  fp  -H  G  .  Q  cos  ffq  +  JET.  jß  cos  Ar  -f-  /.  aS  cos  i*  =  0  , 

wo  F:  G  =  cos  ga  :  cos  /a,  G  :  H=  cos  hb  :  cos  gby  Den  Be- 
weis dafür  wird  man  sich  leicht  selbst  entwickeln. 

Noch  eine  Betrachtung,  die  auf  beide  Aufgaben  gleich  anwend- 
bar ist,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen  nur  in  Bezug  auf  die  letztere 
anstellen  will,  enthält  §.  259. 

§.259.  Sei  ABC  'vergl.  Fig.  68)  das  vorhin  betrachtete,  von 
den  Linien  a,  J,  c  gebildete  Dreieck  mit  den  unbeweglichen  Puncten 

F,  Cr,  H  in  a,  J,  c.  Diese  Puncte  sollen 
nicht  in  einer  Geraden  liegen,  und  daher 
das  Dreieck,  welches  man  sich  horizontal 
denke,  unbeweglich  sein.  Sind  nun  p,  q,  r 
die  an  den  Puncten  P,  Q,  R  der  a,  i,  c 
angebrachten  Ejräfte;  tj  u,  v  die  dadurch 
in  Aj  By  C  erzeugten  Pressungen  von  b,  r,  a 
auf  Cj  a,  bj  und  setzt  man  noch 


Fig.  68. 


FB 

FC  ~^' 

FP  _^. 

FC      ^  ' 


GC 
GA 

GQ 


=  9, 


HA 
ÜB 

HR 


HB 


=  h  , 


=  h\ 


GA  =^ 
so  hat  man,  wie  in  §.  257,  die  Gleichungen: 

fp  —  ^  +fu  =  0  ,       g'q  —  t  +  gv  =  i),       h'r  —  u  +  ht  =  {s. 

Hieraus  folgt: 


d.  i. 


9'q  —  t  +  9  if'p  +  /(Ä>  +  ht))  =  0  , 


(M) 


9fp  +  g'q  +fgfir  =  (\—m)f, 

wo  m  =fghj  und  ebenso 

ffg'q  +  Ä'^  +  9^^f'p  =  (1  —  ^'0  u  , 
fh'r  +fp  +  htyq  =  (1  —  m)  v  . 

Wir  wollen  uns  nun  über  die  Art  und  Weise,    wie  sich  nach 
diesen  Formeln  die  von  den  Kräften  jo,  y,  r  entstehenden  Pressungen 
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t,  Uy  V  in  Aj  Bj  C  vertheilen,  näher  zu  belehren  suchen.  Um  unsere 
Aufmerksamkeit  auf  einen  bestimmten  Fall  zu  richten,  wollen  wir 
annehmen,  dass,  wie  in  der  Figur,  die  Puncte  F,  G,  H  ausserhalb 
B  und  (7,  C  und  A,  A  und  B  auf  der  Seite  von  B,  C,  A  liegen.  Als- 
dann sind  fj  g,  ä,  folglich  auch  m,  z\vischen  0  und  1  enthalten,  und 
daher  f^  g^  h  und  1  —  m  positiv.  Wir  wollen  femer  die  Puncte 
P,  Q,  R  mit  B  und  C,  C  und  A,  A  und  B  auf  einerlei  Seite  von 
F,  G,  -ff  liegend  annehmen,  so  dass/',  g\  A' positiv  werden.  End- 
lich wollen  wir  noch  die  Kräfte  p,  q,  r  mit  einerlei  Zeichen  be- 
haftet, sie  selbst  also  nach  einerlei  Seite  gerichtet,  etwa  von  oben 
nach  unten,  annehmen.  Zufolge  der  Gleichungen  (M)  werden  dann 
auch  die  Pressungen  /,  //,  v  nach  unten  gerichtet  sein. 

In  Fig.  68  sind  für  diesen  Fall  die  Linien  a,  b,  c  als  Stäbe 
gezeichnet  worden,  die  in  A,  B,  C  dergestalt  über  einander  weg- 
gehen, dass  sie  daselbst,  bei  den  nach  unten  gerichteten  Pres- 
sungen tj  u,  V,  gegen  einander  drücken,  nicht  von  einander  sich  zu 
trennen  streben,  und  wir  somit  nicht  nöthig  haben,  sie  unzertrenn- 
lich mit  einander  verbunden  anzunehmen  (§.  189). 

Sei  nun  zuerst  jö==0,  r  =  0,  ^'  =  1,  und  wirke  daher  nur 
auf  den  Stab  b  im  Puncte  A  eine  Kraft  gleich  q.  Hiermit  werden 
die  Gleichungen  (M): 

y  =  (1  —  ni)  t  j         hq  =  (\  —  m)  u  ,         hfq  =  (1  —  m)  v  , 

also  ^  >  y.  Diese  Verschiedenheit  der  Pressung  i  von  der  Kraft  q 
scheint  einen  Widerspruch  zu  enthalten.  Denn  man  sollte  meinen, 
dass,  wenn  an  dem  Puncte  A  des  Stabes  i,  und  sonst  nirgend  wo 
anders  am  Systeme,  eine  Kraft  q  wirkt,  die  dadurch  bei  A  von  b  auf 
c  hervorgebrachte  Pressung,  sowie  die  von  c  auf  b  rückwärts  ausge- 
übte Pressung,  eben  so  gross  als  q  selbst  sein  müssten.  Dieser  Schluss 
wäre  nun  allerdings  richtig,  sobald  die  Stäbe  b  und  c  bloss  in  A  mit 
einander  verbunden  wären.  Allein  sie  sind  es  noch  durch  den  Stab 
ö,  welcher  b  und  c  in  C  und  B  berührt,  und  hierdurch  geschieht 
es,  dass  die  in  A  von  b  auf  c  zunächst  erzeugte  und  daher  gleich  q 
zu  setzende  Pressung  t  in  B  eine  Pressung  w'  von  c  auf  a,  diese 
in  C  eine  Pressung  t?'  von  a  'auf  6,  diese  in  A  eine  neue  Pres- 
sung f  von  b  auf  c  hervorbringt,  und  so  fort  im  Kreise  herum 
ohne  Ende.  Die  wirklichen  Pressungen  /,  w,  t?  in  -4,  i5,  C  werden 
alsdann  die  Summen  jener  partiellen  Pressungen  in  denselben  Punc- 
ten  sein. 

Die  Richtigkeit  dieser  Vorstellung  bewährt  sich  durch  die  Ueber- 
einstimmung  der  hiemach  sich  ergebenden  Totalwerthe  für  ^,  w,  t? 
mit  den  vorhin  gefundenen.     In  der  That  hat  man 
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u'    ^=hf     .         r'    ^=fu  ('    =yr'     , 

u     ^=  hl      ,         r     =fu      ,         f     =  gt      . 
u     =  ht  t     =yw      .         f     =  gt      . 

u.  8.  w. 
folglich 

r  =fght'  =  mf  ,         f"  =  mf  =  m'f  .         f"  =  tn^f  ,     etc. 

f 

^  =  r  +  r  +  r  + ...  =  ^  (i  +  w  +  m«  + ...)  =  - —  , 

1  — fn 

u  =  u  +tf  +  u"'  +  ...  =  h{f  +  r  +  r  +...)  =  */ , 

c  =  r'  4-  c"  +  r'"  +  ...  =/  {u'  +u   +  u'"  +  ...)  =fAt , 
und  wenn  wir  nach  dem  vorhin  Bemerkten  noch  t'  =  q  setzen : 

/--?—  u--*^  r--ÄL 

welches  die  bereits  oben  erhaltenen,  Werthe  der  Pressungen  sind. 

Lassen  wir  z.  B.  A,  By  C  die  Mittelpuncte  von  HBy  FC^  GA 
sein  und  drücken  auf  i  in  ^  mit  einer  Kraft  gleich  1,  so  ist  auch 
der  Druck  von  b  auf  c  zunächst  gleich  1,  der  dadurch  erzeugte 
Druck  von  c  auf  a  gleich  \\  von  a  auf  h  gleich  \\  der  somit  entstehende 
neue  Druck  von  b  auf  c  gleich  \ ;  von  c  auf  a  gleich  i^,  u.  s.  w. ;  also 
der  vollständige  Druck  von  b  auf  c  gleich  1  +1^  +  ^  +  ...  =  ^,  mit- 
hin um  \  grösser,  als  der  unmittelbare  Druck  auf  a\  der  vollstän- 
dige Druck  von  c  auf  a  halb  so  gross,  als  der  vorhergehende,  folglich 
gleich  ^,  und  der  von  a  auf  b  abermals  die  Hälfte  des  von  c  auf  a, 
also  gleich  ^, 

Ist  die  Kraft  q  nicht  in  A  selbst,  sondern  in  irgend  einem  an- 
deren Puncte  Q  des  Stabes  b  angebracht,    so    ist  sie   gleich  wirkend 

mit  einer  Kraft  > ,— ^  ^  =  gq,    deren    Angriffspunct  A    ist ,    und    die 

(jr  A. 

Pressungen  sind  alsdann  die  vorigen  — ^ —  ,  etc.,  nachdem  sie  vor- 
her noch  mit  g'  multiplicirt  worden.  Auf  ähnliche  Art  ergeben  sich 
die  Pressungen  in  A,  -B,  C,  wenn  auf  einen  Punet  P  des  Stabes  a 
eine  Kraft  />,  oder  auf  einen  Punct  li  des  Stabes  c  eine  Kraft  r 
wirkt.  Wenn  folglich  auf  alle  drei  Stäbe  zugleich  Kräfte  wirken, 
so  hat  man  nur  für  jeden  der  Puncte  A,  By  C  die  von  jeder  Kraft 
besonders  herrührenden  Pressungen  zu  addiren,  um  die  daselbst  statt- 
findende Totalpressung  zu  erhalten,  und  man  kommt  somit  zu  den 
Gleichungen  (M)  zurück. 

Wie  sich  ähnliche  Betrachtungen  bei  Vierecken,  Fünfecken,  etc. 
anstellen  lassen,  sieht  Jeder  von  selbst. 
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§.  260.  Aufgabe.  Drei  Gerade  a,  b,  c  von  unbestimmter 
Länge  sind  in  einer  Ebene  an  drei  unbeweglichen  Puncten  F,  O,  H 
(tergl.  Fig.  62  au/p.  346)  verschiebbar,  ihre  gegenseitigen  Durchschnitte 
Aj  B,  C  aber  können  nur  in  den  Seiten  l,  m,  n  des  unbeweglichen 
Dreiecks  LMN  sich  bewegen.  Die  Bedingung  zußnden,  unter  welcher 
dieses  im  Allgemeinen  unbewegliche  System  (§.  248)  eine  unendlich  kleine 
Beweglichkeit  erlangt. 

Auflösung.  Die  gesuchte  Bedingung  ist  offenbar  einerlei  mit 
derjenigen,  unter  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sich  um  die 
Puncte  F,  Cr,  H  drehen,  und  die  Ecken  desselben  in  Curven  fort- 
gehen, deren  Tangenten  /,  m,  n  sind.  Letztere  Bedingung  aber,  und 
folglich  auch  die  erstere,  besteht  nach  §.  232  C)  in  der  Erfüllung 
der  Gleichung: 

BF     CG     AH^_MA_    NB     LC^ 
FC      GA  '  HB  ~  AN  '  BL  '  CM 

§.  261.     Aufgabe.     Man  hat  ein   in  einer  Ebene   bewegliches 
Viereck  A  B  CD  (vergl.  Fig.  69)  mit  constanten  Seitenlängen  und  ver- 
änderlichen  Winkeln.     Zwei  Puncte  F  und  H  in  zwei  einander  gegen- 
überliegenden Seiten  AB  und  CD  sind 
unbeweglich,    und  damit  das  Viereck 
selbst    im    Allgemeinen     unbeweglich 
(§.  247,  Zus.).     Die  Lage  der  Puncte 
F  und  H  so  zu  bestimmen,   dass  dem 
Vierecke  noch   eine   unendlich   kleine 
Beweglichkeit  übrig  bleibt. 

Auflösung.    Man  lasse  auf  be- 
liebige Puncte  der  Seite  AB  Kjräfte    ji 
wirken,  deren  Moment  in  Bezug  auf  p.    ^^ 

jF  gleich  p^  sei;    desgleichen   bringe 

man  irgendwo  an  CD  Ejräfte  an,  deren  Moment  in  Bezug  auf  H,  r^ 
heisse.  Die  Pressungen,  welche  deshalb  die  Seite  DAiaD  und  A 
auf  die  Seiten  CD  und  AB  ausübt,  und  welche  in  der  Richtung 
von  DA  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  nenne  man  t 
und  —  t ;  die  Pressungen  von  B  C  auf  die  Enden  B  und  C  von  A  B 
und  CD  seien  ebenso  gleich  v  und  — v.  Alsdann  hat  man  für  das 
Gleichgewicht 

der  Seite  AB  :  p^  —  FA  .t.s'm  A  +  FB  .  t? .  sin  B  =  0  , 
der  Seite  CD:r^  —  HC.  v.  sin  C  +  HD.  ^  sin  2>  =  0  . 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen,  durch  welche  das  Gleichgewicht 
des  ganzen   Systems   ausgedrückt   ist,    eliminire   man  die    eine    der 
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beiden  Pressungen  t  und  r,  und  setze  den  Coefficienten  der  anderen 
gleich  Null;  oder  setze  p^  und  r^  Null  und  eliminire  hierauf  das  Ver- 
hältniss  ^ :  r,  so  kommt: 

FA  .  HC.  sin  A.Bin  C=FB,  HD .  sin  Ä  .  sin  2>  , 
als  die  gesuchte  Bedingung  der  Beweglichkeit. 

§.  262.  Zusätze,  a)  Die  gefundene  Bedingung  lässt  sich  noch 
ungleich  einfacher  darstellen.  Wird  nämlich  FH  von  DA  in  K 
und  von  BC  in  L  geschnitten,  so  ist 

FA  .  sin  ^  =  FK.  sin  K  ,        FB  .sin  B  =  FL  .sin  L  , 
HC.  sin  C  =  HL.  sin  L  ,         HD  .  sin  />  =  HK.  sin  K. 

Hiermit  wird  die  Bedingungsgleichung: 

FK.  HL  =  FL  .  HK  , 
mithin  FK:  HK  =  FL  :  HL  ; 

die  Puncte  K  und  L  müssen  folglich  identisch  sein  y  d.  h.  die  zwei 
Seiten  DA,  BC  und  die  Gerade  FH  durch  die  zwei  unbeweglichen 
Puncte  müssen  sich  in  einem  Puncte  K  schneiden. 

b)  Dass  nur  unter  dieser  Bedingung  das  Viereck  um  ein  unend- 
lich Weniges  bew^lich  wird,  kann  auch  aus  dem  im  §.  22S,  b  be- 
wiesenen Satze  gefolgert  werden,  wonach,  wenn  C  und  D  statt  F 
und  H  unbeweglich  angenommen  werden,  bei  einer  unendlich  kleinen 
Verrückung  des  Vierecks  jeder  Punct  F  der  Seite  AB  ein  Linien- 
element beschreibt,  welches  auf  der  von  F  nach  dem  Durchschnitte 
K  der  beiden  anderen  Seiten  geführten  Geraden  normal  ist.  Denn 
soll  das  Viereck  um  F  und  H  bewegt  werden  können,  so  muss  es 
auch,  wenn  F  frei  gelassen  wird,  um  C  und  D,  als  unbewegliche 
Puncte,  so  beweglich  sein,  dass  die  Länge  von  HF  unverändert 
bleibt,  dass  folglich  F  ein  auf  HF  normales  Element  beschreibt; 
und  da  dieses  Element  zufolge  des  angeführten  Satzes  auch  auf  FK 
normal  ist,  so  müssen  H^  F  und  K  in  einer  Geraden  liegen. 

c)  Das  Viereck  AB  CD  mit  den  zwei  Puncten  F^  H  in  den 
Seiten  AB^  CD  ist  voUkonmien  bestimmt  und  kann  construirt  wer- 
den, wenn  die  Längen  der  sieben  Linien  AB,  BC,  CD,  DA^  AF, 
DH^  FH  gegeben  sind.  Lässt  man  nur  sechs  dieser  Längen  ge- 
geben sein  und  construirt  mit  ihnen  das  Viereck  so,  dass  sich  DA, 
BC,  FH  in  einem  Puncte  schneiden,  so  hat  dabei  die  siebente  un- 
bestimmt gelassene  Länge  ihren  grössten  oder  kleinsten  Werth  (§.  252). 
Dies  führt  uns  zu  folgenden  zwei  Sätzen: 

1)  Bei  einem  Vierecke  FBCH  mit  cojistanten  Seitenlängen  und 
veränderlichen   Winkeln  ist  der  gegetiseitige  Abstand  AD  ztceier  gege- 


§.  263.       Fünftes  Kapitel    Von  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit  38S 

benen  Puncie  A  und  D  in  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  FB  und 
CH  ein  Maximum  oder  Minimum^  wenn  die  Gertide  A  D  den  Durch- 
schnitt K  des  anderen  Paares  gegenüberliegender  Seiten  BO  und 
HF  trifft. 

2)  Hat  man  ein  Viereck  FB  CH  mit  constanten  Seitenlängen  und 
veränderlichen  Winkeln,  und  bewegt  sich  bei  Veränderung  der  Winkel 
ein  Punct  D  in  der  Seite  CH  so,  dass  sein  Abstand  AD  von  einem 
bestimmten  Puncie  A  in  der  gegenüberliegenden  Seite  FB  tmüeränderUch 
bleibt,  so  ist  HD,  soude  auch  CD,  ein  Maximum  oder  Minimum,^ 
wenn  AD,  BC  und  HF  sich  in  einem  Puncte  begegnen, 

§.  263.  Bei  dem  um  -F  und  H  beweglichen  Vierecke  AB  CD 
wollen  wir  jetzt  noch  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  unter- 
suchen. 

1}  Wirken  auf  AB  und  CD  Kräfte,  und  sind  ihre  Momente 
rücksichtlich  der  Puncte  F  und  H gleich p^  und  r^,  so  ist  nach  §.  261 
bei  stattfindender  Beweglichkeit  zum  Gleichgewichte  nöthig,  dass 

p^  .  HD .  sin  D  +  r^  .  FA  .  sin  -4  =  0  , 

oder  kürzer,  dass 

p^.HK+r,.FK=0  . 

£s  folgt  hieraus  zunächst,  dass,  wenn  Ton  den  zwei  Momenten 
p^  und  r^  das  eine  NuU  ist,  auch  das  andere  Null  sein  muss.  Wirkt 
daher  auf  die  eine  der  beiden  Linien  AB  und  CD,  etwa  auf  CD, 
gar  keine  Kraft,  so  muss  das  Moment  der  an  ^^  angebrachten 
Kräfte  in  Bezug  auf  den  unbeweglichen  Punct  F  von  AB  Null  sein. 
Dasselbe  erhellt  auch  schon  daraus,  dass  die  unendlich  kleine  Be- 
wegung Ton  A  B  um  F  durch  den  übrigen  Theil  des  Systems  nicht 
gehindert  wird,  und  dass  folglich,  wenn  bloss  auf  ^^  Kräfte  wirken, 
diese  unter  denselben  Bedingungen  im  Gleichgewichte  sind,  als  wenn 
die  übrigen  Seiten  des  Vierecks  gar  nicht  vorhanden  wären. 

Umgekehrt  lässt  sich  mittelst  dieser  einfachen  Bemerkung  sehr 
leicht  die  Bedingung  für  die  Beweglichkeit  des  Vierecks  herleiten. 
Denn  ist  es  beweglich,  und  bringt  man  an  ^J?  in  ^  und  B  nach 
den  Richtungen  AD  und  BC  zwei  Kräfte  p  und  p'  an,  welche  im 
Gleichgewichte  sind,  so  müssen  sie  sich  wie  die  von  F  auf  B  C  und 
A  D  gefällten  Perpendikel ,  also  wie  FB  .  sin  J5  zu  FA  .  sin  A  ver- 
halten. Die  Kräfte  p  und  p'  werden  aber  noch  im  Gleichgewichte 
sein,  wenn  man  sie  nach  denselben  Richtungen  AD  und  BC  m  D 
und  C  anbringt.  Da  sie  nun  alsdann  aus  demselben  Grunde,  wie 
vorhin,  in  dem  Verhältnisse  von  ÄC  sin  C  zu  HD,  sin.  D  stehen 
müssen,  so  muss   sich  verhalten 
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FB.  sin  B :  FA  sin,  A  =  HC.  an  CzHD.sinD  . 
welches  die  zu  Ende  des  §.  261  gefundene  Gleichung  gibt. 

2)  Ist  an  einer  der  beiden  Seiten  DA  und  BC  des  Vierecks, 
z.  B.  an  BC,  in  einem  beliebigen  Puncte  Q  nach  der  Richtung  QT 
eine  Kraft  q  angebracht,  so  zerlege  man  dieselbe,  um  ihre  Wirkung 
zu  schätzen,  in  zwei  andere  q'  und  q"  nach  den  Richtungen  ^Cund 
QO,  wo  O  der  Durchschnitt  von  AB  mit  CD  ist.  IKe  Kraft  q" 
nach  der  Richtung  Q  O  lässt  sich  ferner  in  zwei  andere  auf  B  und  C 
nach  B  O  und  C  O  wirkende  zerl^en,  und  ist  daher  von  gar  keiner 
Wirkung,  weil  in  -BO  und  CO  die  unbew^lichen  Puncte  F  und  H 
li^en.     Die  nach  QT  gerichtete  Kraft  q  ist  folglich  gleichwirkend 

mit  der  nach  BC  gerichteten  Kraft  g'  =  q  — — ^^^  . 

'sin  CQO 

3)  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  AB  und  CD  parallel  sind, 
wird  es  auch  QO  mit  AB,  und  daher  ^'  =  ^  .  sin  {AB^q) :  sin  B. 
Alsdann  ist  folglich  die  Intensität  von  q'  bloss  von  der  Intensität  von 
q  und  von  dem  Winkel  AB^q  abhängig,  d.  h.  die  Wirkung  einer 
an  J?  C  im  Puncte  Q  angebrachten  Kraft  q  bleibt  ungeändert,  wenn 
die  Kraft  parallel  mit  ihrer  Richtung  an  irgend  einen  anderen  Punct 
von  BC  verlegt  wird. 

Dasselbe  folgt  auch  unmittelbar  aus  der  Theorie  der  Kräfte- 
paare. Denn  wirken  auf  zwei  Puncte  der  Seite  B  (7,  oder  überhaupt 
auf  zwei  Puncte  in  der  Ebene  des  Vierecks,  die  mit  dieser  Seite  in 

r 

fester  Verbindung  stehen,  zwei  Kräfte  q  und  q^j  welche  ein  Paar 
ausmachen,  so  kann  man  statt  desselben  ein  zweites  Paar  setzen, 
dessen  Moment  dem  des  ersten  gleich  ist,  und  dessen  Kräfte,  in  B 
und  C  angebracht,  in  die  Parallelen  AB  und  CD  fallen.  Letzteres 
Paar  aber  ist  von  keiner  Wirkung,  weil  AB  unA  CD  die  unbeweg- 
lichen Puncte  F  und  //  enthalten.  Mithin  kann  auch  das  erstere 
Paar  keine  Bewegung  hervorbringen,  und  es  ist  folglich  q  mit  — q^ 
gleichwirkend. 

Ebenso  wird  bewiesen,  dass  zwei  parallele  Kräfte,  deren  An- 
griffspuncte  mit  AD  fest  verbunden  sind,  einander  gleiche  Wir- 
kungen haben.  —  Zum  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  deren 
Angriffspuncte  zum  Theil  mit  B  C  und  zum  Theil  mit  A  D  fest  ver- 
bunden sind,  wird  daher  nur  erfordert,  dass,  nachdem  man  sie 
parallel  mit  ihren  Richtungen,  die  einen  an  B,  die  anderen  an  A^ 
verlegt  hat,  ihrer  aller  Moment  in  Bezug  auf  F  Null  ist. 

4)  Wenn  nicht  allein  AB  mit  CD,  sondern  auch  BC  mit  DA 
parallel  ist,  so  geht  das  Viereck  in  ein  Parallelogramm  über,  und 
wird  beweglich,  wenn  die  Linie  durch  die  unbeweglichen  Puncte 
gleichfalls   mit   BC  und  DA   parallel  ist.     Diese  Beweglichkeit  ist 


s 
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aber  nicht  mehr  unendlich  klein,  sondern  endlich,  weil  nach  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  um  J' und  H  die  Vierecke  ACj  All 
und  FC  noch  Parallelogramme  sind,  und  daher  die  Bedingung  der 
Bew^lichkeit  durch  die  Drehung  nicht  verloren  geht. 

Zwei  auf.  A  und  B  nach  A  D  und  B  C  wirkende  Kräfte ,  also 
auch  zwei  Kjräfte,  die  parallel  mit  jenen  auf  zwei  fest  mit  AD  und 
B  C  verbundene  Puncte  wirken,  sind  hierbei  im  Gleichgewichte,  wenn 
sie  sich  wie  BF  zw,  FA  verhalten.  Bringt  man  daher  FH  und  da- 
mit auch  die  Seiten  DA  und  BC  in.  verticale  Lage,  befestigt  an 
diese  Seiten  irgendwo,  in  S  und  Q, 
zwei  horizontale  Arme  und  hängt 
an  dieselben  zwei  resp.  mit  BF 
und  FA  proportionale  Gewichte, 
so  halten  sich  letztere  das  Gleich- 
gewicht und  können  ohne  Störung 
desselben  an  den  Armen  hin  und 
her  geschoben  werden  (vgl.  Fig.  70). 
Man  nennt  diese  Einrichtung  die 
Robervarsche  Wage,  nach 
ihrem  Erfinder  Roberval,  einem 
französischen     Mathematiker     des 

17.  Jahrhunderts.  Da  an  ihr  zwei  Gewichte,  wenn  sie  einmal  im 
Gleichgewichte  sind,  in  jeden  beliebigen  Entfernungen  von  den  un- 
beweglichen Puncten  darin  verharren,  während  bei  der  gewöhnlichen 
Wage  Gleichgewicht  nur  dann  stattfindet,  wenn  sich  die  Gewichte 
umgekehrt,  wie  ihre  Entfernungen  vom  Drehungspunete  verhalten,  so 
hat  man  diese  Maschine  als  ein  statisches  Paradoxon  aufgestellt. 

Am  einfachsten  lässt  sich  das  Gesetz  des  Gleichgewichts  an  der- 
selben mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  er- 
klären. Denn  jeder  mit  der  Seite  AD  oder  BC  fest  verbundene 
Punct  beschreibt  bei  der  Drehung  des  Parallelogramms  AC  um  F 
und  H  einen  Weg,  der  dem  Wege  von  resp.  A  oder  B  gleich  und 
parallel  ist.  Wird  daher  für  zwei  an  A  und  B  angebrachte  Kräfte 
die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  erfüllt,  so  geschieht 
ihr  auch  Genüge,  wenn  man  die  Kräfte  parallel  mit  ihren  anfäng- 
lichen Richtungen  an  beliebige  andere  Puncte  verlegt,  die  gegen 
AD  und  BC  eine  unveränderliche  Lage  haben. 


Fig.  70. 


§.  264.  Aufgabe.  Die  Bedingung  für  die  unendlich  kleifie 
Beweglichkeit  eines  ebenen  Sechsecks  mit  constanten  Seitenlängen  und 
veränderlichen  Winkeln  zu  finden,  bei  welchem  eine  Seite  um  die  an- 
dere einen  unbeweglichen  Punct  enthält, 
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Aafloguiig.  Sei  ABCDEF  Vei^  Fig.  71;  das  SechscdL 
Die  Pnncte  &,  J7,  /  der  Seiten  AB,  CD.  EF  seien  anbewegfich, 

und  damit  das  Sechseck  selbst 
2>  im  Allgemeinen   nnbeweglicb 

*^  '§.  247.  Zus.;.  An  wülküxlichen 

anderen  Pnncten  derselben  drei 
Seiten  bringe  man  Kräfte  in 
der  Ebene  an.    Die  Momente 
derselben  in  Bezog  auf  6,  J7,  / 
seien  p^,  q^,  r^:   nämlich  p^^ 
das  Moment  der  anf  AB  wir- 
kenden Kräfte   in  Besag  anf 
Gj  o.  s.  w.    Die  Pressongen, 
welche  die  Zwischenseiten  B  (7, 
DE,  FA  in  ihren  Endpuncten 
auf  jene  ersteren  Seiten  aus- 
üben, seien  t^u^v  in  B,  Z>,  F,  und  daher  —  /,  —  u,  —  r  in  Cj  E.  A, 
Die  Gleichungen  fiir  das  (jleichgewicht  der  Seiten  AB^   CjD,  EF 
sind  alsdann 

p^  —  V  .  GA  .  sin  -4  +  t .  GB  .  sin  B  =  0  , 

q^  —  t.  HC  .mnC  +  u.  HD  .  sin  i>  =  0  , 

r^  —  u.  IE   .tan  E  +  t  .  IF  .sinjF  =  0; 

und  hieraus  ergibt  sich  sogleich  die  gesuchte  Bedingung  der  Beweg- 
lichkeit, wenn  man  p^,  q^,  r^  Null  setzt  und  sodann  die  zwiei  Ver- 
hältnisse zwischen  t,  u,  v  eliminirt,  nämlich: 

GA       HC      lE^  _  sing      An  D     sin  F 
GB    '  HD   '  7jF  ~  sin  ^  '  sin  C  *  sin  JE  ' 

§.  265.  Zusätze,  a)  Nimmt  man  die  Seite  FA  hinweg,  so 
wird  die  Fignr  vollkommen  beweglich,  und  die  erhaltene  Gleichung 
ist  nunmehr  die  Bedingung,  unter  welcher  der  gegenseitige  Abstand 
der  Puncte  F  und  A  am  grössten  oder  kleinsten  wird.  Fügt  man 
die  Linie  FA  von  constanter  Länge  wieder  hinzu,  lässt  aber  ihren 
Endpunct  A  nicht  mehr  mit  der  Linie  ^6  in  ^  fest  verbunden, 
sondern  darin  beweglich  sein,  so  erhält  die  Figur  gleichfalls  Beweg- 
lichkeit, und  die  Linie  AG^  sowie  AB^  wird  unter  derselben  Be- 
dingungsgleichung ein  Maximum  oder  Minimum. 

l)  Sind  if,  Z/,  M  die  gegenseitigen  Durchschnitte  von  AB,  CD, 
EF,  so  ist: 

sin  F  _ 
sin  A 


AK 
FJ\ 


sin  B         GL 


sin  D 


EM 


sin  C        BL'        sin  E        DM 
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und  pian  kaim  damit  die  Bedix^^ungsgleicjiung  auf  folgende  Weise 
dsprstellen : 

KA      GB      LG      HD      ME     JF _  . 

AQ      BL    '  CH  '  DM  '    EI    '  FK~ 

Bestimmt  man  daher  in  AB,  CD,  EF  drei  Puncte  G^,  H^,  /,, 
von  denen  G^  mit  K,  A,  Cr,  Ä,  i;  H^  mit  L,  C,  Jff,  D,  M]  /|  Vfdt 
Mj  Ej  /,  JP,  K  eine  sogenannte  geometrische  Involution  bildet,  d.  h. 
welche  so  liegen,  dasa 

KA       GB^      LG,  _  _  _Le      HD     MH,  _  _ 

AG   '  BL    '  G,K  ~  '      CH   '  DM  '  H,L  ~ 


ME      IF      KI,  _ 


1, 


EI      FK'  I,M 

80  zieht  sich  die  Bedingungsgleichung  zusammen  in: 

KG,      LH,     MI,  _ 
G,L  •  H,M  •  I,K  ~ 

und  gibt  somit  zu  erkennen,  dass  Gi,^H„  I,  in  einer  Geraden  liegen 
müssen*]. 

§.  266.     Aufgabe.     AB  CD  (vergl.  Fig.  72,  a)  ist  ein  in  einer 
Ebene  beweffliches  Viereck  mit  constanten  Seitenlängen  und  veränder- 
lichen Winkeln.  F,  G,  S,  /  sind  vier  unbeweg- 
liche Puncte  in  der  Ebene,  denen  resp,  die  Seiten 
AB,  BC,  CD,  DA  zu  begegnen  genöthigt  sind, 
so  dass  jede  Seite  um  den  ihr  zugehörigen  Punct 
sowohl  gedreht,   als  an  ihm  verschoben  werden 
kann.     Hiermit  ist  das  Viereck  selbst  im  All- 
gemeinen  unbeweglich  (§.  249).     Die  Bedingung 
zu  finden,  unter  welcher  es  einer  unendlich  klei-    "         YKz^^n,  o. 
nen  Bewegung  fähig  wird. 

Auflösung.     Heissen  a,  ß,  y,  d  die  Winkel,  welche  die  Seiten 

*)  Die  drei  Puncte  Ö,,  JI„  I,  können  durch  folgende  Construotion  gefunden 
werden.  Seien  N  und  O  die  Durchschnitte  von  BC  mit  FA  und  FG^  und  P 
der  Durchschnitt  von  EF  mit  iO,  so  ergibt  sich  G,  als  der  Durchschnitt  von 
AB  mit  NP.  Denn  die  Seiten  des  Dreiecks  OPF  schneiden  AB  m  K,  Ö,  X, 
und  die  drei  Geraden  von  N  nach  den  drei  Ecken  O,  P,  F  desselben  treffen  AB 
in  Bj  Gif  A  (Baryc.  Calcul,  §.  291,  p.  380  des  ersten  Bandes  der  vorliegenden 
Ausgabe).     Aehnlicher  Weise  lassen  sich  auch  ffi  und  I,  finden. 

Umgekehrt  kann  man,  wenn  G,  gegeben  ist,  den  Punct  G  durch  Ziehung 
der  Geraden  G,NP,  POL  und  OGF  bestimmen.  Sind  daher  von  den  drei  un- 
beweglichen Puncten  ö,  JET,  I  irgend  awei,  etwa  H  und  J,  gegeben,  und  soll  der 
dritte  so  bestimmt  werden,  dass  das  Sechseck  beweglich  wird,  so  bestinmie  man 
mit  H  und  /  die  Puncte  H^  und  J^,  verbinde  letztere  durch  eine  Gerade,  welche 
AB  isL  G,  schneide,  und  suche  mit  G,  den  Punct  G, 
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AB,  BCj  CDy  DA  nach  den  damit  zugleich  ausgedrückten  Rich- 
tungen mit  einer  willkürlich  in  der  Ebene  gezogenen  festen  Axe 
machen.  Auf  die  vier  Ecken  Aj  B,  C,  D  lasse  man  in  der  Ebene  resp. 
die  Kräfite  p,  q,  r,  s  wirken.  Hierdurch  erleiden  die  Seiten  ABj  BC, 
CDj  DA  in  F,  G,  H,  I  von  den  daselbst  befindlichen  unbeweglichen 
Puncten  Pressungen,  welche  auf  den  Seiten  selbst  normal  sind  und 
daher  mit  der  festen  Axe  die  Winkel  90°  +  a,  90*^  +  ß,  90*^  —  y, 
90°  —  d  machen.  Man  bezeichne  diese  Pressungen  resp.  mit  2t,  2u, 
2v,  2tDj  so  dass  die  Pressung  2t  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  ihre 
Richtung  in  der  That  durch  90°  -\-  a  bestimmt  wird,  negativ,  wenn 
sie  die  entgegengesetzte  ist,  u.  s.  w. 

Das  Gleichgewicht  dauert  nun  fort,  wenn  wir  die  unbeweglichen 
Puncte  Ff  O,  ...  w^lassen  und  dafür  den  Pressungen  2t j  2ti,  ... 
gleiche  Kräfte  nach  den  Richtungen  90°  +  a,  90°  +  /*,  ...  an  den- 
selben Stellen  JP,  G,  ...  der  Seiten  anbringen;  es  dauert  noch  fort, 
wenn  wir  jede  dieser  Kräfte  in  zwei  mit  ihr  parallele  zerlegen,  welche 
auf  die  Endpuncte  der  jedesmaligen  Seite  wirken.  Wir  zerlegen 
daher  2^  in  die  zwei  damit  parallelen  Ejüfte  an  A  und  B: 

JPJ>  A  TP 

-^.1t  =  {\+a)t    und     ^.it={\—a)t  , 
wenn 

51  =  4(1  +  «).  folgUch^  =  i(l-a) 

gesetzt  wird,  und  wo  daher 

FB  —  AF 

ist.     Setzen  wir  ebenso 

GC—BG  HD—CH_  lA  —  DI  _  ^ 

BC   '   ~      '  CD        ~''  '  DA        ~      ' 

so  ist  die  Kraft  2  u  gleichwirkend  mit  den  zwei  ihr  parallelen  ELräften 
(1  -f-  5)  w  und  (1  —  i)  w  an  Ä  und  C,  u.  s.  w. 

Hiemach  haben  wir  es  jetzt  mit  einem  Vierecke  zu  thun,  dessen 
Ecken  allein  der  Wirkung  von  Kräften  ausgesetzt  sind;  nämlich  auf 
A  wirken  die  Kräfte  /?,  (1  —  d)  w,  (1  +  a)  t\  auf  B  die  ELräfte  y, 
(1  —  a)  tj  (1  -\-  b)  u]  u.  8.  w.,  und  es  sind  nunmehr  die  Gleichungen 
für  das  Gleichgewicht  dieses  Systems  zu  entwickeln.  Da  wir  aber 
nur  die  Bedingung  der  unendlich  kleinen  Beweglichkeit  suchen 
wollen,  so  können  wir  in  diesen  Gleichungen  die  ursprünglichen 
Kräfte  /?,  y,  r,  s  auch  weglassen  und  somit  auf  A  bloss  die  Kräfte 
(\—d)w  und  (1  +  a)  t  nach  den  Richtungen  90°  +  d  und  90°  +  «i 
an  B  bloss  die  Kräfte  (1  —  a)  t  und  (1  +  b)  u  nach  den  Richtungen 
90°  4-  a  und  90°  +  ß]  u.  s.  w.  wirkend  annehmen.     Die  Elimination 
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von  t,  Uf  V,  V)  aus  den  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  dieser 
Kräfte  wird  uns  hierauf  zu  der  gesuchten  Bedingung  hinführen. 
Die  Gleichungen  selbst  sind  nach  §.  220  zu  Ende: 

i(\  —  d)w  sin  (90°  +  d  —  d)  +  (1  +  a)  ^  sin  (90°  +  (x  —  S\  sin  (ß  —  a) 

/(l— ö)  ^sin(90°  +  a  —  /*) +(!  +  *)«  sin  (90° +  /?  —  /?))  sin(a  — d), 

d.  i. 

(1)  t  [sin  [ß  —  2a  +  d)+a  sin  (ß  —  d)] 

=  (\  +h)uQm(a  —  d)  —  (\  —d)w  sin  (ß  —  a)  , 

und  eben  so  noch  drei  andere  Gleichungen,  die  sich  schon  aus  (1) 
durch  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben  ergeben,  nämlich: 

(2)  u  [(sin  y  —  2/9  +  a)  +  6  sin  (y  —  a)] 

=  (1  +  c)  r  sin  (/?  —  a)  —  (1  —  o)  <  sin  [y  —  ß)  , 

u.  s.  w.  Statt  der  dritten  und  vierten  Gleichung  aber  wollen  wir 
diejenigen  zwei  bei  weitem  einfacheren  Gleichungen  gebrauchen, 
welche  ausdrücken,  dass  die  acht  Kräfte  (1  ±  a)  <,  (1  ±  6)w,  etc., 
wenn  sie  parallel  mit  ihren  Richtungen  90°+ a,  90°  +  /?,  etc.  an 
einen  und  denselben  Punct  getragen  werden,  einander,  —  obwohl 
eigentlich  den  Kräften  /?,  q,  r,  «,  —  das  Gleichgewicht  halten.  Diese 
zwei  Gleichungen,  die  aus  jenen  vier  Gleichungen  durch  gehörige 
Verbindung  derselben  ebenfalls  hervorgehen  müssen,  sind: 

<  sin  a  +  w  sin  /!?  +  t?  sin  y  +  w?  sin  d  =  0  , 
t  cos  a  +  w  cos  ß  +  V  cos  y  +  «?  cos  d  =  0  , 

wofür  wir,  das  einemal  w,  das  anderemal  v  eliminirend,  auch  setzen 
können : 

(3)  V  sin  (d  —  y)  =  ^  sin  (a  —  S)  +  u  sin  (ß  —  d)  , 

(4)  w  sin  (d  —  y)  =  ^  sin  (y  —  a)  +  «  sin  (y  —  ß)  . 

Es  ist  nun  noch  übrig,  aus  (1),  (2),  (3),  (4)  die  drei  Verhältnisse 
zwischen  /,  «,  t?,  tr  wegzuschaffen.  Die  Substitution  der  Werthe  von 
w  und  V  aus  (4)  und  (3)  in  (1)  und  (2)  verwandelt  letztere  zwei 
Gleichungen  in: 

(5)         Tt+  Uu  =  {i  ,  (6)         rt  +  JZ'tt  =  0  , 

^o  T=  [sin  (ß  —  2a  +  d)  +  a  sin  [ß  -  d)]  sin  (d  —  y) 

+  (1  —  d)  sin  (y  —  a)  sin  (ß  —  a), 

U  =  —  [\+h)  sin  [et  — 6)  sin  (5  —  y)  +  (\—d)  sin  [y  —  ß)  sin  [ß  —  d], 

T '  =  —  ( 1  +  r)  sin  (a  —  d)  sin  [ß  —  a)  +  (\—  a)  sin  (y  —  ß)  sin  (d  —  y), 

17'  =  [sin  {Y  —  2ß  +  a)+b  sin  (y  —  a)]sin  [d  —  y] 

—  (l+c)sin(/:?  — d)sin(/?  — a)  . 
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Zofolge  der  bekannten  Formel 

(•)     sin/sin  {y  —  A)  +  sin  ^  sin  (A  — f)  =  sin  A  sin  {g — f) 

ist  aber 

sin  (y  —  a)  sin  (/?  —  a)  +  sin  (/?  —  2a  +  d)  sin  (d  —  y) 
=  sin  [i  —  a)  sin  (/?  —  a  +  d  —  y)  , 

sin  (y  —  /5?)  sin  (/?  —  ff )  +  sin  (y  —  S)  sin  (a  —  S\ 
=  sin(a  —  i  +  y  —  ^sin(/?  —  d)  , 

sin  [i  —  y)  sin  (y  —  /5?)  +  sin  (d  —  a)  sin  (/?  —  a) 
=  sin(/?  —  a  +  d  —  y)sin(y  —  a)  , 

sin  (d  —  y)  sin  (y  —  2  /?  +  a)  +  sin  (d  —  /?)  sin  (/?  —  a) 
=  sin  (/?  —  a  +  d  —  y)  sin  (y  —  /?)  . 

Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung: 

sin  [a  —  /?)  =  -4,  sin  [ß  —  y)  =r  Ä,  sin  (y  —  d)  =  C,  sin  (d  —  ff )  =  -D. 
sin  (a  —  y)  =  j;  sin  (/?  —  d)  =  C?,  sin  (a  —  /^  +  y  —  d)  =  3f  , 

«o  wird 

T  =  —  MD  —  aCQ  —  dAF  , 

Cr=      MG  —  hCD  —  dAB  , 

r=      MF  —  aBD—cAD  , 

Aus  (5)  und  (6)  folgt  nun  nach  Elimination  des  Verhältnisses  t :  u 
(7)  •  T'U—TU'  =  0  . 

Vermöge  der  eben  aufgestellten  Werthe  von  T,  U,  T\  U'  aber 
ergibt  sich 

TU—  TU'  =  {M^  +  ab.C^  +  cd,  A^)  [FO  +  BD) 
+  [ac  .  G^  +  ad .  B^  +  bc  ,  D^  +  bd ,  F^)  AC  \ 

und  da,  wie  man  mit  Hülfe  der  Formel  (*)  leicht  findet, 

FG  +  BD=  CA 

ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (7)  auf: 

Q  =  M^  +  cd ,  A^  +ad ,  B^  +  ab  ,  C^  +  bc  ,  D^  +  bd ,  F^  +  ac  .  G^. 

Dividirt  man  noch  mit  ab  cd  und  setzt  für  3/,  -4,  -B,  ...  die 
damit  bezeichneten  Sinus,  so  erhält  man  folgende  durch  ihre  Form 
in  der  That  merkwürdige  Gleichung: 

^  ^  sin(a— /^  +  y— ^r    ,    sin(ft— /^)-        sin(^— y)*        8in(y— (5)* 
abcä  ab  bc  cd 

■  sin  (d — a)*        sin  (a — y)*        sin  (ß — (5)* 
da  ac  bd 

als  die  Bedingung,    unter   welcher    das  Viereck    um    ein    unendlich 
Weniges  beweglich  wird. 


§.  267.       Fünftes  Kapitel    Von  der  unendHch  kleinen  Beweglichkeit  393 

§,  267.  Zusätze,  ä)  Ist  das  Viereck  ein  ParaUelogramm,  sq 
hat  man  y  =  180^  +  a,  <J  =*  180°  -f-  ßy  und  die  Gleichung  wird 

aöcd  \ab       bc       cd       da]        ^         ^* 

d.  i. 

0  =  4  cos  [a  —  ßY  +  {a  +  c)[b  +  d)\ 

Ist  das  Parallelogramm  ein  Bechteck,  so  ist  noch  a  —  /9r=s90°| 

also 

Q  =  (a  +  c)[b  +  d) 

die  Bedingung   der   Beweglichkeit,    und    es    muss  folglich  entweder 
a  +  c  =  0,  oder  6  +  rf  =  0  sein. 

b)  Weü 

FB  —  AF       AB  —  2AF      ^  2HD—CD 

""=        AB       ^ AB ^^^= ÖD ' 

80  ist 

2HD        2AF 

Nimmt  man  nun  die  Linien  AB  und  OD  nach  den  ebenso  ausge- 
drückten Richtungen  mit  einerlei  Zeichen,  so  sind  beim  Rechtecke 
(so  wie  beim  Parallelogramm)  AB  und  CD  einander  gleich,  auch  dem 
Zeichen  nach.  Die  Gleichung  für  die  Beweglichkeit:  a  +  c  =  0,  wird 
hiemach  identisch  mit  HD=AFj  und  zeigt  dadurch  an,  dass  die  Gerade 
-F-BTmit  den  Seiten  J5(7  und  DA  parallel  sein  muss  (vergl.  Fig.  72,  J). 
Dass  unter  dieser  Bedingung  das  Rechteck  sich 
um  ein  unendlich  Weniges  verrücken  lässt,  ist 
leicht  einzusehen.  Dreht  man  nämlich  die  Seite 
AB  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  um  den 
Punct  i^,  so  verschieben  sich  BCvLnA^DA  an 
G  und  /|  ohne  sich  zu  drehen,  rücken  also  in 
sich  selbst  fort,  und  die  Seite  CD  dreht  sich  «    ,o  * 

um  H  um   denselben  Winkel  und  nach  der- 
selben Richtung,  wie  AB. 

Ebenso  wird  durch  die  Gleichung  5  +  rf  =  0  der  Parallelismus 
von  Gl  mit  AB  und  CD  ausgedrückt.  In  diesem  Falle  besteht 
die  Verrückung  des  Vierecks  darin,  dass  sich  BC  und  DA  um  G 
und  /  drehen,  während  sich  AB  und  CD  an  F  und  G  verschieben. 

c)  Sind  F,  G,  H,  I  die  Mittelpuncte  der  Seiten  AB,  BC,  CD, 
DA  80  sind 

a  =  0,         J  =  0,         c  =  0,         d=0  .' 

In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichung  auf 

sm(a  —  ß  +  y  —  d)  =  0  , 
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nnd  g:ibt  damit  xo  erkennen,  dass  die  Summe  zweier  gegenüber- 
liegender Winkel  des  Vierecks  zwei  oder  vier  rechten  Winkeln  ^eick 
sein  mu58.  dass  also  um  das  Viereck  ein  Kreis  beschrieben  werden 
können  muss.  Und  in  der  That,  ist  AB  CD  ein  in  einem  Kreise 
beschriebenes  Viereck,  und  nimmt  man  in  dem  Kreise  nach  einerlei 
Seite  zu  die  Bögen  AA\  BV^  CC,  DD'  einander  gleich  und  un- 
endlich klein,  so  sind  die  Geraden  AB  und  A'R,  BC  und  B'C\  etc. 
paarweise  einander  gleich  und  halbiren  sich  gegenseitig. 


Sechstes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  an  Ketten  nnd  an 
vollkommen  biegsamen  Fäden. 


§.  268.  Die  einfachste  Art,  auf  welche  mehrere  Körper  mit 
einander  verbunden  sein  können,  besteht  darin,  dass  von  ihnen,  in 
einer  gewissen  Ordnung  genommen,  jeder  mit  dem  nachstrorher- 
gehenden  und  dem  nächstfolgenden,  keiner  also  mit  mehr  als  zweien 
der  übrigen,  verbunden  ist.  Ein  solches  System,  bei  welchem  übrigens 
noch  vorauszusetzen  ist,  dass  je  zwei  mit  einander  verbundene  Körper 
noch  gegenseitige  Beweglichkeit  haben,  indem  sie  sonst  als  ein  ein- 
ziger Körper  zu  betrachten  wären,  nennt  man  eine  Kette,  die  ein- 
zelnen Körper  selbst  die  Glieder  der  Kette.  Ist  der  letzte  Körper 
noch  mit  dem  ersten  verbunden,  so  heisst  die  Kette  geschlossen. 

In  dem  Vorhergehenden  sind  dergleichen  Systeme  schon  oft  in 
Betracht  gezogen  worden.  Denn  jedes  Vieleck,  als  ein  System  in 
gewisser  Folge  paarweise  mit  einander  verbundener  gerader  Linien, 
ist  eine  solche  Kette.  Von  diesen  Betrachtungen  werden  sich  die 
nun  folgenden  hauptsächlich  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  jetzt 
die  Glieder  einer  Kette  nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein  und 
in  unendlicher  Zahl  annehmen,  und  somit  die  Kette  in  einen  un- 
endlich dünnen  und  vollkommen  biegsamen  Faden  übergehen  lassen. 

§.  269.  Aufgabe.  Man  hat  eine  Reihe  frei  beweglicher  Kör- 
per,  von  denen  Jeder  mit  dem  nächstvorhergehenden  und  dem  näc/ut- 
folgenden  in  einem  Puncte  verbunden  ist.    Die  Bedingungen  des  Gleich- 
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gewichtes  zu  finden,  wenn  auf  den  ersten  Körper  der  Reihe  eine  Kraft 
P  und  auf  den  letzten  eine  Kraft  Q  wirkt, 

Auflösung.  Seien  wi,,  m,  m',  ni\  ...  (vergl.  Fig.  73)  unmittel- 
bar auf  einander  folgende  Körper  der  Reihe;  A^  A\  A'\  ...  die 
Berührungspuncte  von  m,  mit  m,  von  m  mit  m',  . . . .  Man  setze  in 
A  an  m,  und  m  die  Pressungen  oder  Gegenkräfte  T  und  —  T,  in 
A'  an  m  und  m'  die  Gegenkräfte  T'  und  —  T',  in  A'  an  m'  und  m" 
die  Gegenkräfte  T"  und  —  T",  u.  s.  w.  Da  nun  auf  m  ausser  den 
Pressungen  —  T  und  T'  keine  weitere 
Kraft  wirkt,  so  müssen  sich  —  T  und  T' 
allein  das  Gleichgewicht  halten  und  daher 
einander  gleich  und    direct  entgegenge-  p.    ^^ 

setzt  sein.  Dasselbe  gilt  auch  von  den 
Pressungen  —  T'  und  T",  welche  m'  erleidet,  desgleichen  von  den 
auf  m"  wirkenden  Pressungen,  u.  s.  w.  Sämmtliche  Pressungen 
T,  T\  T\  ...  sind  daher  einander  gleich,  und  ihre  Richtungen 
fallen  nebst  den  Berührungspuncten  Aj  A\  Ä\  ...  in  eine  und  die- 
selbe Gerade.  Ist  nun  etwa  m,  der  erste  und  ni'  der  letzte  Körper 
der  Reihe,  so  muss  an  iw,  die  Pressung  T  mit  der  Kraft  P,  und  an 
m  die  Pressung  —  T"  mit  der  Kraft  Q  im  Gleichgewichte  sein. 
Dies  fühlt  zu  folgenden  zwei  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht 
des  ganzen  Systems: 

1]  Die  Berührungspuncte  der  Körper  müssen  in  einer  Geraden 
liegen. 

2)  Die  zwei  Kräfte  P  und  Q  müssen  in  dieser  Geraden  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirken  und  einander  gleich  sein. 

§.  270.  Das  Gleichgewicht  jedes  einzelnen  Gliedes  der  eben 
betrachteten  Kette,  und  mithin  das  Gleichgewicht  der  ganzen  Kette 
selbst,  ist  sicher,  oder  unsicher,  jenachdem  die  zwei  Kräfte  am  An- 
fang und  Ende  derselben  die  Glieder  von  einander  zu  entfernen 
streben,  oder  sie  gegen  einander  drücken.  Im  letzteren  Falle  wächst 
die  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  mit  der  Anzahl  der  Glieder, 
so  dass  bei  physischen  Körpern,  obschon  sich  diese  nicht  in  mathe- 
matischen Puncten,  sondern  in  kleinen  Flächen  berühren,  auch 
gegenseitigen  Reibungen  unterworfen  sind,  ein  solches  Gleichgewicht 
nur  dann  noch  erhalten  werden  kann,  wenn  die  Anzahl  derselben 
sehr  gering  ist.  Bei  einer  Reihe  unendlich  vieler  und  unendlich 
kleiner  Körper,  d.  i.  bei  einem  vollkommen  biegsamen  Faden,  kann 
daher  von  einem  unsicheren  Gleichgewichte  nicht  mehr  die  Rede 
sein. 
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Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eine*  voBkomunem  bieg- 
tarnen  und  frei  heweglichen  Faden»,  auf  dessen  Enden  zwei  ErSfU 
wirken,  tind  demnach 

\j  dass  der  Faden  eine  gerade  Linie  bUdei,  und 

2,  dass  die  Kräfte  einander  gleich  sind  und.  nach  entgegengesetzten 
in  die  Fadenlinie  fallenden  Richtungen  wirkend,  die  Enden  der  Linie 
ZKnt  einander  zu  entfernen  streben. 

Die  Pressungen  oder  die  Kräfte,  mit  denen  bei  diesem  Gleich- 
gewichte je  zwei  nächstfolgende  Elemente  des  Fadens  auf  einander 
wirken ,  sind  zofolge  des  §.  269  den  Kräften  an  den  Enden  des  Fa- 
dens gleich  und  so  gerichtet,  dass  die  Elemente  nicht  gegen  einander 
drücken,  sondern  in  der  Richtung  der  Fadenlinie  sich  Ton  einander 
zu  trennen  suchen:  es  sind  daher  keine  eigentlichen  Pressungen« 
sondern  Spannungen  (§.  200)  —  so  wie  auch  bei  jedem  anderen 
Systeme  Ton  Kräften,  welche  an  einem  Faden  im  Gleichgewichte 
sind,  die  Elemente  des  Fadens,  wegen  der  Unmöglichkeit  eines  un- 
sicheren Gleichgewichtes,  nur  spannend  auf  einander  wirken  können. 

Beim  Gleichgewichte  zwischen  zwei  Kräften^  welche  an  den  Enden 
eines  freien  und  vollkommen  biegsamen  Fadens  angebracht  sind,  herrscht 
also  in  jedem  Puncte  des  Fadens  eine  Spannung,  deren  Richtung  in 
die  Fadenlinie  fällt ,  und  deren  Intensität  der  gemeinschaftlichen  In- 
tensität der  beiden  Kräfte  gleich  ist. 

§.  271.  Wir  wollen  jetzt  die  in  §.  269  untersuchte  Kette  nicht 
mehr  vollkommen  frei  beweglich,  sondern  der  Bedingung  unter- 
worfen sein  lassen,  dass  ihre  Glieder  eine  unbewegliche  Fläche 
berühren.  Mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungen  seien  noch 
/y,  //,...  (vergl.  Fig.  74)  die  Berührungspuncte  der  Glieder  iw,  m',... 

mit  der  Fläche,  und  R.  R', . . .  die  daselbst 
jf^-^^j^-^         von  letzterer  auf  erstere  ausgeübten  Pres- 
-^JÜL^-^-^ — r--]cA       sungen.     Halten   sich   nun  zwei   auf   das 
^  \J^Ji    ^^ffF^       erste    und    letzte  Glied   wirkende    Kräfte 

das  Gleichgei^icht ,  so  müssen  an  jedem 
Mittelgliede  besonders  die  Spannungen, 
welche  es  von  dem  vorhergehenden  und 
folgenden  Gliedc  erleidet,  und  die  von  der  Fläche  auf  dasselbe 
erzeugte  Pressung  im  Gleichge'wichte  mit  einander  sein.  Die  drei  auf 
der  Oberfläche  von  m  in  A^  Ä  und  B  zu  errichtenden  Normalen, 
als  die  Richtungen  der  auf  m  wirkenden  Kräfte  T,  T'  und  i?, 
müssen  sich  folglich  in  einem  Puncte  C  schneiden  und  in  einer 
Ebene  liegen,  und  es  muss  sich  verhalten 

T:  r  :  7?  =  sin  BCA  :  sin  ^C5  :  sin  ACA  . 
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Auf  gleiche  Art  treffen  wegen  des  Gleichgewichtes  von  m!  die  drei 
in  -4',  -4"  und  B'  auf  tri  zu  errichtenden  Normalen  in  einem  Puncte 
C  zusammen  und  liegen  in  einer  Ebene,  und  man  hat 

r  :  r' :  :b:  =  sin  B'C'A'' :  sin  A'C'B' :  sin  A'C'A"  , 

folglich  in  Verbindung  mit  dem  Verhältnisse  zwischen  T  und  T': 

T  _  sin  BOA'    sin  B' CA" 
T"  ~  sin  A OB  'sin  A'C'B' 

und  ähnlicher  Weise: 

T  _  sin  BOA'     sin  B'C'A"     sin  BVA'" 
T"  ~  sin  ACB   '  sin  AC'B'  '  sin  A:'C"B'   ' 

,und  ebenso  ergibt  sich  das  Verhältniss  auch  zwischen  irgend  zwei 
anderen  Spannungen,  folglich  auch  das  Verhältniss  zwischen  P  und  Q, 
indem  die  Spannung  des  ersten  Gliedes  der  Kette  durch  ein  vorher- 
{gehendes  Glied  die  Kraft  P,  und  die  Spannung  des  letzten  Gliedes 
durch  ein  folgendes  die  Kraft  Q  vertritt.  Ist  folglich  m  das  erste 
Glied  und  m<°)  das  letzte,  CA  die  Richtung  von  P  und  C^'^J  ^C^  +  i) 
die  Richtung  von  Q,  so  hat  man: 

P_sinJ8C^^     sin  B'C'Ä'        sin  J8(°)C<°)^<°+^) 
Q~  Bin  ACB   '  sin  A'C'B'     "sin  ^W  C?»)5(°) 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bestellen  daher  gegenwärtig 
darin : 

1)  dass  die  Normalen  in  der  Berührung  des  ersten  [letzten]  Olie^ 
des  mit  der  unbeweglichen  Fläche  und  mit  dem  zweiten  (vorletzten) 
Gliede  und  die  Sichtung  der  Kraft  P  (Q)  in  einer  Ebene  liegen  und 
sich  in  einem  Puficte  schneiden; 

2)  dass  ebenso  die  Normalen  in  der  Berührung  Jedes  Mittel^ 
gliedes  mit  dem  vorhergehenden  und  folgenden  Oliede  und  mit  der 
Fläche  in  einer  Ebene  liegen  und  in  einem  Puncte  zusammentreffen,  und 

3)  dass  zwischen  den  Intensitäten  von  P  und  Q  das  eben  gefun- 
dene Verhältniss  zwischen  den  Sinus  der  von  den  Normalen  und  den 
Richtungen  von  P  und  Q  gebildeten  Winkel  stattfindet. 

§.  272.  Um  jetzt  von  der  eben  betrachteten  Kette  zu  einem 
über  eine  unbewegliche  Fläche  gelegten  und  an  seinen 
Enden  durch  Kräfte  gespannten  Faden  überzugehen,  wird  es 
am  einfachsten  sein,  uns  die  Glieder  der  Kette  als  unendlich 
kleine  einander  gleiche  Kugeln  zu  denken.  Denn  sind  die 
Glieder  kugelförmig,  so  braucht  die  Bedingung,  dass  bei  jedem  Gliede 
die  Normalen  in  den  drei  Berührungen  mit  der  Fläche  und  den 
zwei  angrenzenden  Gliedern  sich  in  einem  Functe  schneiden,  nicht 
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ausdrücklich  erwähnt  zu  werden,  da  sämmtliche  Normalen  auf  der 
Oberfläche  einer  Kugel  in  ihrem  Mittelpuncte  zusammentreffen. 
Rücksichtlich  der  gegenseitigen  Lage  der  Kugeln  bleibt  daher  bloss 
die  Bedingung  übrig,  dass  bei  jeder  die  gedachten  drei  Normalen  in 
einer  Ebene  liegen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die 
Mittelpunkte  C,  C\  CT  von  je  drei  auf  einander  folgenden  Kugeln 
Hl,  m\  m  mit  dem  Puncte  5',  in  welchem  die  mittlere  Kugel  m' 
die  Fläche  berührt,  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

Indem  wir  nun  die  Kugeln  unendlich  klein  und  einander  gleich 
annehmen,  lassen  sich  CC,  CCT^  ...  als  Elemente  einer  von  der 
Fläche  überall  um  den  Halbmesser  der  Kugeln  abstehenden  Curve, 
d.  i.  eines  über  die  Fläche  gelegten  Fadens,  ansehen,  und  die  letztere 
Bedingung  drückt  dann  aus,  dass  je  zwei  nächstfolgende  Elemente 
des  Fadens,  und  die  Normale  der  Fläche  an  derselben  Stelle  in  einer 
Ebene  liegen,  d.  h.  dass  in  jedem  Puncte  der  von  dem  Faden  ge- 
bildeten Curve  die  Krümmungsebene  derselben  auf  der  Fläche  recht- 
winklig steht.  Bekanntlich  ist  dieses  die  charakteristische  Eigen- 
schaft der  kürzesten  Linie,  welche  auf  einer  gegebenen  Fläche 
zwischen  zwei  gegebenen  Functen  derselben  sich  ziehen  lässt*). 


*)  Dies  gilt  wenigstens  im  Allgemeinen.  In  jedem  FaUe  aber  wird  man  eine 
Cunre,  die  jene  charakteristische  Eigenschaft  besitzt,  in  Theile  zerlegen  können, 
deren  jeder  ein  Minimum  zwischen  seinen  Endpuncten  ist,  sollte  auch  nicht  die 
ganze  Curve  die  möglichst  kleinste  zwischen  ihren  Endpuncten  sein.  Zerlegt  man 
z.  B.  den  Bogen  eines  grössten  Kreises  auf  einer  Kugel,  der  grösser  als  ein  Halb- 
kreis ist,  in  Theile,  deren  jeder  kleiner  als  ein  Halbkreis  ist,  so  ist  jeder  dieser 
Theile  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel  zwischen  ihren  Endpuncten.  Dagegen  ist 
der  ganze  Bogen  unter  allen  einfach  gekrümmten  Linien,  die  sich  auf  der  Kugel 
zwischen  seinen  Enden  ziehen  lassen,  die  längste,  und  die  Ergänzung  dieses  Bogens 
zu  einem  ganzen  Kreise  die  kürzeste  auf  der  KugeL 

Dass  bei  der  kürzesten  Gurre,  die  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zwischen 
zwei  Puncten  der  letzteren  ziehen  lässt,  die  Krünmiungsebene  der  Curve  überall 
rechtwinklig  auf  der  Flache  steht,  lässt  sich  folgcndergestalt  geometrisch  darthun. 
Seien  AB,  B  C  (vergL  Fig.  75)  zwei  nächstfolgende  Elemente  der  Curve ,  und 
MO,  JHP  die  Elemente  der  Fläche,  in  denen  erstere  Elemente  enthalten  sind.    Die 

Elemente  der  Curve  wollen  wir  uns  geradlinig  und 
iV  die  der  Fläche  eben  denken,  und  MX  sei  die  Gerade, 

0^ "         7^        — --^    in  welcher  sich  die  letzteren  schneiden.    Da  nun  die 

/ I    Cj       ganze  Curve  die  kürzeste  Linie   sein    soll,   welche 

/    -A  i?/^^--^,.^^^    /        zwischen  ihren  Endpuncten  auf  der  Fläche  gezogen 

/  ^^^,1^^  C-  I        werden  kann,  so  muss auch  der Theil  ABC  derselben 

L — " —  ^^    ^^^~^-^l         die  kürzeste  Linie  unter  allen  sein,   welche  von  A 

Fig.  75.  geradlinig  nach  einem  Puncto  der  MX  und  von  da 

geradlinig  nach  C  sich  ziehen  lassen.  Da  femer  die 
Länge  dieser  gebrochenen  Linie  sich  nicht  ändert,  wenn  das  eine  der  beiden  Flachen- 
elemente MO  und  MP,   oder  beide  zugleich,  mit  den  Linienelementen  AB  und 
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Mithin  musa  der  Faden  zwischen  seinen  leiden  Endpuncten  so  liegen^ 
dass  er  die  kürzeste  Linie  ist,  die  auf  der  Fläche  von  dem  einen  End- 
puncte  desselben  zum  anderen  gezogen  werden  kann,  oder  doch  so,  dass 
genugsam  kleine  Theile  desselben  die  kürzesten  Linien  zvnschen  ihren 
Endpuncten  sind. 

Dies  ist  die  erste  Bedingung  des  Gleichge^vichtes. 

Sodann  sind  wegen  der  Gleichheit  und  unendlichen  Kleinheit 
der  Kugeln  die  Winkel  ACB,  BCA\  AC'B\  etc.  unendUch  wenig 
von  rechten  Winkeln,  mithin  ihre  Sinus  um  unendlich  kleine  Grös- 
sen der  zweiten  Ordnung  von  der  Einheit  verschieden.  Zufolge  der 
Proportion:  7:7"  =  sin  BCA  :  sin  ACB,  ist  daher  der  Unterschied 
je  zweier  nächstfolgenden  Spannungen  nur  ein  unendlich  Kleines 
der  zweiten  Ordnung,  also  erst  der  Unterschied  zweier  Spannungen, 
zwischen  welche  eine  unendliche  Menge  anderer  fallen,  d.  i.  der 
Spannungen  an  zwei  um  einen  endlichen  Theil  des  Fadens  von  ein- 
ander entfernten  Stellen,  von  der  ersten  Ordnung,  d.  h.  die  Span-* 
nung  des  Fadens  ist  überall  von  gleicher  Grösse;  ihre  Sichtung  aber 
ist  die  der  Tangente  der  Fadencurve. 

Da  nun  am  ersten  (letzten)  Elemente  die  Kraft  P  (Q)  mit  der 
vom  zweiten  (vorletzten)  Elemente  auf  dasselbe  hervorgebrachten 
Spannung  das  Gleichgewicht  halten  muss,  und  dieses  Element,  gleich 
den  übrigen,  an  der  unbeweglichen  Fläche  beweglich  ist,  so  ergibt 
sich  als  zweite  Bedingung  für   das  Gleichgewicht  des  Fadens: 

Jede  der  beiden  Kräfte,  welche  auf  den  Anfang  und  das  Ende  des 
Fadens  wirken,  muss  mit  der  Normale  der  Fläche  und  der  Tayigente 
des  Fadens  daselbst  in  einer  Ebene  liegen,  und  we7in  man  die  Kräfte 
nach  diesen  Richtungen  zerlegt,  müssen  die  tangefitialen  Kräfte  einander 
{und  der  Spannung  des  Fadens)  gleich  sein  und  den  Faden  nach  ent- 
gegengesetzten Seiten  zu  ziehen  suchen. 

§.  273.  Noch  verdient  die  vom  Faden  auf  die  Fläche 
ausgeübte   Pressung  näher  betrachtet  zu  werden.     Die  Pressung, 


BC,  welche  sie  enthalten,  um  MN  als  Axe  gedreht  werden,  so  wird  diejenige 
Linie  ABC  die  kürzeste  sein ,  welche  nach  einer  Drehung ,  wodurch  MP  in  die 
erweiterte  Ebene  von  310  fällt,  zu  einer  ungebrochenen  Geraden,  als  der  kürzesten 
Linie  zwischen  zwei  Puncten  in  einer  Ebene,  wird.  Kommt  daher  C  nach  dieser 
Drehung  nach  C,  so  muss  B  in  die  Gerade  AC  fallen.  Nun  beschreibt  bei  dieser 
Drehung  die  Gerade  BC  die  Fläche  eines  geraden  Kegels,  von  welchem  MN  die 
Axe  ist.  Ein  Element  dieser  Kegelfläche  ist  der  Winkel  CBC]  die  durch  die 
Axe  gehenden  Ebenen  31 B  C  und  3fB  C  müssen  folglich  mit  der  Ebene  des 
Winkels  CBC  unendlich  nahe  rechte  Winkel  machen,  d.  h.,  weil  5 C  die  gerad- 
linige Verlängerung  von  AB  ist:  die  Berührungsebenen  3f0  und  31 P  der  Fläche 
müssen  auf  der  Krümmungsebene  ABC  der  Curve  rechtwinklig  sein. 
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welche  die  Fläche  von  einem  der  unendlich  kleinen  einander  glei- 
chen Kügelchen  erleidet,  aus  denen  wir  uns  den  Faden  zusammen- 
gesetzt vorstellen,  ist  nach  §.  271: 

sm  B  CA 

(vergl.  Fig.  74  auf  p.  396),  weil  BCA'  unendlich  nahe  =  90°.  Es  ist  aber 

sin  ^  C^'  =  sin  C,C^CC\ 

und  der  Sinus  des  Winkels,  den  zwei  einander  gleiche  Elemente 
(7,(7  und  CC  der  Curve  mit  einander  machen,  ist  gleich  dem  einen 
der  Elemente,  dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  der  Cuire. 
Mithin  ist  B,  =  Tk :  r,  wenn  r  den  Krümmungshalbmesser  und  k 
die  Länge  eines 'der  Elemente,  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Durch- 
messer einer  der  Kugeln  bezeichnet. 

Von  n  auf  einander  folgenden  Kugeln,  die  einen  so  kleinen 
Theil  (gleich  nJ^  des  Fadens  einnehmen,  dass  der  Krümmungshalb- 
messer von  einem  Puncte  des  Theiles  zum  anderen  unveränderlich 
angesehen  werden  kann,  und  dass  die  Pressungen,  welche  die  Ku- 
geln einzeln  erzeugen,  sowohl  ihrer  Grösse,  als  ihrer  Richtung  nach, 
nicht  merklich,  von  einander  verschieden  sind,  von  n  solchen  Kugeln 
ist  daher  nach  dem  Princip  der  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte, 
die  Gesammtpressung 

nTk\r=  T—  , 

r 

wenn  wir  die  Länge  des  Fadentheils  gleich  ds  setzen.  Dieses  He- 
sultat  ist  um  so  richtiger,  je  kleiner  wir  ds  annehmen,  und  hängt 
nur  noch  insofern  von  k  ab,  als  ds  ein  gewisses  Vielfache  von  k  ist 
Da  uns  aber  nichts  hindert,  k  noch  unendlich  kleiner  als  dsy  also 
von  der  zweiten  Ordnung  zu  nehmen,  während  wir  ds  als  eine  un- 
endlich kleine  Linie  der  ersten  Ordnung  betrachten,  so  kann  ds,  als 
solche,  jede  beliebige  Länge  haben. 

Die  von  einem  Elemente  des  Fadens  hervorgebrachte  Pressung 
steht  demnach  zu  der  Spannung  des  Fadens  in  demselben  Verhältnisse^ 
tcie  die  Länge  des  Elements  zu  seinem  Erümmungshalbmesser, 

§.274.  Zusätze,  a)  Zu  dem  eben  erhaltenen  Resultate  kann 
man  auch  durch  folgende  einfache  Betrachtung  gelangen.  Auf  jedes 
Element  AB  (vergl.  Fig.  76)  des  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens 
wirken  an  seinen  Enden  nach  den  tangentialen  Richtungen  A  C  und 
BD  die  einander  gleichen  Spannungen  T,  und  die  Resultante  der- 
selben muss  mit  den  Pressungen  im  Gleichgewichte  sein,  welche  das 
Element  von  der  Fläche  erleidet.   Betrachten  wir  nun  AB  fi\&  einen 
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unendlich   kleinen  Bogen  eines  Kreises,   und  ist  M  der  Mittelpunct 
des  letzteren  und  N  der  Durchschnitt  der  Tangenten,   so  halbirt  die 
Gerade  NM  den   Winkel  CND, 
ist    folglich    die    Richtung   jener  JSf 

Resultante,  und  die  Intensität  der- 
selben ist 

sin  CND 


T. 


sin  CNM 


=  TsmAMB 


wenn  wiederum  ds  die  Länge  des 
Elementes  AB^  und  r  seinen 
Krümmungshalbmesser  MA  be- 
zeichnet.    Eben  so  gross,  nur  von 

entgegengesetzter   Richtung,    ist   also    auch  die  Resultante   der   auf 
das  Element  ausgeübten  Pressungen. 

J)  Der  Coefficient  von  ds  in  dem  Ausdrucke  fiir  die  Pressung 
dieses  Elementes  ist  nichts  anderes,  als  die  Gesammtpressung 
einer  der  Längeneinheit  gleichen  Linie,  wenn  je  zwei  gleiche  Theile 
derselben  nach  parallelen  Richtungen  gleich  grosse  Pressungen,  und 
zwar  jedes  dem  Fadenelemente  ds  gleiche  Linienelement  dieselbe 
Pressung,  wie  das  Fadenelement,  erfahren.  Dieser  Coefficient,  den 
wir  die  Pressung  für  einen  dem  Elemente  ds  zugehörigen  Punct 
des  Fadens  nennen  können,  ist  von  einem  Puncte  des  Fadens  zum 
anderen  veränderlich,  und  das  Product  aus  derselben  in  ein  den 
Punct  mit  begreifendes  Fadenelement  gibt  die  Pressung  dieses  letz- 
teren, —  ebenso,  wie  man  bei  einem  ungleichförmig  dichten  Kör- 
per durch  Multiplication  der  Dichtigkeit  an  einer  gewissen  Stelle  in 
ein  daselbst  befindliches  Raumelement  die  Masse  dieses  Elementes^ 
oder  bei  einem  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit  sich  bewegenden 
Puncte  durch  Multiplication  der  in  einem  gewissen  Zeitpuncte  statt- 
findenden Geschwindigkeit  in  ein  diesen  Zeitpunct  mit  enthaltendes 
Zeitelement  das  während  dessen  beschriebene  Raumelement  erhält. 

c)  Da  die  Spannung  des  Fadens  überall  von  gleicher  Grösse  isty 
so  verhalten  sich  die  Pressungen  für  verschiedene  Puncte  des  Fadens 
umgekehrt^  tvie  die  Krümmungshalbmesser ,  also  direct  tcie  die  Krüm^ 
mungen  selbst,  so  dass,  wenn  der  Faden  sich  geradlinig  fortzieht,  er 
eine  Pressung  weder  erleidet  noch  ausübt, 

d)  Ist  die  Krümmung  des  Fadens  überall  gleich  gross,  so  ist 
auch  seine  Pressung  von  einer  Stelle  zur  anderen  dieselbe.  Dies 
ereignet  sich  z.  B.  bei  einem  Faden,  welcher  über  eine  Kugel,  oder 
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ober  einen  geraden  Cylinder  mit  kieisfonniger  Bau  gespannt 
Denn  im  efHeien  Falle  ist  die  Corre  ein  groaster  Kreis  der  KogeL 
im  letzteren  im  Allgemeinen  eine  cylindrische  Spirale  'Schranben- 
linie .  Da.  wie  sich  leicht  zeigen  laast.  der  KTiiinwiiiTigcKalKw»^*^«^T 
einer  solchen  Spirale  gefunden  wird,  wenn  man  den  Hilbmcw er  des 
Cvlinders  dorch  das  Quadrat  des  Sinus  des  Winkels  diridirt,  den 
die  Elemente  der  Spirale  mit  der  Axe  des  Cvlinders  machen,  so  ist 
bei  gleicher  Spannung  die  Pressung  des  spiralform^en  Fadens  diesem 
Quadrate  proportional  mithin  desto  starker,  je  mehr  sich  der  Winkel 
der  Spirale  mit  der  Axe  einem  rechten  nähert:  am  stärksten,  wenn 
dieser  Winkel  ein  rechter  ist.  und  damit  die  Spirale  in  einen  auf 
der  Axe  normalen  Kreis  übergeht;  am  schwächsten  dagegen,  oder 
▼ielmehr  NuU,  wenn  der  Faden  parallel  mit  der  Atp  und  daher 
geradlinig  ist 

f  Die  zwei  Kräfte  am  Anfange  und  Ende  des  Fadens  müssen 
dergestalt  gerichtet  sein,  dass  sie  den  Faden  spannen,  d.  h.  die  Ele- 
mente desselben  Ton  einander  zu  trennen,  nicht  sie  gegen  einander 
zu  dr&cken  streben,  indem  sonst  wegen  der  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichtes jedes  Elementes  das  Gleichgewicht  des  Cranzen  keinen 
Bestand  haben  könnte.  Da  femer  in  der  Wirklichkeit  der  Faden 
über  die  Fläche  nur  gelegt,  nicht  unzertrennlich  .mit  ihr  Terbunden 
ist,  so  muss  die  Pressung,  welche  Faden  und  Fläche  auf  einander 
ausüben,  ein  gegenseitiger  Druck  sein,  und  der  Faden  muss  daher 
der  Fläche  seine  hohle  Seite  zukehren.  —  Wäre  der  Faden  gegen 
die  Fläche  erhaben  und  würde  er  Ton  den  Kräften  gespannt,  so 
würde  er  sich  von  der  Fläche  trennen,  sein  Gleichgewicht  aber  würde 
ein  sicheres  sein,  wenn  die  Trennung  auf  irgend  eine  Weise  ver- 
hindert werden  könnte.  —  Wenn  dagegen  der  gegen  die  Fläche  er- 
habene Faden  von  den  Kräften  an  beiden  Enden  gedrückt  würde, 
80  würde  er  damit  auch  gegen  die  Fläche  angedrückt,  das  Gleich- 
gewicht aber  wegen  der  Unsicherheit  nicht  bestehen  können.  — 
Wäre  endlich  der  Faden  gegen  die  Fläche  hohl,  und  drückten  ihn 
die  Kräfte  an  beiden  Enden,  so  würde  Trennung  von  der  Fläche 
und  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  zugleich  die  Folge  sein.  — 
Es  gibt  daher  hinsichtlich  der  Richtungen  der  Kräfte  und  der  Lage 
des  Fadens  gegen  die  Fläche  in  Allem  vier  denkbare  Fälle,  von  denen 
aber  der  ersterwähnte  allein  in  der  Wirklichkeit  vorkommen  kann. 

§.  275.  Sollen  zwei  auf  die  Enden  C  und  D  (vergl.  Fig.  76) 
eines  Fadens  CABD  i^irkende  Kräfte  P  und  Q  sich  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  ist  nur  der  Theil  AB  des  Fadens  über  eine 
Fläche  gelegt,   sind  aber  die  Theile  CA  und  BD  frei,  so  muss 
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nach  dem  allgemeinen  Gesetze,  dass  die  einzelnen  Theile  für  sich 
im  Gleichgewichte  sind,  der  Theil  AB  die  kürzeste  Linie  bilden, 
welche  auf  der  Fläche  von  ^  bis  J?  gezogen  weiden  kann ;  die  Theile 
CA  und  BD  aber  müssen  geradlinig  sein,  und  die  in  (7,  Z>  ange- 
brachten Kräfte  P,  Q  müssen  die  Richtungen  ACy  BD  haben.  Es 
müssen  femer  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche  bloss  ver- 
möge ihrer  Undurchdringlichkeit  auf  den  Faden  wirkt,  CAj  BD 
Tangenten  der  Curve  AB  in  A,  B  sein,  und  die  Kräfte  P,  Q  müssen 
einander  gleich  sein.  —  Denn  heisst  T  die  Spannung  des  Theiles 
AB,  und  wäre  AC  nicht  die  Fortsetzung  der  Tangente  NA  von 
ABj  so  müsste  doch,  wegen  des  Gleichgewichtes  der  nach  AC  und 
AN  gerichteten  Spannungen  P  und  T  am  Endpuncte  A  von  AB^ 
die  Richtung  AC  mit  der  Tangente' -4 iV  und  der  Normale  AM  der 
Fläche  in  einer  Ebene  liegen,  und  es  müsste,  wenn  man  die  Span- 
nung P  in  ^  nach  tangentialer  und  normaler  Richtung  zerlegte,  die 
tangentiale  Kraft  der  Spannung  T  gleich  und  entgegengesetzt  sein 
{§.  272).  'Weil  aber  die  Richtung  AC  nicht  in  das  Innere  des  von 
der  Fläche  begrenzten  Körpers  gehen  kann,  so  würde  auch  die  nor- 
male Kraft  nach  aussen  zu  gerichtet  sein,  folglich  den  Punct  A  vom 
Körper  abwärts  treiben  und  damit  das  Gleichgewicht  aufheben.  Die 
normale  Kraft  muss  folglich  Null,  und  daher  die  Spannung  P  der 
Spannung  T  in  ^  gleich  und  entgegengesetzt  sein.  AehnUches  wird 
Tücksichtlich  der  Spannungen  T  und  Q  des  Punctes  B  bewiesen. 
Mithin  sind  CA  und  BD  die  Tangenten  an  ^^  in  ^  und  B,  und 
P=  T=Q. 

§.  276.  Wir  haben  bisher  die  Fläche,  über  welche  ein  Faden 
gespannt  ist,  als  unbeweglich  betrachtet.  Ist  sie  dieses  nicht, 
sondern  entweder  zum  Theil,  oder  vollkommen  frei  beweglich, 
so  muss  man  noch  das  Gleichgewicht  berücksichtigen,  welches  am 
Körper,  dem  die  Fläche  zur  Grenze  dient,  die  vom  Faden  auf  ihn 
ausgeübte  Pressung  mit  den  übrigen  auf  ihn  wirkenden  Kräften  hält. 
Da  aber  am  Faden  die  Pressung,  welche  er  von  der  Fläche  er- 
leidet, mit  den  Spannungen  der  zwei  Puncte  des  Fadens  im  Gleich- 
gewichte ist,  in  denen  er  nach  tangentialer  Richtung  von  der  Fläche 
abgeht,  so  kann  man  statt  der  Pressung  des  Fadens  gegen  die  Fläche 
auch  diese  zwei  Spannungen,  d.  h.  zwei  einander  und  der  Spannung 
gleiche  Kjräfte,  setzen,  welche  in  den  besagten  zwei  Puncten  nach 
den  geradlinig  fortgehenden  Richtungen  des  Fadens  wirken.  Auch 
erhellt  dieses  sogleich  daraus,  dass  man,  unbeschadet  des  Gleichge- 
wichtes des  Ganzen,  den  auf  der  Fläche  liegenden  Theil  des  Fadens 
sich  mit  der  Fläche  fest  vereinigen  lassen  kann.     Denn  alsdann  ist 
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§.  278. 


I^rry 


B 


von  Pressungen  nicht  mehr  die  Rede,  sondern  es  kommen  nur  die 
zwei  erwähnten  Spannungen  in  Betracht.  Zu  mehrerer  Erläuterung 
mag  folgende  Aufgabe  dienen. 

§.  277.   Aufgabe.   Ein  in  sich  zurücklaufender  Faden  ABCDEF 
(vergl.   Flg.  77)  ist  um  drei  frei  betcegliche   Kärper  /,  m,    n  gelegt. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwi- 
schen drei  auf  diese  Körper  wirkenden 
Eräften  P,  Q,  R  zu  finden. 

Auflösung.  Seien  J9C,  DE,  FÄ 
die  freien  und  daher  geradlinigen  Thefle 
des  Fadens,  welche  zwischen  den  Kör- 
pern /  und  17?,  m  und  n,  n  und  /  liegen 
und  sie  resp.  berühren;  T  die  constante 
Spannung  des  Fadens;  p^  q,  r  die  Sich- 
tungen der  Kräfte  P,  Q,  E.  Hiemach 
sind  am  Körper  l  zwei  Kräfte,  jede  gleich 
T,  nach  den  Richtungen  AF,  BC  wir- 
kend, im  Gleichgewichte  mit  der  nach 
p  gerichteten  Kraft  P;  mithin  müssen 
die  drei  Geraden  AF^  ^^j  P  ^  einer  Ebene  liegen  und  sich  in 
einem  Puncte  schneiden,  und  der  von  den  zwei  ersteren  gebildete 
Winkel  muss  von  der  dritten  halbirt  werden.  Gleiches  findet  statt 
in  Bezug  auf  die  zwei  übrigen  Körper  m  und  n,  Sämmtliche  drei 
geradlinige  Theile  des  Fadens  müssen  daher  in  einer  Ebene  liegen, 
also  ein  Dreieck  6r^/ bilden,  und  die  Richtungen  der  Kräfte  müssen 
durch  die  Ecken  dieses  Dreiecks  gehen  und  die  Winkel  daselbst 
halbiren.  Die  Verhältnisse  aber,  in  welchen  die  Kräfte  zu  der  Span- 
nung des  Fadens  und  zu  einander  stehen  müssen,  sind: 

P:T=üuG:  sin  \G  =  2co%\G:\   , 

Q:r=2cos^Ä:l   ,         7?  :  r=  2  cos  ^7:  1   . 

Damit  übrigens  der  Faden  durch  die  Kräfte  wirklich  gespannt 
werde,  müssen  sie  von  dem  Inneren  des  Dreiecks  GIII  nach  aussen 
gerichtet  sein. 


ja. 

Fig.  77. 


§.  278.  Zusätze,  a)  Da  das  Gleichgewicht  noch  fortbesteht, 
wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Theile  des  Systems  unveränderlich 
angenommen  wird,  so  müssen  sich  />,  q,  r  in  einem  Puncte  schneiden, 
welches  zu  dem  bekannten  Satze  der  Elementargeometrie  fuhrt,  dass 
die  drei  Geraden,  welche  die  Winkel  eines  Dreiecks  halbiren,  in 
einem  Puncte  zusammentreffen. 
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b)  Untersuchen  wir  ähnlicher  Weise  das  Gleichgewicht  zwischen 
vier  Kräften,  welche  auf  vier  frei  bewegliche  mit  einem  Faden  um- 
schlungene Körper  wirken,  so  müssen  von  den  vier  freien  und  daher 
geradlinigen  Theilen  des  Fadens  je  zwei  auf  einander  folgende  in 
einer  Ebene  liegen,  und  der  von  ihnen  gebildete  Winkel  muss  von 
der  Richtung  der  Kraft,  welche  auf  den  dazwischen  begriffenen  Kör- 
per wirkt,  halbirt  werden.  Da  hiemach  diese  vier  Theile  des  Fadens, 
in  ihrer  Aufeinanderfolge  und  genugsam  verlängert,  ein  im  Allge- 
meinen nicht  in  einer  Ebene  enthaltenes  Viereck  bilden,  dessen 
Winkel  von  den  Richtungen  der  Kräfte  halbirt  werden,  und  da  vier 
Kräfte,  die  sich  an  einem  freien  Körper  das  Gleichgewicht  halten, 
falls  sie  nicht  in  einer  Ebene  sind,  eine  hyperboloidische  Lage  haben 
(§.  99,  a),  so  gewinnen  wir  folgenden  Satz: 

Die  vier  Geraden,  welche  die  JVifikel  eines  nicht  in  einer  Ebene 
enthaltenen  Vierecks  halbiren,  haben  eine  solche  Lage  gegen  einander^ 
dass  Jede  Gerade ^  welche  dreien  derselben  begegnet,  auch  die  vierte 
trifft, 

§.  279.  Das  Gleichgewicht  eines  über  eine  Fläche  gespannten 
Fadens  wird  nicht  unterbrochen,  wenn  man  die  Fläche  weg- 
nimmt und  statt  der  Pressungen,  welche  sie  auf  den  Faden  aus- 
übte, Kräfte  nach  denselben  Richtungen  und  von  denselben  Inten- 
sitäten auf  ihn  wirken  lässt,  Kräfte  also,  deren  Richtungen  überall 
normal  auf  dem  Faden  sind,  in  seiner  Krümmungsebene  liegen  und 
von  seiner  hohlen  Seite  nach  der  erhabenen  zu  gehen,  deren  Inten- 
sität aber  für  jeden  einzelnen  Punct  des  Fadens  als  verschwindend 
zu  betrachten  ist,  indem  die  Resultante  aller  der  auf  einen  unend- 
lich kleinen  Theil  ds  des  Fadens  wirkenden  Kräfte  ebenfalls  unend- 
lich klein,  gleich  Pds  ist,  wo  P  die  Spannung,  dividirt  durch  den 
Krümmungshalbmesser,  bedeutet  (§.  273). 

Soll  umgekehrt  ein  frei  beweglicher  Faden  im  Gleichgewichte 
sein,  wenn  dessen  Anfangs-  und  Endpunct  unbeweglich  sind,  und 
wenn  normal  auf  jedes  seiner  Elemente  ds  eine  Kraft  Pds  wirkt, 
wo  P  eine  von  einem  Puncte  des  Fadens  zum  anderen  nach  einem 
noch  zu  bestimmenden  Gesetze  veränderliche  Grösse  ist,  so  muss  die 
Richtung  der  Kraft  in  der  Krümmungsebene  des  Elementes  liegen, 
und  P  dem  Krümmungslialbmesser  umgekehrt  proportional  sein. 
Denn  am  Elemente  ds  oder  AB  (vergl.  Fig.  76  auf  p.  401)  halten  sich  die 
Kraft  Pds  und  die  zwei  Spannungen  an  den  Endpuncten  A  und  B 
des  Elementes  das  Gleichgewicht.  Die  Kraft  Pds  muss  daher 
mit  den  an  die  Fadencurve  in  A  und  B  gelegten  Tangenten  AC 
und  BD,  als  den  Richtungen  der  Spannungen,  in  einer  Ebene,  also 
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in  der  Krümmungsebene  des  Elementes,  liegen.  Sie  muss  femer 
durch  den  Durchschnitt  iV  dieser  Tangenten,  und  weil  sie  zugleich 
auf  dem  Elemente  normal  sein  soll,  durch  den  Mittelpunct  3f  seiner 
Krümmung  gehen.  Da  hiemach  die  Richtung  Ton  Pds  den  Winkel 
CND  halbirt,  so  sind  die  Spannungen  in  A  und  B,  und  ebenso  in 
je  zwei  anderen  unendlicli  nahe  auf  einander  folgenden  Puncten 
gleich  gross,  also  die  Spannung  in  allen  Puncten  des  Fadens  Ton 
constanter  Grösse.  Diese  Spannung  aber  verhält  sich  zur  Kraft  Pd$ 
wie  em  ANM  zu  Aß.  AMB  (§.  274,  a),  d.  i.  wie  AM  oder  der 
Krümmungshalbmesser  zu  AB  =  ds,  woraus  das  üebrige  von  selbst 
folgt. 


§.  280.  Die  so  eben  angestellte  Betrachtung  über  das  Gleich- 
gewicht eines  Fadens,  auf  welchen  überall  normale  Kräfte  wirken, 
wollen  wir  jetzt  verallgemeinern. 

Wir  wollen  die  Bedingungen  des  Gleichgemchtes  zu  bestimmen 
Stichen^  wenn  auf  Jedes  Element  ds  eines  vollkommen  biegsamen  und 
bis  auf  seine  zwei  befestigten  Endpuncte  frei  bewegliehen  Fadens  eine 
der  Länge  des  Elementes  proportionale^  übrigens  aber  ihrer  Intensität 
und  Richtung  nach  beliebig  gegebene  Kraft  Pds  wirkt. 

Sei  demnach  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
die  Kraft  P  aus  den  drei  mit  den  Coordinatenaxen  parallelen  Kräften 
X,  y,  Z  zusammengesetzt,  und  diese  Kräfte  irgend  welche  Func- 
tionen der  Coordinaten  x,  y,  z,  welche  einem  Puncto  des  Elementes 
ds  zugehören.  Den  Faden  wollen  wir  uns,  wie  im  Obigen,  aus 
einander  sich  berührenden,  einander  gleichen  Kugeln  gebildet  vor- 
stellen, deren  jede  einen  Durchmesser  gleich  ds  hat.  Sei  m  (vergl. 
Fig.  78)  eine  dieser  Kugeln,  welche  die  vorhergehende  m,  in  A  und 

die  folgende  m'  in  A'  berühre.     Die  Mittelpuncte 
von  m,^  my  m\  seien  C>,   (7,   (?',  so  ist 

AA'  =  0,0  =  00'  =  ds  , 

und    wenn  x^  y,  z  die  Coordinaten   von   O  be- 
zeichnen,   so  sind  X  -f-  dx^  J/  +  dy,  2  -f-  rfz  die 
Coordinaten    von    C     Die    auf   den    Fadentheil 
AA'  =  dsj   also  bei  der   gegenwärtigen  Vorstel- 
lung,   auf  die    Kugel    m,    wirkende   Kraft  Pds 
haben    wir    uns    am  Mittelpuncte    0  der  Kugel 
angebracht  zu  denken.     Sie  muss  im  Gleichgewichte   sein  mit  den 
Spannungen,  welche  die  Kugel  m  von   den  anliegenden   m,   und  m' 
in  A  und  A'   erleidet.     Man  setze  deshalb  die  von  m  auf  m,  in  A 
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nach  der  Bichtung  Cß  ausgeübte  Spannung  gleich  T,  und  die  von 
m'  auf  m  in  ^'  nach  der  Richtung  CC*  ausgeübte  gleich  T\  Diese 
Spannungen  werden  bei  der  Allgemeinheit  der  jetzigen  Untersuchung 
nicht  mehr,  wie  im  Vorigen,  einander  gleich,  sondern  als  Functionen 
der  Coordinaten  von  A  und  A  anzusehen  sein,  sodass,  weil  AA=ids 
ist,  T'  ebenso  von  x  +  rfar,  y  +  dy,  z  +  dz^  wie  T  von  x^  y,  Zy 
abhängt,  und  daher  T'  =^  T  +  dT  \si.  Die  Spannung  T,  nach  den 
Coordinatenaxen  zerlegt,  gebe  die  Kräfte  27,  K,  W\  sie  sind,  weil 
T  die  Richtung  des  Elementes  C,C  hat: 

(^)  ^=^S'    ^=^S'    ^^=^5' 

sind  also  gleichfalls  Functionen  von  x,  j/f  z.  Die  Spannung  T\  nach 
denselben  Axen  zerlegt,  wird  daher  die  Kräfte  U  +  dU,  V  +  dV, 
W+dW  geben. 

Die  an  der  Kugel  m  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte 
sind  demnach:  erstens  die  Kraft  Pds  oder  (Xds,  Yd 8^  Zds)]  zwei- 
tens die  von  m'  ausgeübte,  nach  CC  gerichtete  Spannung  T'  oder 
(ü  +  dUj  V  +  dV,  W  +  dW),  und  drittens  die  von  m,  nach  der 
Richtung  CC,  ausgeübte  und  durch  ( —  U,  —  F",  —  W)  auszu- 
drückende Spannung,  da  sie  der  Spannung  T  oder  (TJ,  Vy  W)  gleich 
und  entgegengesetzt  ist.  Sämmtliche  drei  Kräfte  schneiden  sich, 
wie  gehörig,  in  einem  Puncte  C,  und  wir  haben  somit  nach  §.  67, 
Zus.  die  drei  Bedingungungsgleichungen : 

^    .  Xrf«4- Z7-f-rfCr—  Z7=0,  ...  , 

d.  1. 

(2)     Xd8  +  dU=0  ,        Yd8  +  dV=0  ,        Zd8  +  dTV=0  , 

dz] 


^^'  +  ^(^T^-^- 


Aus  den  Gleichungen  (2)  und  den  vorigen  (1)  sind  nun,  wie  bei 
jedem  anderen  Problem  der  Statik,  welches  ein  System  mit  einander 
verbundener  Körper  betrifil,  noch  die  Spannungen  zu  eliminiren; 
dies  aber  kann  hier  nur  durch  Infinitesimalrechnung  geschehen.  In 
der  That  folgt  aus  (2)  durch  Integration: 

(3)    /Xd8  +  U=  0  ,       fYd8  -h  r=  0  ,       fZds  +  W=  0  , 

wo  die  noch  hinzuzufügenden  Constanten  unter  dem  Zeichen  f  mit 
begriffen  sind.  Hieraus  aber  fliessen  in  Verbindung  mit  (1)  die  zwei 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

.  .  dx     dy     dz 

'  ^  JXds  ~  yYdi  ~  ~jrZd8  ' 
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§.  281.  Zusätze,  a)  Die  gemachte  Voraussetzung,  dass  die 
Elemente  ds  Ton  gleicher  Länge  seien,  braucht  bei  den  erhaltenen 
Gleichungen  nicht  mehr  beachtet  zu  werden,  da  in  ihnen  nur  Diffe- 
rentiale der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Es  kann  daher,  statt  ds, 
auch  von  einer  der  übrigen  veränderlichen  Grössen  das  erste  Dif- 
ferential constant  gesetzt  werden,  so  dass  je  zwei  nächstfolgende  ds 
um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  von  einander  ver- 
schieden sind.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  die  zu  Anfange  des 
§.  2S0  gemachten  Schlüsse  an  Richtigkeit  nicht  verlieren,  wenn  man 
die  Durchmesser  je  zweier  an  einander  liegenden  Kügelchen  um  die 
zweite  Ordnung  von  einander  verschieden  sein  lässt. 

b)  Den  Gleichungen  [4)  kann  man  nach  Wegschaffung  der 
Bruchform,  und  wenn  man  von  Neuem  integrirt,  auch  die  Gestalt 
der  drei  Integralgleichungen  geben: 

Ifdzf  Yds  —fdyfZds  =  0  , 
fdxfZds  —fdzfXds  =  0  , 
fdyfXda  —fdxf  Yds  =  0  , 

von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  und  wo  die  neu 
hinzuzufügenden  Constanten  unter  den  neuen  Lutegrationszeichen 
mit  begriffen  sind. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  noch  unter  einer  besonderen  Be- 
deutung auffassen.  Man  kann  nämlich,  mit  Anwendung  der  be- 
kannten Reductionsformel  y  wrf»  =  t/i? — fvdu,  statt  der  dritten 
Gleichung  z.  B.,  —  die,  wenn  die  Kräfte,  und  mithin  auch  die 
Fadencurvc,  in  .einer  einzigen  Ebene  (der  x,  y]  enthalten  sind,  die 
alleinige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist,  —  auch  schreiben: 

(a)      y/Xds—/yXd8  —  x/Yds+fxYds  =  0  . 

Hierin  gehören  die  Coordinaten  x,  y,  welche  ausserhalb  des 
Zeichensystehen,  dem  Puncte  der  Fadencurve  au,  bis  zu  welchem 
man  integrirt,  während  die  unter  dem  Zeichen  befindlichen  j-,  y 
sich  auf  alle  vom  Anfangspuncte  bis  dahin  liegenden  Zwischenpuncte 
der  Curve  beziehen.  Bezeichnet  man  daher  crstere  Coordinaten,  um 
sie  von  den  letzteren  zu  unterscheiden,  durch  x\  y\  so  kann  man 
für  (rt)  auch  setzen: 

f{[x  —  x')  Yds  —  {y  —  y)  X  ds]  =  0  . 

Da  nun  Xj  y  die  Coordinaten  des  Elementes  ds  sind,  und  daher 
das  in  Klammem  Eingeschlossene  nichts  anderes,  als  das  Moment 
der  auf  ds  wirkenden  Kraft  (Xds^  Yds)  in  Bezug  auf  den  Punct 
{x',  y')  ist,  so  drückt  die  Gleichung  unter  dieser  Form  aus,  dass  das 
Moment  aller  auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  bis  zum 
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Puncte  [x\  y')  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  letzteren 
Punct  Null  ist. 

Ist  die  Curve  nicht  in  einer  Ebene,  oder  doch  nicht  in  der 
Ebene  der  x,  y,  begriffen,  so  zeigt  dieselbe  Gleichung  an,  dass  das 
Moment  der  Kräfte,  welche  auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  bis 
zum  Puncte  [x\  y\  /),  bis  zu  welchen  man  die  Integration  erstreckt, 
wirken,  in  Bezug  auf  eine  durch  den  letzteren  Punct  parallel  mit 
der  Axe  der  z  gelegte  Axe  Null  ist.  Analoge  Bedeutung  haben  die 
zwei  ersten  Gleichungen  in  (4*)  rücksichtlich  der  Axen  der  x  und 
der  y. 

Der  unmittelbare  Grund  dieses  Ergebnisses  liegt  offenbar  darin, 
dass,  wenn  der  Faden  im  Gleichgewichte  ist,  an  jedem  Theile  des- 
selben die  auf  die  Elemente  des  Theils  unrkenden  Kräfte  und  die 
Spannungen  am  Anfange  und  Ende  des  Theils  ebenso,  wie  an  einem 
frei  beweglichen  festen  Körper,  im  Gleichgewichte  mit  einander  sein 
müssen. 

Zugleich  folgt  hieraus,  dass  man  zu  den  drei  Integralen /Xrf^, 
f  Yds,  f  Zds  die  nach  den  drei  Coordinatenaxen  zerlegte  Spannung 
in  dem  Puncte,  von  welchem  man  die  Integrale  anfangen  lässt,  als 
Constanten  hinzuzufügen  hat. 

c)  Umgekehrt  kann  man  mit  Hülfe  des  Princips,  dass  bei  jedem 
vom  Anfange  des  Fadens  an  gerechneten  Theile  desselben  die  Kräfte 
an  den  Elementen  mit  den  Spannungen  am  Anfange  und  Ende  des 
Theils  das  Gleichgewicht  halten,  ganz  leicht  die  Bedingungsglei- 
chungen (4*)  herleiten.  Denn,  um  dieses  nur  für  den  Fall  zu  zeigen, 
wenn  die  Kräfte  in  einer  und  derselben  Ebene  wirken,  so  wird  das 
gedachte  Gleichgewicht  nach  §.  38  durch  die  drei  Gleichungen 
bedingt : 

/xrfÄ+  cr=o  ,     fYds+  r=o  , 

fxYds-{'xV—fyXds  —  yU=(^  , 

wo  [U,  V)  die  Spannung  am  unbestimmten  Ende  (x,  y)  des  Theils 
ist,  die  Spannung  am  bestimmten  Anfange  aber  unter  dem  Zeichen  f 
mit  begriffen  ist.  Werden  nun  hieraus  U  und  V  eliminirt,  so  kommt 
nach  gehöriger  Reduction  die  bereits  erhaltene  Gleichung: 

fdyfXds  —  /dxfYds  =  0  . 

Dass  die  Spannung  (U,  V)  im  Puncte  [x,  y)  in  tangentialer 
Richtung  wirkt,  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  diesen  Gleichungen. 
Denn  es  verhält  sich  nach  ihnen: 

dx :  dy  =  f  Xdx  :f  Yds  =  U:  V  . 

d)  Jedes  der  drei  Integrale  fXds^  f  Yds,  fZds  enthält  eine 
willkürliche  Constante.     Die  Gleichung  für  die  Fadencurve  in  einer 
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Ebene  enthält  daher  drei  willkürliche  Constanten,  und  die  xwei 
Ton  einander  unabhängigen  Gleichungen  für  die  Curre  im  Saume 
begreifen  fünf  Constanten  in  sich. 

Jene  drei  Constanten  bei  einer  Curve  in  einer  Ebene,  so  wie 
diese  fünf  bei  einer  Curve  im  Kaume,  lassen  sich  unter  anderen 
dadurch  bestimmen,  dass  man  zwei  Puncte,  durch  welche  die  Curve 
gehen  soll,  und  die  Länge  des  dazwischen  begriffenen  Stuckes  der 
Curve  gegeben  sein  lässt.  Denn  soll  eine  Curve  einen  gegebenen 
Punct  enthalten,  so  müssen,  je  nachdem  die  Curve  eben  ist,  oder  nicht, 
zwischen  den  Coordinaten  des  Punctes  und  den  Constanten  in  der 
einen  oder  den  zwei  Gleichungen  der  Curve  eine  oder  zwei  Be- 
dingungsgleichungen erfüllt  sein;  und  die  Forderung,  dass  der 
zwischen  zwei  gegebenen  Puncten  der  Curve  enthaltene  Theil  der- 
selben von  gegebener  Länge  sei,  führt,  die  Curve  mag  eben  sein, 
oder  nicht,  zu  einer  einzigen  Gleichung  zwischen  der  gegebenen 
Länge  und  den  Constanten  der  Curve.  Man  hat  daher  in  jedem 
der  beiden  Fälle  eben  so  viel  Gleichungen,  als  zu  bestimmende 
Constanten. 

§.  282.  Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  am  Faden 
wurden  in  §.  2S0  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  durch  Elimination 
der  Spannung  hergeleitet.  Diese  Elimination  kann  aber  nicht  allein, 
wie  dort  geschah,  durch  Litegration,  sondern  auch  durch  Differen- 
tiation bewerkstelligt  werden.  Setzt  man  zu  diesem  Ende  die  Differen- 
tialquotienten 

*^^  d8-^^      ds-"^^      ds-^' 

WO  daher 

lu.  fr  +  ^'  +  ?'  =  0, 

^^  \^d^+ridfjJt^d',  =  ^  , 

so  folgt  aus  (1)  durch  Differentiation:  dU=  Td^-^-^dT ^  etc.,  und 
wenn  man  diese  Werthe  von  dU^  dV,  dJV  in  (2)  substituirt: 

iXds+Td^+^dT=0  , 
(2*)  J  Yds  +  Tdrj  +  rjdT=0  , 

\zds+Tdt  +  i;dT=0  . 

Um  nun  zuerst  aus  diesen  Gleichungen  T  und  dT  mit  einem 
Male  zu  climinircn,  multipUciie  man  sie  resp.  mit  den  Coefficienten 
/,  m,  riy  addiie  sie  und  bestimme  die  Coefficienten  so,  dass 

^  ^  \ld^  +  mdr]  +  ndi;  =  0  , 

so  ist  auch 

(b)  lX  +  mY+nZ=0  . 
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Aus  (a)  aber  folgt 

mithin 

(7)     X{ridZ-^dri)+Y{^d§-SdQ  +  Z{^dri-fid§)=^0  , 

eine  von  der  Spannung  freie  Gleichung,  welche  zu  erkennen  gibt, 
dass  die  Richtung  der  Kraft  (X,  F,  Z)  oder  P  in  der  Krümmungs- 
ebene  der  Fadencurve  liegen  muss.  Denn  nehmen  wir  den  Punct 
(x,  y,  z)  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten,  so  geht  diese  Ebene 
durch  die  drei  auf  einander  folgenden  Puncte  der  Curve:  (0,  0,  0), 
(dXj  dy,  dz)  oiei  (^ds,  i^ds,  ^ds)  und  {2dx  +  d^Xj  2rfy  +  d*y, 
2dz  +  d*z)  oder  (2§d8  +  d§ds  +  ^d^Sy  ...).  Setzen  wir  daher  die 
Gleichung  der  durch  den  jetzigen  Anfangspunct  gehenden  Krüm- 
mungsebene: 

lu  +  mv  +  nw  =  0  , 

wo  u,  Vy  w  die  Coordinaten  bezeichnen,  so  muss  sein: 

l^ds  +  mrjds  +  n^ds  =  0  , 

l[S{2ds  +  dU)  +  d^ds]  +  ...  =  0  ; 

und  diese  zwei  Gleichungen  lassen  sich,  wie  man  augenblicklich  wahr- 
nimmt, auf  die  Gleichungen  (a)  reduciren.  Der  Gleichung  [b)  zufolge 
ist  aber  auch  die  Richtung  von  (X,  F,  Z)  in  dieser  Ebene  begriffen. 

Der  statische  Grund,  aus  welchem  die  Kraft  P  in  der  Kriim- 
mungsebene  enthalten  sein  muss,  liegt  begreiflich  darin,  dass  die 
Krümmungsebene  des  Elementes  ds  durch  die  zwei  an  den  Anfangs- 
and Endpunct  des  Elementes  gelegten  Tangenten  bestimmt  wird, 
und  dass  mit  den  zwei  nach  diesen  Tangenten  wirkenden  Spannun- 
gen des  Elementes  die  Kraft  Pds  das  Gleichgewicht  hält. 

Ausser  der  Gleichung  (7)  kann  man  aus  (2'*^]  noch  eine  von 
T  und  dT  freie  Gleichung  erhalten,  indem  man  daraus  T  und  dT 
einzeln  bestimmt  und  alsdann  den  Werth  von  dT  dem  Differentiale 
des  Werthes  von  T  gleich  setzt.  Die  auf  diese  Weise  sich  ergebende 
Gleichung  enthält  daher  noch  die  Differentiale  von  X,  Y^  Z\  sie 
vertritt  in  Verbindung  mit  (7)  die  Stelle  der  zwei  Integralglei- 
chungen (4). 

§.  283.  Zusätze,  a)  Um  die  Werthe  von  T  und  dT  aus  den 
drei  Gleichungen  (2*)  zu  finden,  hat  man  jedesmal  nur  zwei  der 
letzteren  zu  berücksichtigen  nöthig.  Sollen  aber  diese  Werthe  zu- 
gleich eine  symmetrische  Form  haben,  so  kann  man  folgendergestalt 
verfahren.  Man  multiplicire  die  Gleichungen  (2*)  resp.  mit  ?,  i?,  C 
und  addire  sie,  so  kommt  mit  Anwendung  von  (5)  und  (6): 

(8)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +dT=0  . 
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Ebenso  findet  sich  durch  Addition  derselben  Gleichungen,  nach* 
dem  man  sie  zuvor  mit  d^^  drjj  dC  multiplicirt  hat: 

(Xrfg+  Ydri  +  Zd^)d8+T[d?  +  dri*  +  d^)  =  0  , 

oder  wenn  r  den  Krümmungshalbmesser  bezeichnet: 

ds 
(9)  XdS-i-Ydri  +  Zd^+T^  =  0  ; 

denn  bekanntlich  ist 

ds 

b)  Berechnet  man   aus    (2*)  noch  die  Quadrate  von   X,    Y,   Z 
und  addirt  sie,  so  kommt: 

(X*  +  5^  +  Z«)  ds*  =  T»  (d^*  +  drj*  +  dl:*)  +  dT*  , 

oder   einfacher,    weil    X*  +  Y*  +  Z*  =  P*,    und    mit    Einführung 
von  r: 

^     ^  r*    ^   ds* 

c)  Weil  X,  Yy  Z  gleich  P  resp.  multiplicirt  in  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Richtung  von  P  mit  den  Coordinatenaxen  macht, 
und  weil  dx,  dy,  dz  gleich  ds  resp.  multiplicirt  in  die  Cosinus  der 
Winkel  von  ds  mit  denselben  Axen,  so  ist,  wenn  qp  den  Winkel  von 
P  mit  ds  bezeichnet:  Xdx  -{-  Ydy  -{-  Zdz  =  P  cos  qp  ds.  Hiermit 
reducirt  sich  die  Gleichung  (8)  auf 

(11)  Pcos  cp  ds  +  dT=0  , 

und  wenn  wir  den  hieraus  fliessenden  Werth  von   dT  in  (10)  sub- 
stituircn  und  die  Wurzel  ausziehen: 

(12)  Psinr/)  =  -^   . 

d)  Aus  (11)  und  (12)  folgt  nach  Wegschaffung  von  T: 


*)  Diese  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  dürfte  sich  am  Einfachsten 
also  beweisen  lassen.  —  Seien  ds  und  da'  zwei  nächstfolgende,  und  daher  ihrer 
Länge  nach  höchstens  um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  verschiedene 
Curvenelemente.  Man  denke  sich  dieselben  als  geradlinig  und  nenne  cd  den  un- 
endlich kleinen  Winkel,  den  ds'  mit   der  Verlängerung  von  ds  macht,  so  ist,  wie 

man  weiss,  r=  — •     Man  beschreibe  hierauf  um  den  Anfangspunct  der  Coordi- 

naten,  als  Mittelpunct,  mit  einem  Halbmesser  =  1,  eine  Kugel  und  lege  durch 
ihren  Mittelpunct  mit  ds  und  ds'  zwei  Parallelen,  welche  die  Kugelfläche  in  S 
und  S'  treffen,  so  ist  SS'  =  w.  Da  nun. nach  Gleichung  (5)  des  §.  282  |.  i;,  C 
die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  das  Element  ds  mit  den  Coordinatenaxen 
bildet,  so  sind  |,  t?,  C  zugleich  die  Coordinaten  von  S,  und  ebenso  |  -|-  d^,  t}  +  dr^, 

;  -^  dC  die  Coordinaten  von  S' ,  folglich  w  =  5-S'  =  ^/ dV  +  dr^^  +  d;^, 
woraus  obenstehender  Ausdruck  für  r  hervorgeht. 
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(13)  Pr  sin  qp  +/P  cos  (p  ds  =  0  . 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (7),  oder  der  Satz,  dass  die 
Richtung  der  Kraft  überall  in  der  Krümmungsebene  der  Fadencurve 
liegen  musSy  enthalten  demnach  ebenfalls  sämmtliche  Bedingungen  für 
das  Oleichgewicht  des  Fadens. 

e)  Man  sieht  leicht,  wie  man  zu  den  sehr  einfachen  Gleichun- 
gen (11)  und  (12)  auch  unmittelbar  gelangen  kann.  Sind  nämlich 
CfC  und  CC  (vergl.  Fig.  78  auf  p.  406)  zwei  auf  einander  folgende  Ele- 
mente des  Fadens  und  bezeichnet  man  den  unendlich  kleinen  Winkel 
von  CfC  mit  CC  durch  w,  so  müssen  an  C  in  der  Ebene  CfCC  die  drei 
Kräfte  Pds^  T,  T',  deren  Richtungen  mit  CC*  resp.  die  Winkel 
(fy  180®  +  w,  0  machen,  im  Gleichgewichte  sein.  Dies  führt  zu  den 
zwei  Gleichungen: 

P  cos  (pds  —  T  cos  w  +  T'  =  0  , 

P  sin  (pds  —  T  sin  w  =  0  , 

welche  mit  der  Bemerkung,  dass  T  cos  ia  von  T  nur  um  ein  unend- 
lich Kleines  der  zweiten  Ordnung  verschieden  ist,  und  dass 

ds  :  sin  u)  =  ds  :  w  =  r  , 

in  (11)  und  (12)  übergehen. 

f)  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  jede  Kraft  Pds  auf  ihrem 
Elemente  normal,  also  q>  immer  gleich  90®  ist,  wird  nach  (11) 

dT=0  , 
und  nach  (12) 

P=  T.r  , 

also  T  constant,  und  P  umgekehrt  dem  r  proportional,  —  beides 
übereinstimmend  mit  den  schon  oben  (§.  279)  für  diesen  Fall  er- 
haltenen Resultaten. 

Setzen  wir  umgekehrt  e/r=  0,  so  folgt  aus  (11)  qp  =  90°,  und 
aus  (12)  P=  T:rj  d.  h.  P  ist  auf  der  Fadencurve  normal  und  im 
umgekehrten  Verhältnisse  mit  r.  Hieraus  fliesst  folgender  für  die 
analytische  Geometrie  bemerkenswerthe  Lehrsatz  T 

Sind  Xj  y,  z  die  rechttoinkligen  Coordinaten  einer  Curve  im 
Haumcy  und  X,  Y,  Z  solche  Functiotien  von  :r,  y,  z,  dass  defi  Glei- 
chungen 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0  , 

dx     dy     dz 

f  Xds  ~  fYds  ~  jTZ ds 

Genüge  geschieht ^  so  hat  eine  durch  den  Punct  (x,  y,  z)  der  Carte 
gelegte  gerade  Linie  ^  von  welcher  X,  Yj  Z  die  rechtwifikligen  Pro- 
j'ectionen  auf  die  drei  Coordinatenebenen  sind,  die  JRichtung  des  Krüm- 
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mungihalbmesserB  daselbst  und  ist  ihrer  Länge  naek  demselbem  umg^ 
kehrt  proportional,    welche    daher,    wenn    a    eine   gewisse^    nock    zu 

bestimmende  Constante  bezeichnet,  =  a :  >  X*  +  T^  +  Z*  ist, 

Ist  die  Cuire  in  einer  Ebene  enthalten^  und  Hast  man  diese  die 
Ebene  der  z,  y  sein,  so  werden  z  und  Z  Null,  und  die  TOiigen 
Gleichungen  reduciren  sich 'auf 

Xdz  +  Ydy  =  0  , 

dzfYds  =  dyfXds  . 

Man  setze  nun  X  =  —  ^  '^  ^  ^  ^"^^  wegen  der  eisteren  die- 


dz 


ser  Gleichungen  Y  =^  P  -r-  ,  mithin  P=\  X*  +  Y* ,  und  die  leti- 

tere  verwandelt  sich  in: 

dzfPdz  +  dyfPdz  =  fi  . 

Diese  einfache  Gleichung  besitzt  demnach  die  merkwürdige 
-Eigenschaft,  dass  der  durch  sie  bestimmte  Werth  Ton  P  umgekehrt 
dem  Ejümmungshalbmesser  der  ebenen  Curve  proportional  ist,  Ton 
welcher  z  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  sind*). 

§.  284.  Untersuchen  wir  noch  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes, wenn  der  in  allen  seinen  Theflen  der  Wirkung  von  Kräften 
unterworfene   Faden   nicht   mehr   frei,    wie   in   den  vorigen  §§., 


*;    Dies    l&sst    sich    auch   leicht    geradesu    darthun.      Sei    su    dem    Ende 
dy  s=  pdx,  so  wird  die  Gleichung 

-/Pdx=p/Ppdx 

und  wenn  man  differentürt: 

—  Pdx  =  dp/Ppdx  -h  Pp^dx  . 

Bringt  man  diese  Gleichung  unter  die  Form 

Ppdx  pdp 

fppdx''~'\  +p^ 

und  integrirt  dann  wiederum,  so  kommt: 

\og/Ppdx  =  log  C—  4  log  ,1  -i-p^i  , 
wo  logC  die  hinzuzufügende  Constante  ist.    Eine  abermalige  Differentiation  der 
letzteren  Gleichung,  nachdem  sie  Torher  auf  die  Form 

fPpdx=        ^ 

gebracht  worden,  gibt  endlich 

C      ...     »l  dx 

Dieser  dem  P  umgekehrt  proportionale  Ausdruck  ist  aber  bekanntlich  der 
des  Krümmungshalbmessers. 
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sondern  auf  einer  gegebenen  Fläche  beweglich  ist.  AlaHann 
wirkt  auf  jedes  Element  ds  desselben  ausser  der  Kraft  Pds  noch 
der  Druck  der  Fläche.  Dieser  Druck  ist  auf  der  Fläche  recht- 
winklig, und  kann,  da  er  der  Länge  des  Elementes  gleichfalls  pro- 
portional ist,  gleich  Sds  gesetzt  werden.  Man  kann  daher  aus  den 
obigen  für  das  Gleichgewicht  eines  freien  Fadens  gegebenen  Formeln 
sogleich  die  für  den  jetsdgen  Fall  herleiten,  indem  man  statt  Pds 
die  Kesultante  von  Pds  und  Mds  setzt. 

Ist  nun  jP  =  0  die  Gleichung  für  die  gegebene  Fläche,   so  sind 

-=—  ,  -Y~  ,  -T-  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  der 
dx      dy      dz 

Fläche,    also    die  Richtung   von  ItdSy    mit  den  Axen   der  x,   y,  z 

macht,  proportional.     Diese  partiellen  Differentialquotienten,  dividirt 

durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  ihrer  Quadrate,  sind  mithin 

die  Cosinus  selbst,  welche  wir,  als  durch  /^bestimmte  Functionen  Ton 

X,  y,  «,  resp.  gleich  «,  t?,  w  setzen  wollen.   Die  Kraft  JBrf«,  nach  den 

drei  Axen  zerlegt,  gibt  daher  die  Kräfte  RudSj  JRvdSy  Rtods  und 

die  Gleichungen  (2)  in  §.  280  werden  damit: 

Xds  +  Ituds  +  dlT^\  =  0  , 


(14) 


Yds  +  Rvds  +  d  It^\  =  0  , 
Zds  + Rtods +  dlT^\  =  0  . 


Eliminirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  P  und  T,  —  am 
Vortheilhaftesten  aber  ist  es,  diese  Elimination  in  jedem  speciellen 
Falle  besonders  zu  verrichten,  —  so  erhält  man  die  Bedingiings- 
gleichung  des  Gleichgewichtes.  Sind  X,  Y,  Z  gegebene  Functionen 
von  X,  y,  Zy  so  lässt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung fiir  die  Fläche  die  zum  Gleichgewichte  nöthige  Curve  des 
Fadens  erkennen. 

§.  285.  Zusatz.  Aus  der  Gleichung  für  die  Fläche:  F=  0, 
folgt: 

-dx+-^dy+^^dz  =  0. 

mithin    auch,    weü    «,«,«?    den    partiellen    Differentialquotienten 
von  F  nach  x,  y,  z  proportional  sind : 

udx  +  vdy  +  wdz  =  0  . 

m 

Multiplicirt  man  daher  die  Gleichungen  (14)  resp.  mit  dx,  dy^  dz 
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und  addirt  »e  hierauf,  so  kommt,  wie  in  §.  2S3.  a.  bei  einem  freien 
Faden: 

Xdx-i-  Ydy-i-Zdz  +  dT=0  - 
Wenn  folglich  nur  auf  den  Anfang  und  das  Ende  des  über  die 
Fläche  gelegten  Fadens  ihn  spannende  Kräfte  wirken,  und  daher 
X.  Y,  Z gleich  Null  sind,  so  ist  auch  dT=  0,  d.  h.  die  Spannung  üt 
ton  einem  Puncie  des  Fadens  zum  anderen  consiant.  In  diesem  Falle 
lassen  sich  die  Gleichungen    14'.  also  schreiben: 

(14*;     Ruds  =  —  Trf| .     Rtds  =  —  Tdr  ,     Rurds  =  —  Td^  , 

^o  ^7  i^f  s  <l^c  ^  §-  2^^  angegebene  Bedeutung  haben.  £s  folgt 
hieraus: 

ur,dl-^:dr^   +v(XdS—£dZ  +w[^dr  —  r^dS  =0  . 

Die  durch  den  Punct  <>,  y,  s.  gehende  Gerade,  deren  Projec- 
tionen  auf  die  Axen  der  x,  y,  z  sich  wie  tf,  c.  tr  verhalten,  d.  L  die 
Normale  der  Fläche  im  Puncte  'r,  y,  z  ,  ist  demnach  in  der  Krüm- 
mungsebene  der  Fadencurve  enthalten  §.  2S2),  oder  mit  anderen 
Worten:  In  jedem  Puncie  des  Fadens  ist  seine  Krämmungbebene  auf 
der  Fläche  normal. 

Addirt  man  endlich  die  Quadrate  der  Gleichungen  ^14*),  so  er- 
hält man,  weü  u,  r,  tr  die  Cosinus  der  drei  Winkel  einer  Greraden 
mit  den  Coordinatenaxen  sind,  und  daher  ti*  +  c*  +  tr*  =  1  ist: 

d.  h.  der  Druck  der  Fläche  ist  der  Spannung  y  dividirt  durch  den 
Krümmungshalbmesser j  gleich ^  —  Alles  übereinstimmend  mit  den  schon 
in  §.  272  und  §.  273  gefundenen  Resultaten. 

§.  2S6.  Die  Kraft  P  in  dem  Ausdrucke  Pds  ist,  wie  bereits 
(rrinnert  worden  (§.  274,  i),  die  Resultante  von  Kräften,  welche  auf 
eine  Linie ,  deren  Länge  gleich  1 ,  nach  parallelen  Richtungen  wir- 
ken, dergestalt,  dass  jedes  Element  der  Linie,  welches  mit  dem  Ele- 
mente ds  des  Fadens  gleiche  Länge  hat,  von  derselben  Kraft ^  wie 
dieses  dsj  afficirt  wird.  Da  aber  in  der  Wirklichkeit  jedes  Element 
des  Fadens  ein  kleiner  physischer  Körper  ist  und,  als  solcher, 
eine  gewisse  Masse  hat,  und  da  die  Schwerkraft  und  die  anderen 
in  der  Natur  vorkommenden  Kräfte  sich  über  alle  Theilchen  eines 
Körpers,  der  Masse  der  Theilchen  proportional,  verbreiten,  so  pflegt 
man  die  auf  ein  Fadenelement  wirkende  Kraft  dadurch  zu  bestim- 
men, dass  man  die  Stärke  der  Kraft  bei  einer  Masse  gleich  1  angibt, 
also  annimmt,  dass  an  einem  Körper,  dessen  Masse  gleich  1 ,  auf 
jedes  Theilchen,  dessen  Masse  der  des  Fadenelementes  gleich  ist,  eine 
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eben  so  grosse  Kraft,  als  auf  dieses  Element,  nach  paralleler  Richtung 
wirke,  und  von  allen  diesen  parallelen  Kräften  die  Resultante  bestimmt. 
Hat  nun  die  Kraft  P  diese  letztere  Bedeutung,  so  muss  man 
sie,  um  ihre  Wirkung  auf  das  Element  ds  zu  erhalten,  in  die  Masse 
des  Elements  multipliciren.  Letztere  ist,  wenn  die  Dichtigkeit 
des  Elements  gleich  ^,  und  der  auf  seiner  Länge  rechtwinklige 
Durchschnitt  gleich  e  gesetzt  wird,  gleich  ^eds,  und  folglich  P^ee/« 
der  dann  statt  des  vorigen  Pds  zu  substituirende  Ausdruck.  Auf 
gleiche  Art  hat  man  statt  der  vorigen  X,  Y,  Z  dieselben  Grössen, 
noch  mit  ^e  multiplicirt,  zu  setzen.  Dabei  sind  q  und  €,  als  von 
einem  Puncte  des  Fadens  zum  anderen  im  Allgemeinen  veränder- 
liche Grössen,  Functionen  der  von  seinem  Anfangspuncte  bis  zum 
Puncte  [Xy  y,  z)  gerechneten  Länge  s  des  Fadens,  also  auch  Func- 
tionen von  Zj  y,  z  selbst. 


Von  der  Kettenlinie. 

§.  287.  Die  bisher  vorgetragene  allgemeine  Theorie  des  Gleich- 
gewichtes an  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  wollen  wir  jetzt 
auf  den  einfachen  Fall  anwenden,  wenn  sämmüiche  auf  die  Elemente 
des  Fadens  wirkende  Kräfte  einander  parallel  sind,  der  Faden  selbst 
aber  nur  mit  seinen  beiden  Endpuncten  befestigt  ^  sonst  frei  beweglich 
ist.  Man  lege  zu  dem  Ende  das  Coordinatensystem  so,  dass  die  Axe 
der  y  parallel  mit  den  Kräften  wird,  so  ist  durchweg  X  =  0 ,  Z  =  0, 
folglich  f  Xds  =  Ay  f  Zds  =  Cy  wo  A  und  C  noch  zu  bestimmende 
Constanten  bedeuten,  und  man  erhält  nach  den  Formeln  (4)  in  §.  280 : 

dx, dy      dz 

Ä  ~  fYdi  ~  'C   • 

Hieraus  fliesst  durch  nochmalige  Integration 

Az^Cx-^D  , 

d.  h.  die  Fadencurve  ist  in  einer  mit  der  Axe  der  y,  also  mit  de^i 
Kräften  parallelen  Ebene  enthalten.  Werde  diese  Ebene  zu  der  Ebene 
der  X,  y  genommen.  Weil  z  =  0  die  Gleichung  der  letzteren  ist, 
so  werden  damit  (7=0  und  D  =  0 ,  und  wir  haben  nur  noch  die 
Gleichung 

zu  berücksichtigen,  woraus  sich,  wenn  y,  als  Function  von  x  und  y, 
gegeben  ist,  die  Gleichung  für  die  Fadencurve,  und  umgekehrt,  wenn 
letztere  gegeben  ist,  die  Function  Y  finden  lässt. 

M&biui  Werke  m.  27 
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§.  2SS. 


Die  Spannung  T  des  Fadens  im  Piuicte  z.  y.  ist  ans  den 
mit  den  Axen  der  z  und  y  pandlelen  Theilen  C  =  — /  Xds  = 
und   V  =  — /  Ydh  =■  —  Ap  zui»ammengesetxt   §.  2>«>  .  ™«^i" 


—  A 


T=  —  A}\ 


■■=-^s- 


Die  Spannung  ist  daher  in  jedem  Puncte  umgekehrt  dem  Sinus 

des  Winkels  proportional,  den  die  den  Faden 
daselbst  Berührende  mit  der  Axe  der  y.  d.  L 
mit  der  Richtung  der  Kräfte  macht. 

Sind  demnach  A'JTund  S'K'  TergL  Fig.  79; 
zwei  an  zwei  Puncte  A'  und  S'  des  Fadens  ge- 
legte Tangenten  und  schneiden  dieselben  eine 
mit  den  Kräften  parallel  gezogene  Gerade  IKK' 
in  K  und  K',  sich  selbst  aber  in  Z.  so  rerhalten 
sich  die  Spannungen  in  A'und  S\  wie  die  Sinus 
von  IK'N'  und  IKX,  also  auch  wie  KL  und 
KL,  d.  h.: 

Ztcei    einen     Faden,    der   unter    Einmrkurtg 
paralleler  Kräfte  im  Gleichgewichte  i^f.  berührende 
Seiten  eines  Dreiecks ,  dessen  dritte  Seite  mit  den 
Kräften  parallel  ist,  verhalten  sich  urie  die  Span- 
nungen  des  Fadens  in  den  Berührungspuncten. 


Fif .  7d. 


§.  288.  Der  in  der  Wirklichkeit  am  häufigsten  vorkommende 
und  am  meisten  intercssirende  Fall  ist  derjenige,  wenn  der  Faden 
überall  gleiche  Dicke  und  Dichtigkeit  hat.  und  wenn  die  auf  ihn 
wirkende  Kraft  die  Schwerkraft  ist.  Die  unter  diesen  Umständen 
vom  Faden  geVjildete  Cur\'e  heisst  vorzugr^^veise  die  Ketten linie. 
Da  die  Schwerkraft  nach  verticaler  Richtung  von  oben  nach  unten 
auf  gleiche  Massen  gleiche  Wirkung  ausübt,  so  ist,  wenn  wir  ihre 
Wirkung  auf  einen  Fadentheil,  dessen  Länge  gleich  1  ist,  oder  das 
Gewicht  dieses  Tlieils,  g  nennen,  g  eine  constante  Grosse,  und  wir 
haben,  wenn  wir  die  positive  Richtung  der  Axe  der  y  vertical,  von 
unten  nach  oben  gehend,  annehmen,  Y  =  —  g  zu  setzen.  Hiermit 
wird  f  Yd 8  =  —  gs-}-  By  und  die  obige  Bedingungsgleichung  geht 
über  in: 

—  ffs  +  B  =  Ap  . 

Von  welchem  Puncte  aus  die  Fadenlänge,  nach  der  einen  Seite 
zu  positiv,  nach  der  anderen  negativ,  gerechnet  wird,  ist  noch  will- 
kürlich. Werde  hierzu  derjenige  Punct  S  (vergl.  Fig.  SO)  genom- 
men, in  welchem  die  Tangente  der  Curve  horizontal,  also  />  =  0  ist. 
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Weil  hiernach  s   und  p  zugleich  Null  weiden  sollen,   so  wird  auch 
die  Constante  £  =;  0,  und  die  Gleichung  leducirt  sich  auf 

wenn  man  noch  —  -^  =  Ä  setzt. 
A 

Dies  ist  demnach  die  Gleichung  der  Kettenlioie ,  und  zwar  in 
der  mißlich  einfachsten  Form.  Sie  besteht  zwischen  den  von  S  aua 
gerechneten  B<^n  «  und  der  trigo- 
nometrischen Tangente  p  des  Winkels, 
den  die  an  die  Curre  gellte  Be- 
rührende mit  der  horizontalen  Axe 
der  X  macht.  Da  der  Gleichung  zu- 
folge je  zwei  einander  gleichen,  aber 
entg^engesetzten  Werthen  von  s  auch 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe 
von  p  zugehoren,  so  leuchtet  ein,  dass 
die  Curve  von  einer  durch  S  gellten 
Verticale  in  zwei  symmetrische  Hälften 
getheilt  wird,  und  dass  daher  S  in  der- 
selben Bedeutung,  wie  hei  anderen  geometrischen  Gurren ,  der 
Scheitel  der  Kettenlinie  ist. 

Durch  Worte  ausgedrückt,  würde  hiemacli  die  Gleichung  hs  =  p 
also  lauten: 

Jeder  ton  dem  Scheitel  an  gerechnete  Bogen  einer  Kettenlinie  itt 
der  trigonometriachen  Tangente  des  Winkels  proportional,  toelchen  die 
an  den  Endpunct  des  Bogens  gelegte  Berührende  mit  der  Berührenden 
am  Scheitel  macht. 

Da  übrigens  die  Curve  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen 
Fadeos  der  Richtung,  nach  welcher  die  Kräfte  wirken,  stets  ihre 
erhabene  Seite  zukehrt  (veigl.  §.  274,  e),  so  ist  die  Ketteulinie  nach 
unten  zu  erhaben,  und  der  Scheitel  S,  in  welchem  die  Tangente 
horizontal  hegt,  muss  der  tie&te  Punct  der  Linie  sein. 


Vit.  so. 


§.  289.     Um  die  Kettenlinie  construiren  zu  können,  wollen  wir 
noch  ihre  Gleichung  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y 
entwickeln.     Sei  deshalb   der  Winkel   der  an  die  Curve  im  Puncto 
(■c,  y)  gelegten  Tangente  mit  der  Axe  der  y  gleich  V,  so  ist 
dz  ^  ds.  sin  ^  ,         dy  =  ds .  cos  ip  ,        j>  =  cotg  tp  . 

Die    Differentialgleichung    hds  =  dp    der    vorigen     Gleichung; 
As  ^  »,  wird  damit : 
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hdx    hdy    d\\) 

sin  \\)        cos  %p  sin  i/7*  * 

folglich 

,  ,  du)  -  -  rfsin  xl) 

hdx  = i—^  ,      hdy  = ; — 7^  , 

sm  xjj  ^  sm  i//' 

woraus  durch  Integration 

Äa:  =  — logtangii/;  +  c,     hy  =  ^--  +  c' 

fliesst.  Die  Werthe  der  Constanten  c  und  c'  hängen  von  der  Wahl 
des  Anfangspunctes  der  Coordinaten  ab.  Man  bestimme  diesen,  der 
Einfachheit  willen ,  so ,  dass  c  und  c'  Null  werden ,  dass  also  für 
\p  =  90°,  d.  h.  für  den  Scheitel,  x  =  0  und  y  =  1  :  ä  wird,  dass 
folglich  der  Anfangspunct  O  vertical  unter  dem  Scheitel  und  von 
ihm  um  einen  Abstand  OS  =  \  :h  entfernt  liegt.  Hiermit  werden 
die  vorigen  zwei  Gleichungen: 

hx  =^  —  log  tang  J  if)     oder     tang  i  i//  =  e     *^  , 
wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  und 

Äy  =  1  :  sin  ?/;  =  i  (cotg  {xp  +  tang  {  xjj)  , 
mithin,  wenn  man  xj)  eliminirt: 

oder  in  noch  einfacherer  Form: 

hy  =  cos  (hx  V —  l)  . 

Dies  ist  demnach  die  gesuchte  Gleichung  der  Kettenlinie  zwi- 
schen X  und  y.  Die  Linie  1  :  ä,  —  denn  h  ist  von  der  Dimension 
—  1  — ,  drückt  den  Parameter  der  Curve  aus.  Die  jetzige  Axe 
der  ar,  also  die  Horizontale,  welche  um  einen  dem  Parameter  gleichen 
Abstand  unter  dem  Scheitel  liegt,  wollen  wir  die  Directrix  der 
Kettenlinie  nennen. 

§.  290.  Zusätze,  a)  Da  sich  in  der  erhaltenen  Gleichung 
der  Werth  von  y  nicht  ändert,  wenn  man  den  von  x  in  den  ent- 
gegengesetzten verwandelt,  so  bestätigt  sich  damit  die  obige  Bemer- 
kung (§.  238),  dass  durch  die  Axe  der  y  die  Curve  symmetrisch  ge- 
theilt  wird. 

h)  Die  Kettenlinie  ist  eine  rectificirbare  Curve.  Denn  man  hat 
für  den  vom  Scheitel  anfangenden  Bogen  s: 

hs=p==  cotg  xp  =  ^  (cotg  I  t//  —  tang  ^  tp)  , 
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oder 

h8=— /^=n  .  sin  [hz  y^^) . 

So  wie  daher,  wenn  man  den  Parameter  zur  Linieneinheit  nimmt^ 
die  Ordinate  y  der  Cosinus  der  imaginär  genommenen  Abscisse  ist, 
so  ist  von  derselben  imaginären  Grösse  der  Bogen  s  der  imaginär 
und  negativ  genommene  Sinus*). 

Aus  den  durch  x  ausgedrückten  Werthen  von  y  und  8  folgt 
femer : 

Ä(y  +  5)  =  e^*  ,  Ä(y  — «)  =  e-**, 

und  hieraus: 

Ä«(y»-0=1  , 
d.  h. 

D<is   Quadrat   eines   vom   Scheitel   an   gerechneten   Bogens   einer 

Kettenlinie   ist   dem    Quadrate    der   Entfernung   des   Endpunctes   des 

Bogens  von  der  Directrix,  vermindert  um  das  Quadrat  des  Parameters, 

gleich. 

c)  Die  Differentiation  der  letzterhaltenen  Gleichung  gibt: 

ydy  =  sds 

und  weil 

hsdx  =  dy  (§.  288)  , 
so  ist  auch 

hydx  =  ds 
und 

h/ydx  =  s  , 
d.  h. 

Das  Flächenstück,  welches  von  einem  Bogen  einer  Kettenlinie,  den 
von  den  Endpuncten  des  Bogens  auf  die  Directrix  gefällten  Perpen- 
dikeln lind  dem  dazunschen  enthaltenen  Theile  der  Directrix  begrenzt 
wird,  ist  dem  Producte  aus  dem  Bogen  in  den  Parameter  gleich,  und 
daher  dem  Bogen  selbst  proportional. 


*)  Diese  Bemerkung  führt  zu  einer  unzähligen  Menge  Ton  Relationen  bei 
der  Kettenlinie;  denn  jede  goniometrische  Formel  lässt  sich  damit  in  eine  solche 
umwandeln.  So  folgt  z.  B.  aus  den  Formeln,  welche  den  Sinus  und  Cosinus  des 
Unterschiedes  zweier  Bögen  durch  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bögen  selbst  aus- 
drücken, der  Satz: 

Ist  O  (vergL  Fig.  80)  der  unter  dem  Scheitel  5  liegende  Punct  der  Directrix, 
M^  und  N^  zwei  beliebige  andere  Puncte  der  Directrix  und  Pj  ein  dritter  Punct 
derselben,  welcher  so  liegt,  dass  OPj  =  JlfjJVi;  sind  femer  M,  N,  P  die  über 
üfj,  Ni,  Pi  befindlichen  Puncte  der  Kettenlinie,  so  ist: 

SO.SP:^    SN  ,MM^^SM.NN^  , 
SO,PP^z=MMi.NNi  -  SM.8N  . 

Ebenso  entspricht  der  goniometrischen  Formel :  cos  a'  -{-  sin  a*  «  1 ,  die 
Gleichung:  M3f^^  —  Ä3f»  =  50^  u.  s.  w. 
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§.  291.     Die    Spannung    T  der   Kenenlinie   im   Pnncte    ;x.  y 

ist  =  —  A^  1  -r/>*    §.  2S7  .     Xach  §.  2SS  ist  aber  -i  =  —  y    A.  und 
p  '=.hh'=  cotg  C  '§.  2S9  .  folglich 

Ä  /i  sin  e       ^^ 

Im  Scheitel  ist  «  =  0.  und  daher  die  Spannung  daselbst  =  ^  :  A. 
Bexeichnen  wir  sie  mit  r.  so  wird 

Z>re  Spannung  ut  demnach  im  Scheitel  am  kleinsten,  und  der 
UnterscAied  der  Quadrate  der  Spannungen  im  Scheitel  und  in  irgend 
einem  anderen  Puncie  der  Kettenlinie  ist  dem  Quadrate  des  Gewichtes 
des  zwischen  beiden  Puncten  begriffenen  Theiles  der  Kette  gleich. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  erhellt  auch  schon  daraus,  dass 
alle  Kräfte,  welche  auf  einen  vom  Scheitel  S  (vergl.  Fig.  SO  auf  p.  419) 
anfangenden  Theil  SM  der  Kettenlinie  wirken,  auch  dann  noch  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  parallel  mit  ihren  Richtungen  an 
einen  und  denselben  Punct  getragen  werden.  Diese  Kräfte  sind  die 
Spannungen  x  und  T  in  S  und  M  und  die  Resultante  gs  aller  Wir- 
kungen der  Schwerkraft  auf  den  zwischen  S  und  M  enthaltenen 
Theil  des  Fadens.  Die  Richtungen  von  x  und  gs  schneiden  sich 
aber  rechtwinklig;  folglich  etc. 

Die  andere  Gleichung  fiir  die  Spannung,  T  =  gy,  gibt  zu  er- 
kennen, dass  die  Spannung  in  irgend  einem  Puncte  M  der  Ketten- 
linie  dem  Gewichte  eines  Theiles  des  Fadens  gleich  ist.  welcher  den 
Abstand  des  Punrtes  M  von  der  Directrix  zur  Länge  hat.  Das  Gleich- 
geuAcht  des  die  Kettenlinie  bildenden  Fadens  wird  daher  nicht  unter- 
brochen^ wenn  man  letzteren  in  M  über  eine  unendlich  kleine  daselbst 
angebrachte  Rolle  führt  und  bis  zu  der  Directrix  frei  herabhängen 
lüsst. 

hl  folglich^  —  so  können  wir  umgekehrt  schliessen.  —  ein  über 
zwei  unendlich  kleine  Rollen  gelegter  und  mit  beiden  Enden  frei  her- 
abhängender Faden  im  Gleichgeicichte,  so  liegen  die  beiden  Enden  in 
einer  Horizontalen^  nämlich  in  der  Directrix  der  vom  mittleren  Theik 
des  Fadens  zunschen  den  Rollen  gebildeten  Kettenlinie. 

§.  292.  Zusätze,  a)  Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  letz- 
terem Satze  ist,  dass,  wenn  man  einefi  in  sich  zurücklaufenden  Faden 
ilher  zwei  unendlich  kleine  Rolle^i  A  und  B  (vergl.  Fig.  Sl)  hängt, 
die  zwei  Kettenlinien  ASB  und  AS'B,  welche  er  somit  bildet ^  eine 
gemeimrhaftlirhe  Directrix  haben.  Denn  lässt  man  von  einer  der 
beiden  Rollen,  A,  einen  Faden  frei  herabhängen,  von  solcher  Länge 
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AC^  dass  sein  Gewicht  der  Spannung  im  Puncte  A  des  in  sich  zu- 
rücklaufenden Fadens  gleich  ist,  so  wird,  weil  A  als  gemeinschaft- 
licher Punct  der  beiden  Kettenlinien  zu  betrachten  ist,  die  durch  C 
gelegte    Horizontale    CD  sowohl  der   einen, 
als  der  anderen  Kettenlinie,  als  Directrix  zu- 
gehören. 

b)  Sei  D  der  Fusspunct  des  von  der 
anderen  Rolle  B  auf  die  gemeinschaftliche 
Directrix  gefällten  Perpendikels,  und  S,  S' 
die  Scheitel  der  beiden  Kettenlinien,  so  ist 

CA^  —  AS*  =  DB*  —  SB* 

gleich    dem    Quadrate    des    Parameters    der     - 
Kettenlinie  ASB  (§.  290,  6),  und  ebenso  ^*«•^^• 

CA*  —  AS'*  =  DB*  —  S'B*  ; 
folglich 

(SB  +  AS)  [SB  —  AS)  =  (S'B  +  AS')  {S'B  —  AS')  . 

Legt  man  nun  durch  die  tiefere   der  beiden  Rollen,   welche  A 
sei,  eine  Horizontale,  die  den  Kettenlinien  ASB  und  AS'B  in  U 
und    V  begegne,    so  ist   der  Bogen   AS=SU  und   AS'  =  S'U\ 
Hiermit  wird  die  letzterhaltene  Gleichung: 

ASB .  ÜB  =  AS'B  .  U'B  , 
d.  h. 

Wird  ein  in  sich  selbst  zurücklaufender  Faden  über  ztoei  unend- 
lich kleine  Rollen  gehängt^  so  verhalten  sich  die  zwei  von  ihm  gebil- 
deten  Kettenlinien  ihrer  Länge  nach  umgekehrt  ^  toie  die  Theile  der- 
selbefij  wekhe  oberhalb  d^r  durch  die  tiefere  der  beiden  Bollen  gezogenen 
Horizontale  liegen. 

c)  So  wie  im  Puncte  {x,  y)  der  Kettenlinie  die  Spannung 
T  =  gy  ist,  so  ist  sie  in  irgend  einem  anderen  Puncte  {x'y  y')  der 
Linie,  gleich  gy'^  und  daher,  wenn  letztere  Spannung  T'  genannt 
wird: 

T'-T  =  ff{y'-y)  , 

eine  Gleichung,  welche  auch  unmittelbar  durch  Integration  der 
Gleichung  (8)  in  §.  283  hervorgeht,  wenn  man  darin,  wie  es  hier 
der  Fall  ist,  X  =  0,  y=  —  g,  Z  =  0  setzt.  Sie  drückt  den  Satz 
aus,  dass  der  Unterschied  zwischen  den  Spannungen  in  zwei  Puncten 
des  die  Kettenlinie  bildenden  Fadens  dem  Gewichte  eines  Theiles 
desselben  Fadens  gleich  ist,  dessen  Länge  die  Höhe  des  einen  Punctes 
über  den  anderen  misst. 
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Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  auch  ohne  Anwendung  der  bisher 
vorgetragenen  Theorie  durch  folgende  einfache  Betrachtung  darthun.  — 
Seien  M  und  N  (vergl.  Fig.  80  auf  p.  419)  zwei  Puncte  einer  Ketten- 
linie, M  der  tiefere,  N  der  höhere,  und  L  ein  dritter  Punct,  welcher 
mit  M  in  einer  Verticalen  und  mit  N  in   einer   Horizontalen  li^. 
Man   befestige  in  Jf,    N  und  L   drei   unendlich  kleine  Rollen  und 
lege  von  L  bis  N  einen  geraden  horizontalen  Steg.     Man  führe  hier- 
auf den  über  N  hinausgehenden  Theil  des  Fadens  über  die  Rolle  N 
und  den  Steg  NL  bis  Z,  und  den  über  3/  hinaus  sich  erstreckenden 
Theü   des   Fadens    unter   der  Rolle  M  weg   in   verticaler  Richtung 
gleichfalls  bis   L  und   verknüpfe   ihn    über  der   in  L   angebrachten 
Rolle  mit  dem  ersten  Theile,    so   dass   man   einen  über  drei  Rollen 
gelegten,    in    sich    zurücklaufenden    Faden    erhält.     Ist   nun    dieser 
Faden,  sich  selbst  überlassen,  in  Ruhe,  —  denn   eine   continuirliche 
Bewegung  desselben  anzunehmen,   streitet  gegen   die  Unmöglichkeit 
einer  solchen,  —  so  wird  jeder  seiner  drei  Theile   noch  die   vorige 
Form  haben.     Vom  Theile  LN  ist  dieses  für  sich  klar.     Wäre  femer 
der  frei  von  L  bis  M  herabgehende  Theil  nicht  geradlinig,   sondern 
gekrümmt,  so  müsste,  weil  L  und  Jf  in  einer  Verticalen  liegen,  ein 
Theil  von  LM  seine  hohle  Seite   nach  unten  zu  kehren,   welches 
wegen  der  nach  unten  zu  gerichteten  Schwerkraft  nicht  möglich  ist. 
Der  frei  von  M  bis  N  sich  erstreckende  Theil   wird  daher  noch  die 
anfängliche  Länge  und  damit  auch  die   anfängliche   Gestalt  haben. 
Denn  es  darf  wohl  als  Grundsatz   zugestanden   werden,   dass  es  für 
einen  schweren  Faden  von  gegebener  Länge,  der  mit  seinen  Enden 
in  zwei  Puncten  aiifgehängt  wird,  nur  eine  einzige  Form  gibt,  unter 
welcher  er  im  Glcichge^vichtc  ist. 

Da  also  der  Fadcnthcil  MN  noch  die  anfängliche  Form  hat, 
80  sind  auch  seine  Spannungen  in  M  und  iV,  welche  2'  und  T' 
heissen,  dieselben  geblieben.  Nach  §.  270  ist  nun  die  Spannung  in 
jedem  Puncte  von  LN,  also  auch  in  Z,  eben  so  gross,  als  in  X 
selbst,  folglich  gleich  T\  Denn  die  auf  den  Theil  NL  wirkende 
Schwerkraft  wird  von  dem  horizontalen  Stege,  auf  welchem  er  liegt, 
aufgehoben  und  kann  daher  auf  die  Spannung  keinen  Einfluss  äus- 
sern. Von  der  anderen  Seite  würde  die  Spannung  in  i,  so  wie  in 
jedem  anderen  Puncte  von  ML^  eben  so  gross,  als  in  3f,  mithin 
gleich  T  sein,  wenn  der  Fadentheil  ML  keine  Schwere  hätte.  Weil 
aber  die  Schwerkraft  auf  ihn  gleichfalls  einwirkt,  so  ist  die  Span- 
nung in  L  der  um  das  Gewicht  von  ML  vermehrten  Spannung  m 
M  gleich,  also  T'  =  T-^  ff ,  ML,  wie  zu  erweisen  war. 

d)  Ist,  wie  in  §.  291,  t  die  Spannung  im  Scheitel  S,  T  die  Span- 
nung in  irgend  einem  anderen  Puncte  M,  und  sind  in  Bezug  auf 
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eine  beliebige  unterhalb  S  in  der  Ebene  der  Kettenlinie  gezogene 
Horizontale ,  als  Axe  der  x ,  die  Ordinaten  von  S  und  M  gleich  f 
und  y,  80  ist  T — r  =  ^(y — f).  Es  ist  ferner,  wenn  der  Bogen 
SM  =  s  gesetzt  wird :  T*  =  t*  +  ^'  ä*.  Die  Elimination  von  T  aus 
diesen  zwei  Gleichungen  gibt: 

oder  einfacher,  wenn  man  die  horizontale  Abscissenlinie  so  legt,  dass 
gf  =  T  wird : 

y' =/*  +  «*. 

Da  nun,  wie  soeben  und  in  §.  291  gezeigt  worden,  die  zwei 
Gleichungen  für  T  sich  geradezu  aus  der  Natur  der  Kettenlinie, 
ohne  Anwendung  der  Rechnung  des  Unendlichen,^  herleiten  lassen, 
so  sind  wir  damit  eben  so  einfach  zu  der  zwischen  y  und  8  bestehenden 
Gleichung  der  Kettenlinie  selbst  gelangt.  Dass  dabei  y  der  im  Obigen 
durch  1 :  h  ausgedrückte  Parameter  ist,  bedarf  keiner  Erinnerung. 

e)  Auch  die  Fundamentalgleichung  hs  =p  (§.  288)  kann  auf 
ganz  elementare  Weise  hergeleitet  werden.  Da  nämlich  die  Span- 
nung T,  welche  mit  der  Axe  der  y  den  Winkel  xp  macht,  die  Re- 
sultante der  Spannung  r  und  der  Kraft  gs  ist,  wenn  letztere  beide 
nach  den  positiven  Richtungen  der  Axen  der  z  und  der  y  wirkend 
angenommen  werden,  so  hat  man 

r  sin  i//  =  T  ,         T  cos  \p  =  gs  j 

folglich  ,    ,       9«        ,   -  *        z 

cot  \p  =  ^—  j     a.  i.  p  =  -^  =  hs  . 
^  / 

f)  Nach  der  Gleichung  (12)  in  §.283,  und  weil  P  =  —  g^ 
^  =  —  \p  und  r sin  1/;  =  T  ist,  hat  man: 

P  sin  q)       gz        ät* 

Die  Kettenlinie  besitzt  daher  noch  die  merkwürdige  Eigenschaft, 
dass  in  jedem  ihrer  Puncte  der  Krümmungshalbmesser  dem  Quadrate 
der  Spannung  proportional  ist. 

Im  Scheitel,  wo  T  =  r  ist,  wird  r  =  1  :  A,  d.  h.  der  Krümmungs- 
halbmesser im  Scheitel  ist  dem  Parameter  gleich. 

§.  293.  Aufgabe.  Ein  gleichförmig  schwerer  Faden  von  ge- 
geher^er  Länge  l  toird  mit  seinen  Enden  an  zwei  gegebenen  unbeweg- 
lichen Puncten  M  und  N  (vergl.  Fig.  80  auf  p.  419)  befestigt.  Die 
Elemente  der  von  ihm  gebildeten  Kettenlinie  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Linie  ist  in  der  durch  Jf  und  iV zu  legenden 
Verticalebene  enthalten.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  in  dieser  Ebene,   von  welchem  die  Directrix  der  Ket- 


426  Lehibndi  der  Statik.    Zweiter  TheiL  §.  293. 

tenlinie  die  AbscLssenlinie.  und  der  Punct  O  der  DirectiÜL  welcher 
vertical  unter  dem  Scheitel  6'  liegt,  der  Anfangspunct  der  Abscissen 
ist,  in  Bezug  auf  dieses  System  seien  x,  y  die  Coordinaten  von  Jf, 
und  x  +  a,  y  +  ft  die  Coordinaten  Ton  A';  sei  femer  der  Parameter 
der  Kettenlinie  gleich  \  :h,  und  der  Bogen  S3I^=  s.  also  der  Bogen 
Sy=  s  +  l,  wo  die  Bögen  s  und  /  positiv  zu  nehmen  sind,  wenn 
es  ihre  Projectionen  auf  die  Axe  der  x  sind.  Alsdann  ist  nach 
§.  290,  *,  für  den  Punct  J/: 

Afy  —  s)  =  e""*'  ; 
und  ebenso  fiir  den  Punct  X: 


(a) 


\h{y  +  b  —  s  —  I)  =  e-^'^ 


+«• 


Durch  die  gegebene  gegenseitige  Lage  von  3/  und  JV  sind  nun 
a  und  b  gegeben;  es  sind  nämlich  die  Coordinaten  von  X  in  Bezug 
auf  ein  System,  dessen  Anfangspunct  3/,  und  dessen  Abscissenlinie 
die  durch  3/  gelegte  Horizontale  in  der  durch  MN  gelegten  Verti- 
calebene  ist.  In  Beziehung  auf  dasselbe  System  sind  —  x  und  — y 
die  Coordinaten  von  O ,  also  —  x  und  —  y  +  (1  -h)  die  Coordinaten 
des  Scheitels.  Indem  wir  daher  aus  den  vier  Gleichungen  [a)  und  (l) 
den  Bogen  s  eliminiren  und  die  drei  Unbekannten  A,  x^  y  durch  die 
Gegebenen  /,  a,  b  ausdrücken,  wird  sich  die  Ghrösse  und  Lage  der 
Kettenlinie  bestimmen  lassen,  und  damit  unsere  Aufgabe  gelöst  sein. 
Die  hierzu  nöthige  Rechnung  ist  folgende. 

Durch  Subtraction  der  Gleichungen   [a)  von  (b)  folgt: 

h(b  +  l)  =  e^''  e^«— 1)  , 
//(Ä  — /)  =  e  — ^^(6'— *«— 1)   , 


und  hieraus 


Ä«  7-  — S«)   =  tf-^«  (e^«  — 1 


oder  wenn  man 


setzt : 


V7*  — Ä* 

(d)  =  c  und  (e)     ah  =  z 

(/)  c  =  \- [e^-- - e-^  . 


Um  hiemach  die  Unbekannte  z  aus  der  durch  7,  a,  b  gegebenen 
Grösse  c  zu  finden,  muss  man  entweder  versuchsweise  verfahren, 
oder  eine  Tafel  constniiren,  welche  für  jeden  Werth  von  c  den  zu- 
gehörigen für  z  gibt. 

Hat  man  somit  die  transcendente  Gleichung  [f)  aufgelöst,  so 
macht  die  Bestimmung  der  Gesuchten  ä,  x  und  y  keine  Schwierig- 
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keit   mehr.     Denn   h  findet  sich   alsdann  aus   [e)^    x  aus  einer  der 

Gleichungen    (c) ,    und    y    aus    der   Gleichung    2Äy  =  c**  + e"~^^ 
(§.  289),  welche  durch  Addition  der  Gleichungen  (a)  hervorgeht. 

§.294.     Zusätze,     a)    Die   Entwickelung   der   transcendenten 
Function  von  z  in  eine  Reihe  gibt: 


1  + 


+ 


1  + 


1.2.3.2*    '    1.2.3.4.5.2^ 

Zufolge  der  Gleichung  (f)  muss  daher  c>  1,  und  mithin,  wegen 

(rf),  P'^a^  +  1^  sein,  was  auch  schon  daraus  fliesst,   dass  Va*  +  6* 
die  Sehne  des  Bogens  l  ist. 

b)  Setzt  man  J  =  0  und  a  =  1,  so  wird  nach  [d)  und  {e)  l=c 
und  h  =  z.  Die  nach  (f)  zu  construirende  Tafel  gibt  daher  zunächst 
und  unmittelbar  den  Parameter  1  :  z  einer  Kettenlinie,  deren  Länge 
gleich  c  ist,  und  deren  Aufhängepuncte,  wegen  J  =  0,  in  einer  Ho- 
rizontalen sind  und  in  einem  Abstände  a  =  1  von  einander  liegen. 
Die  Bestimmung  des  Parameters  einer  in  irgend  zwei  Puncten  auf- 
gehängten Kette  wird  folglich  immer  auf  den  einfachen  Fall  zurück- 
gebracht, wenn  die  Gerade  durch  die  zwei  Aufhängepuncte  eine 
Horizontale  ist. 

c)  Ueberhaupt  ersieht  man  aus  den   Gleichungen  (rf),    {e)  und 

{/),  dass  der  gesuchte  Parameter  1  :  A  bloss  von  a  und  VP  —  6*  ab- 
hängig ist,  und  dass  mithin  die  durch  ly  a,  b  bestimmte  Ketten- 
linie denselben  Parameter,  als  eine  andere  hat,  deren  Aufhängepuncte 
in  einer  Horizontalen  um  einen  Abstand 
gleich   a  von    einander    entfernt   liegen, 

und  deren  Länge  gleich  VP  —  b*  ist. 

Werden  daher  mehrere  gleichförmig 
schwere  Fäden  in  einem  Puncte  P  (vergl. 
Fig.  82)  befestigt  und  von  da  geradlinig 
bis  zu  Puncten  ...  N,,  iV,  N\  N"  ..., 
die  in  einer  Verticalen  liegen,  fortgeführt, 
und  wird  hierauf  der  Punct  P  in  einer 
horizontalen  Ebene  näher  an  diese  Ver- 
ticale,  etwa  bis  M,  gerückt,  so  haben  die 
Kettenlinien,  zu  welchen  sich  nunmehr 
die  Fäden  krümmen,  einander  gleiche 
Parameter  und  sind  daher,  in  unend- 
licher Ausdehnung  gedacht,  einander 
gleich  und  ähnlich.  Denn  schneidet 
die  Horizontalebene,   in  welcher  P  und  M  liegen,   die  Verticale  in 


Fig.  82. 
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Xj  so  ist  für  die  verschiedenen  Kettenlinien  a  =  MX  und  P  —  b*  = 

px^  —  xx;"  =  p.v*  =»  px'*  —  XX'*  =  ... 

Von  allen  diesen  Kettenlinien  liegen  übrigens  die  Scheitel 
gleichfalls  in  einer  Kettenlinie,  welche  3/  zum  Scheitel  und  den- 
selben Parameter,  vde  die  vorigen,  aber  eine  umgekehrte  Lage  hat, 
so  dass  M  die  höchste  Stelle  einnimmt.  Hiervon  kann  man  sich 
durch  eine  sehr  einfache,  von  der  Natur  der  Kettenlinie  ganz  unab- 
hängige, Betrachtung  überzeugen.  Wird  nämlich  der  Bogen  S,TM 
einer  Kettenlinie,  von  welcher  S,  der  Scheitel  ist,  in  seiner  Ebene 
um  den  Mittelpimct  seiner  Sehne  S,3I  halb  herumgedreht,  bis  er  in 
die  Lage  MSS,  kommt,  so  vertauschen  S,  und  31  ihre  Stellen,  und 
der  Scheitel  ist  nunmehr  in  3f.  Beschreibt  man  folglich  in  der 
Ebene  einer  Kettenlinie  S,  TM  mit  demselben  Parameter  eine  zweite, 
welche  die  umgekehrte  Lage  der  ersteren  und  irgend  einen  Punct  31 
der  ersteren  zum  Scheitel  hat,  so  geht  diese  zweite  durch  den 
Scheitel  S,  der  ersteren. 

§.  295.  Bei  der  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Theorie 
des  Gleichge^inchtes  eines  Fadens  wurde  in  §.  2S4  noch  der  Fall  in 
Betracht  gezogen,  wenn  der  Faden  nicht  vollkommen  frei  beweglich 
ist,  sondern  auf  einer  unbeweglichen  Fläche  liegt.  Um  von  den  für 
diesen  Fall  entwickelten  Formeln  die  Anwendung  an  einem  leichten 
Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  einen  gleichförmig  schweren  Faden 
auf  einer  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene  liegend  annehmen. 
Einfacherer  Rechnung  willen  lasse  man  diese  Ebene  die  Ebene  der  x,  y 
sein.  Die  Axe  der  x  sei  darin  horizontal,  also  die  Ebene  der  y.  z 
vertical,  und  der  Winkel  einer  Verticalen  mit  der  Fadenebene  gleich 
dem  Winkel  der  Verticalen  mit  der  Axe  der  y.  Heisse  a  dieser 
Winkel,  wenn  die  verticale  Richtung  nach  oben  zu  positiv  genom- 
men wird,  und  bezeichne  — ^,  wie  im  Vorigen,  die  Schwerkraft. 

Die  Schwerkraft,  nach  den  Axen  der  x,  y,  z  zerlegt,  gibt  hier- 
nach die  drei  Kräfte :  X  =  0 ,  Y  =  —  g  cos  a ,  Z  =  —  g  sin  a.  Nun 
ist  die  Gleichung  der  Ebene  der  x^  y,  also  der  Fadenebene :  r  =  •). 
mithin  (§.  284)  F  =^  z  und  w  =  0,  t?  =  0,  w  =  {.  Mit  diesen  Wer- 
tlien  für  X,    Y,  Z,  w,   t?,  w  werden  die  dortigen  Gleichungen: 

—  g  sin  a  .ds  -{-  lids  =  0  . 

Die  zwei  ersteren  derselben  sind  einerlei  mit  denen,  welche  man 
findet,  wenn  der  Faden  nicht  auf  einer  Fläche  liegt,  sondern  frei 
ist,   und  die  Axe  der  y  eine  verticale  Lage  hat,    nur  dass  die  Con- 
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8tante  g  hier  noch  von  dem  Factor  cos  a  begleitet  ist.  Von  dem 
Werthe  dieser  Constanten  ist  aber  nach  §.  293  die  Curvenform  eines 
in  zwei  Puncten  frei  aufgehängten  Fadens  unabhängig,  und  wir 
schliessen  daher: 

Wird  ein  auf  einer  schiefen  Ebene  liegender  gleichförmig  schwerer 
Fadefi  mit  seinen  Enden  an  zwei  Puncten  der  Ebene  befestigt,  so  ist 
die  von  ihm  auf  der  Ebene  gebildete  Curve  dieselbe  Kettenlinie ,  welche 
er  annimmt^  wenn  die  Ebene  durch  Drehung  um  eine  in  ihr  enthaltene 
Horizofitale  in  eine  verticale  Lage  gebracht,  und  damit  ihre  Eintvirkung 
auf  den  Faden  aufgehoben  toird. 

Durch  Drehung  der  Ebene  um  eine  in  ihr  gezogene  horizontale 
Axe  wird  also  die  Fadencurve  nicht  geändert,  was  auch  schon  daraus 
einleuchtet,  dass  in  jedem  Augenblicke  der  Drehung  auf  gleiche 
Elemente  ds  des  Fadens  gleiche  und  auf  der  Drehungsaxe  normale 
Kräfte  —  g  cos  a  ,  ds  in  der  Ebene  wirken.  Aus  demselben  Grunde 
erhellt,  dass  bei  jeder  durch  die  Drehung  hervorgebrachten  Neigung 
der  Ebene  die  (bei  der  verticalen  Lage  durch  gg  bestimmten)  Span- 
nungen in  den  verschiedenen  Puncten  des  Fadens  in  den  nämlichen 
Verhältnissen  zu  einander  stehen,  dass  aber  die  Spannung  in  einem 
und  demselben  Puncto  von  einer  Neigung  zur  anderen  dem  Sinus 
der  Neigung  gegen  den  Horizont,  (90°  —  a),  proportional  ist,  und 
daher  bei  horizontaler  Lage  ganz  verschwindet. 

Endlich  bemerke  man  noch,  dass  zufolge  der  dritten  Gleichung 
die  schiefe  Ebene  von  jedem  Curvenelemente  ds  einen  auf  ihr  nor- 
malen Druck  gleich  dem  Gewichte  gds  des  Elementes,  multiplicirt 
in  den  Cosinus  der  Neigung,  erleidet. 


Siebentes  Kapitel. 

Analogie  zwischen  dem  Gleichgewichte  an  einem 
Faden  nnd  der  Bewegung  eines  Punctes. 


§.  296.  Es  dürfte  gewiss  schon  von  Manchem  bemerkt  worden 
sein,  dass  zwischen  dem  Gleichgewichte  an  einem  Faden 
und  der  Bewegung  eines  materiellen  Punctes  in  mehrfacher 
Beziehung  Aehnlichkeit  stattfindet;  dass  z.  B.  ebenso,  wie  ein  Fa- 
den,   auf  den   nur   an  seinen  Enden  Kräfte  wirken,   sich  geradlinig 
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ausdehnt,  auch  ein  Punct,  auf  den  nur  ein  anfänglicher  Stoss  wirkt, 
geradlinig  fortgeht;  dass  auf  gleiche  Art,  wie  ein  über  eine  krumme 
Fläche  gespannter  Faden  die  kürzeste  Linie  bildet,  die  sich  auf  der 
Fläche  von  einem  Puncte  zum  anderen  ziehen  lässt,  auch  ein  auf 
einer  Fläche  durch  einen  Stoss  in  Bewegung  gesetzter  Punet  die 
kürzeste  Linie  bei  seiner  Bewegung  wählt,  und  dass,  wie  dort  die 
Spannung,  so  hier  die  Geschwindigkeit  von  einem  Puncte  zum  an- 
deren constant  ist;  u.  s.  w.  Gleichwohl  erinnere  ich  mich  nicht, 
eine  Vergleichung  dieser  Theorien  des  Gleichgewichtes  und  der 
Bewegung  irgendwo  angestellt  gefunden  zu  haben.  Da  indessen 
eine  solche  Vergleichung  nicht  nur  an  sich  interessant  ist,  sondern 
auch  die  eine  Theorie  durch  die  andere,  und  namentlich  die  des 
Gleichgewichtes  durch  die  der  Bewegung,  mir  Gewinn  zu  ziehen 
scheint,  so  will  ich  in  diesem  Kapitel  den  zwischen  beiden  Theorien 
obwaltenden  Zusammenhang  näher  entwickeln  und  zeigen,  wie  jeder 
Satz  der  einen  seinen  entsprechenden  in  der  anderen  hat. 


Fig.  83. 


§.  297.  Seien  A,A,  AA\  A'A:\  ...  (vergl.  Fig.  83)  mehrere 
auf  einander  folgende  Elemente   eines  Fadens,   an  welchem  Kräfte 

sich  das  Gleichgewicht  halten.     Die 
j^y  ^.        auf  die  genannten  Elemente  wirken- 

den Kräfte  seien  resp.  P, .  A,A, 
P,AA\  P'.  A'A'\  ...(§.  280).  Wegen 
der  unendlichen  Kleinheit  der  Ele- 
mente kaiin  man  sich  diese  ELräfte 
an  beliebigen  Puncten  derselben  an- 
gebracht vorstellen.  Seien  daher  resp. 
A,j  Aj  A'j  ...  die  Angriffspuncte  der  Kräfte  und  A,B„  AB,  A'B\ 
...  ihre  Richtungen.  Endlich  seien  T,j  T,  T\  ...  die  Spannungen 
der  Elemente  A,A,  AA\  Ä  Ä\  .... 

Hiernach  sind  am  Puncte  A  die  Kräfte  T,,  P .  AA'  und  T  nach 
den  Richtungen  AA,,  AB  und  AÄ  im  Gleichge^vichte,  folglich  die 
ersten  zwei  Kräfte  nach  den  Richtungen  ^,^,  5^  gleich  wirkend  mit 
der  dritten  nach  der  Richtung  AA\  Bewegt  sich  daher  ein  als  materiel- 
ler Punct  zu  denkender  Körper  nach  der  Richtung  A,Aj  und  erhält  er 
in  A  einen  Stoss,  welcher  ihm  nach  der  Richtung  BA  eine  Ge- 
schwindigkeit ertheilt,  die  sich  zu  seiner  Geschwindigkeit  in  AtA, 
wie  T,  zu  P,AA  verhält,  so  wird  er  nach  AÄ  mit  einer  der 
Spannung  T  proportionalen  Geschwindigkeit  fortgehen.  Auf  gleiche 
Art  wird  ihn  ein  neuer  Stoss,  den  er  in  A  empfängt,  und  der  ihm 
nach  der  Richtung  B'Ä  eine  Geschwindigkeit  beibringt,  die  in  dem- 
selben Verhältnisse,   wie  vorhin,  mit  P'.ÄÄ'  proportional  ist,   sich 
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nach  AÄ'  mit  einer  der  Spannung  T'  proportionalen  Geschwindig- 
keit zu  bewegen  nöthigen  u.  s.  w. ,  so  dass  der  Punct,  wenn  immer 
neue  Stösse  nach  demselben  Gesetze,  wie  die  vorigen,  auf  ihn  ein- 
wirken, ein  Fadenelement  nach  dem  anderen  mit  einer  der  Spannung 
überall  proportionalen  Geschwindigkeit  beschreiben  wird. 

In  welchen  Verhältnissen  die  Längen  der  Elemente  zu  einander 
stehen  sollen,  hängt  von  unserer  Willkür  ab  und  hat  auf  das  End- 
resultat keinen  Einfiuss.  Zur  Vereinfachung  der  Betrachtung  wollen 
wir  jedes  Element  der  in  ihm  herrschenden  Spannung,  also  auch  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  von  dem  Puncto  beschrieben  wird, 
proportional  setzen.  Alsdann  sind  die  Zeitelemente,  in  denen  sie 
beschrieben  werden,  einander  gleich,  gleich  dt^  und  die  Stösse, 
welche  jetzt  proportional  mit  P. T,  P'.T'^  ...  werden,  folgen  in 
gleichen  Zeitintervallen,  gleich  dt,  auf  einander,  und  lassen  sich  da- 
her als  die  Wirkungen  einer  beschleunigenden,  mit  P,T  proportio- 
nalen, ELraft  ansehen. 

Es  ist  aber,  wenn  Q  diese  beschleunigende  Kraft  in  A  genannt 
wird,  Qdt  die  von  ihr  in  dem  ersten  Zeitelemente  ihrer  Wirkung 
erzeugte  Geschwindigkeit,  und  diese  verhält  sich  nach  dem  Obigen 
zu  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  A,Ay  welche  v  heisse,  wie 
P.AA'  =  Pds  zu  T,  oder  T.    Man  hat  daher: 


also,  weil    -^  =  r  ist, 
at 


Qdt 

Pds 
T 

Q  — 

Pv* 

und 


-  :  P  =  c  :  T  , 

V 


Tvonach  aus  der  Kraft  am  Faden  und  seiner  Spannung  und  aus  der 
Geschwindigkeit  des  in  der  Fadencurve  sich  bewegenden  Körpers 
die  den  letzteren  beschleunigende  Kraft  gefunden  werden  kann. 

Da  nun,  wenn  die  anfängliche  Richtung  und  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  eines  Körpers  und  die  beschleunigende  Kraft  gegeben 
sind,  seine  fernere  Bahn  und  seine  Geschwindigkeit  in  derselben 
vollkommen  bestimmt  sind,  so  schliessen  wir: 

Sind  Kräfte  j  welche  auf  einen  Faden  seiner  ganzen  Länge  nach 
wirken,  im  GleichgetaichtCj  so  taird  ein  Körper^  der  sich  in  der  Faden- 
curve zu  bewegen  anfängt  j  darin  fortgehen,  und  seine  Geschwindigkeit 
toird  an  jeder  Stelle  der  Spannung  daselbst  proportional  sein ,  wenn 
4mf  ihn  nach  einer   der  Kraft  am  Faden  entgegengesetzten  Richtung 
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ein^  htA^Meunigende  Kraft  vcirkt.  dU.  durth  dit  Ge^hwrwdigkeit  diri- 
dirt.  kv:h  zur  Kraft  am  Faderi.  trie  dit  GtA^hvcindi^leit  zmt  Spanmoig 
ztrhäU. 

Zusatz.  Letztere  Proportion  liäst  «ich  aach  also  ausdrucken: 
E*  mu*»  ki/:h  die  ht^hleunigendt  Kraft  zum  Quadrate  der  Gt^ehwin- 
dightit.  vcie  die  Kraft  am  Faden  zur  Spannung  verhalten.  Je  grösser 
al&o  die  Geschwindigkeit  sein  £olL  desto  grosser,  und  zwar  im  dop- 
pelten VerhältniMME;  grösser,  muss  die  beschleonigende  Kraft  sein.  — 
so  wie  überhaupt  der  Satz  gilt :  dass.  wenn  ein  Körper  A  sich  in  der- 
(»elben  Cunre,  wie  ein  anderer  a.  bewegt,  seine  Geschwindigkeit  aber 
in  jedem  Puncte  das  m-fache  der  Geschwindigkeit  ist.  welche  a  da- 
selbst hat.  die  beschleunigende  Kraft,  welche  b  treibt,  das  mm-fache 
der  auf  a  wirkenden  Kraft  Lst. 

§.  2dS.  Aus  jedem  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  welche 
auf  einen  Faden  wirken,  lässt  sich  daher  auf  die  Bewegung  eines 
Körpers  ein  iSchluss  machen,  indem  man  für  die  Curre  des  Fadens 
die  ilahn  des  Körpers,  für  die  Spannung  des  ersteren  die  Geschwin- 
digkeit des  letzteren  und  für  die  Kraft  am  ersteren  die  den  letzteren 
beschleunigende  Kraft,  dividirt  durch  die  Geschwindigkeit,  setzt. 

Das  einfachste  hierher  gehörige  Beispiel  ist  ein  Faden,  auf  den 
nur  an  seinen  Enden  sich  das  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  wirken. 
So  wie  ein  solcher  die  Gestalt  einer  geraden  Linie  annimmt,  und 
seine  Spannung  in  jedem  Puncte  Ton  gleicher  Grösse  ist,  so  geht 
auch  ein  Körper,  durch  einen  momentanen  Stoss  getrieben,  in  ge- 
rader Linie  und  mit  constänter  Geschwindigkeit  fort. 

So  wie  ferner  ein  Faden  in  jeder  beliebigen  Curvenfonn  im 
Gleichgewichte  ist  und  überall  dieselbe  Spannung  T  hat ,  wenn  auf 
jeden  seiner  Puncte  in  der  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  r 
von  der  hohlen  nach  der  erhabenen  Seite  der  Curve  eine  Kraft 
P  =  T:r  wirkt  (§,  279) ,  so  bewegt  sich  auch  ein  Körper  in  irgend 
einer  gegebenen  Curve  mit  constänter  Geschwindigkeit  r,  wenn  ihn 
in  der  Kichtung  des  Krümmungshalbmessers  r  von  der  erhabenen 
nach  der  hohlen  Seite  eine  beschleunigende  Kraft  Q  treibt,  von  der 
Grösse,  dass  Q  :  v  =  v  .Tj  also  Q  =  p* :  r  ist. 

Ein  merkwürdiges  Beispiel  gewährt  noch  die  vorzugsweise  so 
genannte;  Kettenlinie.  Da  bei  dieser  die  auf  die  einzelnen  Puncte 
wirkenden  Kräfte  von  gleicher  Grösse  und  einander  parallel  sind, 
so  wird  sich  ein  Körper  in  einer  Kettenlinie  bewegen,  wenn  die  be- 
schleunigende Kraft  Q  sich  parallel  bleibt,  und  Q  :  c  constant,  also 
Q  proportional  mit  v  ist.  Hieraus  und  aus  den  übrigen  beim  Gleich- 
gewichte einer  Kette  vorkommenden  Umständen  folgern  wir: 
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Wird  ein  Körper  von  einer  vertical  nach  oben  gerichtete^i  und 
seiner  jedesmaligen  Geschwindigkeit  proportionalen  beschleunigenden 
Kraft  getrieben,  so  beschreibt  er  eine  verttcale  Kette7ilinie,  deren  Schei- 
tel ihr  tiefster  Punct  ist  Dabei  ist  die  Geschtvindigkeit  des  Körpers 
der  Spannung  der  Kette,  aUo  der  Secanie  des  Winkels  proportional, 
den  eine  die  Curve  Berührende  mit  dem  Horizonte  macht  (§.  287). 

Weil  übrigens  im  Seheitel  T  ^=  g  :h  ist  (§.  291) ,  wo  g  die  jetzt 
constante  Kraft  P  ausdrückt,  so  ist  im  Scheitel  der  durch  Bewegung 
erzeugten  Kettenlinie:  v  =  Q.vh,  folglich  t?*  :  Q  =  1  :  ä,  d.  h.  das 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel,  dividirt  durch  die  beschleu- 
nigende Kraft  daselbst,  gibt  den  Parameter  der  Kettenlinie. 

Sehr  leicht  kann  man  sich  von  diesen  Resultaten  auch  durch 
unmittelbare  Rechnung  überzeugen.  Man  hat  nämlich  für  die  vor- 
ausgesetzte Kraft,  wenn  man  ihre  Richtung  mit  der  Axe  der  y  pa- 
rallel annimmt,  die  Grundgleichungen: 

d^x       ,,  d^y  ads 

dt*        "  '         dt*        ^^         dt    ' 

folglich,  wenn  man  integrirt : 

dz        .  dy  .  111.  bds 

-77  =  0  ,         -i^  =  fl«  +  c  ,         und  daher         v  =  -^ —  , 
dt  dt  dx 

woraus  die  Proportionalität  der  Geschwindigkeit  mit  der  Secante  der 
Neigimg  der  Berührenden  fliesst.  Setzt  man  ferner  c  =  0,  rechnet 
also  den  Bogen  s  von  dem  Puncto  an,  in  welchem  dy  =  0,  mithin 
die  Berührende  horizontal  ist,  so  kommt: 

dy as 

dx         b 

Dieses  ist  aber  die  Differentialgleichung  einer  Kettenlinie,  deren 

Parameter  gleich    b\a,    und    deren  Scheitel   ihr    tiefster    Punct    ist 

(§.  288).    Weil  daselbst  dy  =  0,  und  daher  ds  =^  dx ,  also  v  =  b,  so 

ds 
ist  im  Scheitel  Q  =  a  -75  =  «  *,  mithin  t>*  :  Q  =  b:a,  also  gleich  dem 

Parameter,  —  gleichfalls  übereinstimmend  mit  dem  Obigen. 

§.  299.  Auf  eben  die  Art,  wie  man  vom  Gleichgewichte  eines 
Fadens  zur  Bewegung  eines  Körpers  übergehen  kann,  lässt  sich  auch 
immer  aus  irgend  einer  krummlinigen  Bewegung  eines  Körpers  auf 
das  Gleichgewicht  eines  ebenso  gekrümmten  Fadens  schliessen.  Denn 
so  wie  in  §.  297  aus  dem  Gleichgewichte  der  auf  den  Punct  A  (vergl. 
Fig.  83  auf  p.  430)  nach  den  Richtungen  AA„  AB  und  AA'  wirkenden 
Kräfte  T,,  P.  AA'  und  T  gefolgert  wurde,  dass  ein  Körper,  der  sich 
nach  A,A  mit  einer  Geschwindigkeit  v,  =  cT,  bewegt,   und  dem  in 
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A  nach  der  Richtung  BA  eine  Gesc-Li^-indigkeit  Qdi  =  cP .  AA' 
mitgetheilt  wird,  nach  A A'  mit  einer  Geschwindigkeit  t  =  cT  fort- 
geht, wo  c  eine  Constante  und  dt  das  Zeitelement  bezeichnet,  in 
welchem  der  Körper  das  Raumelement  AA'  {=  rdt  zurücklegt:  so 
kann  auch  umgekehrt  daraus,  '.dass  r  die  Resultante  der  Geschwin- 
digkeiten r,  und  Qdt  ist.  auf  das  Gleichgewicht  zwischen  T,,  P .  AA' 
und  T  geschlossen  werden.  So  wie  femer  die  Bewegung  eines  Kör- 
pers durch  ihre  anfängliche  Richtung  und  Geschwindigkeit  und 
durch  die  beschleunigende  Kraft  vollkommen  bestimmt  ist,  so  ist  es 
auch  die  Gestalt  eines  Fadens  und  die  Spannung  in  jedem  Puncte 
desselben,  wenn  für  eines  seiner  Elemente  die  Lage  und  die  Span- 
nung desselben,  für  alle  a^er  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  gegeben 
sind.  Hiernach  lässt  sich  der  in  §.  297  erhaltene  Satz  folgender- 
s:estalt  umkehren: 

Betrefft  sich  ein  Körper,  durch  eine  heschleuniffende  Kraft  getrieben, 
80  ist  ein  Faden  in  der  vom  Körper  beschriebenen  Carte  im  Gleich- 
ffeicichte  und  seine  Spannung  an  Jeder  Stelle  der  Geschwiitdigkeit  des 
Körpers  proportiofial ,  tcenn  ein  Element  des  Fadens  mit  einem  Ele- 
mente der  Bahn  des  Körpers  zusammenfallt,  tcefin  die  Kraft  am  Faden 
überall  die  entffegengesetzte  Richtung  der  beschleunigenden  Kraft  hat, 
und  wenn  (PT:  Q  =  T*  :c*y  d.  h.)  das  Product  aus  der  Kraft  am 
Faden  in  die  Spannung  zu  der  beschleunigenden  Kraft  in  einem  cofh- 
sfanten  Verhältnisse  steht,  welches  dem  Doppelten  des  constanten  Ver- 
hältnisses der  Spannung  zur  Geschtcindigkeit  gleich  ist. 

So  T\'issen  wir  z.  B.,  dass  ein  Körper  unter  Einwirkung  der  con- 
stanten und  vertical  nacli  unten  gerichteten  Schwerkraft  eine  Parabel 
boscliroibt,  d(?ren  Scheitel  ihr  oberster  Punct  ist,  dass  die  Geschwin- 
digkeit in  jedem  Puncte  der  Parabel  der  Secante  des  Winkels  pro- 
portional ist,  den  die  daselbst  an  sie  gezogene  Berührende  mit  dem 
Horizonte  macht,  und  dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  im 
Scheitel,  dividirt  durch  die  Schwerkraft,  dem  halben  Parameter  der 
Parabel  gleich  ist. 

Mithin  tcird  auch  ein  Faden  in  der  Gestalt  einer  terticalen  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  ihr  oberster  Punct  ist,  im  Gleichgetcichte  sein, 
v:cnn  auf  jeden  seiner  Puncte  eine  vertical  7iach  oben  gerichtete,  der 
Spannung  umgekehrt  proportionale ,  Kraft  tcirkt.  Dabei  wird  die 
Spannung  Jedes  Elements  proportional  der  Secante  des  Winkels  des 
Elements  mit  dem  Horizonte  sein,  und  die  Spannu7ig  im  Scheitel,  divi- 
dirt durch  die  Kraft  im  Scheitel,  [T :  P  =  r^  :  Q),  wird  den  halben 
Parameter  geben. 

Wollen  ^vir  uns  von  diesen  Resultaten  unmittelbar  überzeusren, 
so  dürfen  wir  nur  zu  den  Formeln  in  §.  2S7 
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fYd8  =  A^    und     T=  — ^~ 

(ix  dx 

zurückgehen,  welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  eines  Fadens  he- 
ziehen,  auf  dessen  Puncte  mit .  der  Axe  der  y  parallele  Kräfte  1' 
wirken.  Hiervon  drückt  schon  die  zweite  Gleichung  das  Gesetz  der 
Spannung  aus.  Da  ferner  nach  der  jetzigen  Hypothese  Y  umge- 
kehrt proportional  mit  T  sein  soll,  so  kommt,  wenn  wir  demgemäss 
Y  =^  ü\T  setzen : 

und  nach  nochmaliger  Integration: 

A^y  =  C  +  ABx  —  \ax^  , 
odnr 

A^y  =  —  Jaa:*  . 

wenn  wir  den  Punct  der  Curve ,  in  welchem  dy :  dx  =  0  ist,  zum 
Anfangspuncte  der  Coordinaten  nehmen.  Dieses  ist  aber  die  Gleichung 
für  eine  Parabel,  welche  einen  Parameter  gleich  2A* :  a  und  eine 
mit  der  Axe  der  y  parallele  Axe  hat,  und  deren  Schenkel  nach  der 
negativen  Seite  der  Axe  der  y  gerichtet  sind,  wenn  a  positiv,  d.  h, 
wenn  die  Kräfte  nach  der  positiven  Seite  derselben  Axe  gerichtet 
sind. 

Weil  endlich  im  Scheitel  ds^^dx,  und  folglich  daselbst  die 
Spannung  T  =  —  A  und  die  beschleunigende  Kraft  Y  =  —  a:  A 
ist,  so  findet  sich  der  halbe  Parameter  gleich  A:(a:  A),  d.  i.  gleich 
der  Spannung  im  Scheitel,  dividirt  durch  die  beschleunigende  Kraft 
<laselbst,  wie  vorhin. 

§.  300.  Wenn  in  dem  Bisherigen  die  auf  das  Element  des 
Fadens  ds  wirkende  Kraft  gleich  Pds  gesetzt  >vurde,  und  wenn,  wie 
es  gewöhnlich  ist,  unter  P  die  Gesammt^virkung  auf  eine  Masse 
gleich  1  verstanden  wird  (§.  2S6),  so  hat  man  sich  die  Masse  des 
Fadens  seiner  Länge  nach  gleichförmig  vertheilt  zu  denken,  so  dass 
Theile  von  gleicher  Länge  auch  der  Masse  nach  einander  gleich 
«ind.  Ist  aber  die  Masse  ungleichförmig  vertheilt,  so  ist,  bei  gleicher 
Bedeutung  von  P,  die  auf  das  Element  ds  wirkende  Kraft  gleich 
Pgeds  zu  setzen,  wo  geds  die  Masse  des  Elements  ausdrückt 
(ebendas.). 

Mit  Anwendung  eines  solchen  Fadens  von  ungleichförmig  ver- 
Iheilter  Masse  lässt  sich  der  in  §.  299  von  der  Bewegung  auf  das 
Gleichgewicht  gemachte  Schluss  auf  eine  etwas  andere  Weise  bilden. 
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Denn  weil  jetzt  Pgeds  mit  Qdt  in  constantem  Verhältnisse  sein 
muss  (§.  299),  so  können  wir  geradezu  P  mit  Q  proportional  setzen, 
wenn  wir  noch  qeds  mit  dt,  d.  h.  die  Masse  des  Fadenelements 
mit  dem  Z^itelemente ,  also  überhaupt  die  Masse  jedes  Theiles  des 
Fadens  mit  der  Zeit,  in  welcher  dieser  Theil  vom  Körper  beschrieben 
worden,  proportional  annehmen,  und  wir  erhalten  damit  den  Satz: 

Auls  Jeder  Bewegung  eines  durch  eine  beschleunigende  Kraft  ge- 
triebenen Körpers  kann  man  ein  Gleichgewicht  an  einem  Faden  ableiten^ 
indem  man  die  vom  Körper  beschriebene  Curve  die  Fadencurve  sem 
lässL  die  Masse  jedes  Fadentheils  der  Zeit^  in  welcher  er  vom  Körper 
durchlaufen  tcird,  proportional  annimmt  und  auf  jeden  Punct  des 
Fadens  eine  der  den  Körper  daselbst  beschleunigenden  Kraft  propor- 
tionale Kraft  nach  entgegengesetzter  Richtung  wirken  Vdsst.  Dabei  ist 
die  Spannung  des  Fadens  in  constantem  Verhältnisse  mit  der  Geschwin- 
digkeit des  Körpers. 

Wenn  daher  ein  in  zwei  Puncten  aufgehängter  Faden  die  Gestalt 
einer  verticalen  mit  ihrem  Scheitel  nach  unten  gekehrten  Parabel  hat, 
undy  (weil  bei  der  parabolischen  Wurfbewegung  die  Zeiten  sich  wie 
die  horizontalen  Projectionen  der  durchlaufenen  B(%en  verhalten], 
wenn  das  Getdcht  jedes  Fadentheiles  in  constaMem  Verhältnisse  zur 
horizontalen  Proj'ection  des  Theiles  steht  ^  so  ist  der  Faden  unter  der 
Einwirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte. 

Zu  noch  einem  Beispiele  mögen  uns  die  um  die  Sonne  laufen- 
den Planeten  dienen.  Jeder  Planet  bewegt  sich  in  einer  Ellipse,  in 
deren  einem  Brennpuncte  sich  die  Sonne  befindet;  und  diese  Be- 
wegung geht  dergestalt  vor  sich,  dass  die  von  der  Sonne  bis  zum 
Planeten  gezogene  gerade  Linie  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  der 
Ellipse  überstreicht.  Hieraus  folgerte  Newton,  dass  die  Sonne  den 
Planet  mit  einer  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  propor- 
tionalen Kraft  anzieht,  und  wir  können  daher  schliessen: 

Hat  ein  in  sich  zurücklaufender  Faden  eine  elliptische  Form,  und 
ist  die  Masse  jedes  seiner  Theile  der  Fläche  propo7'tional ,  welche  von 
dem  Theile  wid  den  von  seinen  Endpufwten  nach  dem  einen  Brenn- 
puncte der  Ellipse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird,  und  wirkt  ab- 
wärts von  demselben  Bre?inpu?icte  auf  Jeden  Pu?ict  des  Fadens  eine 
Kraft,  die  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Faden- 
punetcs  vom  Brennpuncte  verhält ,  so  herrscht  Gleichgetvicht.  Dabei 
ist  die  Spannung  des  Fadens  in  j'edem  Puncte  umgekehrt  dem  Perpen- 
dikel proportional,  welches  auf  eine  die  Ellipse  in  dem  Puncte  Be- 
rührende von  dem  Brennpuncte  gefällt  wird. 
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§.  301.  Untersuchen  wir  zuletzt  noch  den  Fall,  wenn  der  im 
Gleichgewichte  befindliche  Faden  und  der  sich  bewegende  Körper 
nicht  vollkommen  frei,  sondern  auf  einer  gegebenen  Fläche 
beweglich  sind.  Ist  ein  Faden  auf  einer  unbeweglichen  Fläche  zu 
verharren  genöthigt,  und  ist  er  dabei  unter  dem  Einflüsse  der  Kräfte 
P  im  Gleichgewichte,  so  kann  man  ihn  auch  als  einen  frei  beweg- 
lichen ansehen,  auf  welchen  überall  noch  eine  dem  Drucke  der 
Fläche  gleiche  Kraft  2?,  normal  auf  der  Fläche,  wirkt.  Dieses  Gleich- 
gewicht zwischen  allen  P  und  R  kann  aber  dynamisch  durch  eine 
in  der  Fadencurve  frei  vor  sich  gehende  Bewegung  dargestellt  werden, 
welche  eine  mit  der  Spannung  T  des  Fadens  proportionale  Geschwin- 
digkeit t?  hat  und  durch  zwei  beschleunigende  mit  PT  und  RT 
proportionale  Kräfte  —  Pt'^ :  T  und  —  Rv'^ :  T  erzeugt  wird.  Setzen 
wir  nun  bei  dieser  Bewegung  die  unbewegliche  Fläche  wieder  hinzu, 
so  T\ird  damit  einerseits  die  Bewegung  nicht  gehindert,  weil  die 
Fläche  die  Curve  des  Fadens  enthält,  und  mit  dieser  die  Bahn 
des  Körpers  identisch  ist.  Andererseits  aber  können  wir  die  auf  der 
Fläche  normale  Kraft  —  Rv* :  T  weglassen,  und  es  leuchtet  somit 
ein,  dass  der  Satz  in  §.  297  auch  dann  noch  vollkommene  Anwen- 
dung erleidet,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Fadens  und  die  des  Kör- 
pers auf  eine  unbewegliche  Fläche  beschränkt  sind. 

Mittelst  derselben  Schlüsse,  nur  in  umgekehrter  Folge  geordnet, 
erhellt,  dass  unter  der  Beschränkung  der  Beweglichkeit  durch  eine 
Fläche  auch  die  Sätze  in  §.  299  und  §.  300,  wo  von  der  Bewegung 
auf  das  Gleichgewicht  geschlossen  wird,  noch  ihre  Richtigkeit  haben. 
Nur  ist  hinsichtlich  dieses  Falles  sowohl,  als  des  vorigen,  noch  zu 
bemerken,  dass  ebenso,  >vie  die  Kraft  am  Faden  die  entgegengesetzte 
Richtung  der  den  Körper  beschleunigenden  Kraft  haben  muss,  auch 
der  Druck  der  Fläche  auf  den  Faden  und  der  auf  den  sich  be- 
wegenden Körper  einander  entgegengesetzt  sein,  und  folglich  Faden 
und  Körper  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche  sich  befinden 
müssen. 

So  wie  daher  z.  B.  ein  über  eine  erhabene  Fläche  gespannter 
Faden,  auf  welchen  keine  anderen  Kräfte,  als  die  einander  gleichen 
Spannungen  an  seinen  Enden  wirken,  auch  in  jedem  anderen  Punctc» 
eine  diesen  Spannungen  gleiche  Spannung  hat  und  auf  solche  Weise 
liegt,  dass  er  selbst,  oder  doch  genugsam  kleine  Theile  desselben, 
die  kürzesten  Linien  sind,  die  sich  zwischen  ihren  Endpuncten  auf 
der  Fläche  ziehen  lassen  (§.  272),  so  geht  auch  auf  einer  hohlen 
Fläche  ein  durch  keine  beschleunigende  Kräfte,  sondern  bloss  durch 
einen  anfänglichen  Stoss  in  Bewegung  gesetzter  Körper  mit  constanter 
Geschwindigkeit  und  auf  dem  kürzesten  Wege  fort. 
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Sei,  um  auch  ein  Beispiel  fiir  den  umgekehrten  FaD  zu  geben, 
der  Weg  bekannt,  den  ein  durch  die  Schwerkraft  getriebener  Körper 
auf  der  oberen  Seite  einer  krummen  Fläche  durchläuft.  Seine  an- 
fängliche Geschwindigkeit  sei  gleich  Null,  wonach  seine  Geschwin- 
digkeit in  jedem  anderen  Puncto  der  Quadratwurzel  aus  dem  durch- 
laufenen, in  verticaler  Richtung  geschätzten  W^e  proportional  ist. 
Dreht  man  nun  die  Fläche  um  eine  horizontale  Axe  halb  herum  iind 
legt  auf  der  jetzt  nach  oben  zu  gewendeten  Seite  über  die  Bahn  des 
Körpers  einen  gleichförmig  dicken  Faden,  dessen  Dichtigkeit  in  jedem 
Puncte  sich  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzel  aus  dem  Abstände 
des  Punctes  von  einer  durch  den  Anfangspunct  der  Bewegung  ge- 
legten horizontalen  Ebene  verhält*),  so  wird  der  Faden,  nachdem 
zuvor  sein  oberster  Punct  festgemacht  worden,  unter  Einwirkung  der 
Schwerkraft  im  Gleichgewichte  sein,  und  seine  Spannung  wird  sich 
überall  umgekehrt  wie  seine  Dichtigkeit  verhalten. 

§.  302.  Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Gleichgewichte 
eines  Fadens  und  der  Bewegung  eines  Körpers,  dessen  Grund  vrir 
im  Vorigen  durch  geometrische  Betrachtungen  uns  verdeutlichten, 
kann  auch  sehr  einfach  mit  Hülfe  der  Analysis  dargestellt  werden. 

Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Fadens,  wenn  auf 
jedes  Element  ds  desselben  die  Kraft  Pds  oder  {Xdsj  Yds,  Zds) 
wirkt,  und  T  die  Spannung  des  Elements  ist,  sind  nach  §.  2S0: 

Dagegen  sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Körpers,  auf 
welchen  die  beschleunigende  Kraft  Q  oder  (X',   Y',  Z')  wirkt: 

^=X',  ...      oder       -^-=fX'dt,„. 

d.  i. 

—  fX'dt  +  d'{^  =0,...  , 
•^  ds  ' 

wenn  v  die  Geschwindigkeit,  gleich  ds :  dt ,  bezeichnet. 

So  wie  daher  beim  Gleichgewichte  eines  Fadens  die  stets  nach 
der  Tangente  der  Fadencurve  gerichtete  Spannung,  wenn  man  sie 
nach  den  drei  Coordinatenaxen  zerlegt,  durch  die  Integrale  — f  Xds. 
— f  YdSj  — f  Zds  ausgedrückt  ^Wrd,  so  führt  bei  der  Bewegung  eines 


*)  Denn  weil  bei  dieser  Vergleichung  dt  proportional  mit  ^ads  gesetzt  "wird 
§.  300,,  und  weil  der  Faden  gleichförmig  dick,  also  £  constant  sein  soll,  so  >\ird 
Q  oder   die  Dichtigkeit  proportional   mit  dt-.ds,  d.  i.  umgekehrt  proportional  mit 
der  Geschwindigkeit. 
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Körpers  die  Zerlegung  der  Geschwindigkeit,  welche  ihrer  Natur  nach 
die  tangentiale  Richtung  der  vom  Körper  beschriebenen  Curve  hat, 
zu  den  drei  Integralen:  yx'f/^,  ....  Ist  folglich  die  Fadencurve 
einerlei  mit  der  vom  Körper  beschriebenen,  so  ist  für  einen  und 
denselben  Punct  der  Curve  und  bei  gehöriger  Bestimmung  der  durch 
die  Integration  hinzukommenden  Constanten: 

fXds  _  fYds  _  fZds   __T 
fX'dt~  fY'dt~JZ'di~       t?    * 

Setzen  wir  daher  noch  für  jeden  Punct  die  Geschwindigkeit  auf 
der  einen  der  Spannung  auf  der  anderen  Seite  proportional,  also 
t?  =  c  T,  so  wird  auch 

.  fX'dt  =  —  cfXd8,   ...  , 

folglich 

X*dt  =  —  cXdSj  ...  , 

d.  i. 

Xf    _^_  -yr 

Die  Richtungen  von  (X,  Y,  Z)  und  (X',  Y',  Z'),  d.  i.  von  P  und  Q, 
fallen  mithin  in  dieselbe  Gerade,  und  es  ist  Q  =  —  cPv,  also  Q :  v 
mit  P,  und  Pv  oder  PT  mit  Q  proportional.  Endlich  erhält  man 
durch  Elimination  von  c  aus  den  Gleichungen  o  =  c  2'  und  Q  =  —  cPv 
die  Proportion: 

Q:v^  =  —  P:T  . 

•  -      •       .  » 

Ebenso  lässt  sich  analytisch  auch  der  Fall  behandeln,  wenn  die 
Eeweglichkeit  des  Fadens  und  die  des  Körpers  auf  eine  Fläche  be- 
schränkt sind,  was  ich  aber  weiter  zu  erörtern  für  überflüssig  halte, 
da  der  hier  zu  nehmende  Gang  dem  vorigen  ganz  ähnlich  ist. 


§.  303.  In  Bezug  auf  die  Bewegung  eines  Systems  von  Kör- 
pern gibt  es  in  der  Dynamik  einige  Sätze,  die  unmittelbar  aus  den 
allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung  folgen  und  unter  den  Namen 
des  Princips  der  Flächen,  des  Princips  der  lebendigen 
Kräfte  und  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  bekannt 
sind.  Diese  Sätze  können,  wenn  es  sich  um  eines  Körpers  Be- 
wegung handelt,  folgendergestalt  ausgesprochen  werden: 

I.  Ist  die  einen  Körper  beschleunigefule  Kraft  tiach  einem  unlt- 
teeglichen  Puncte  oder  Centrum  gerichtet^  so  beicegt  sich  der  Körper 
in  einer  das  Centrum   enthaltenden  Ebene,   und  die  vom  Centrum  bis 
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zum  Körper  gezogene  Gerade  beschreibt  dei'  Zeit  proportionale  Flächen, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  die  Geschwindigkeit  verhält  sich 
ifi  jedem  Puncte  der  BaJm  umgekehrt  tcie  das  Perpendikel,  welches 
vom  Cenirum  auf  die  durch  den  Punct  an  die  Bahn  gelegte  Tangente 
gefallt  wird. 

n.  Ist  (X,  y,  Z^  die  beschleunigende  Kraft  im  Puncte  (z,  y.  r),  wul 
Xdz  +  Ydy  +  Zdz^  d.  h.  das  Product  aus  dem  Kiemente  der  Bahn 
iti  die  nach  der  liichtung  des  Klements  geschätzte  beschleunigende  Kraft, 
ein  vollständiges  Differential^  so  kann  mit  Hülfe  des  Integrals  davon, 
und  wenn  man  zwei  Puncte  der  Bahn  kenntj  die  Differenz  der  Qua- 
drate der  Geschwindigkeiten  in  diesen  Puncten,  ohne  weitere  Kennt- 
niss  der  Balm  selbst,  angegeben  werden. 

III.  Unter  derselben  Bedingwig,  dass  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ein  voll- 
ständiges  Differential  ist,  ist  das  Integral  des  Productes  aus  dem  Quadrate 
der  Geschtcindigkeit  in  das  Differential  der  Zeit^  oder,  was  dasselbe 
ausdrückt,  das  Integral  des  Productes  aus  der  Geschwindigkeit  in  das 
Differential  des  Weges,  für  den  tcirklich  vom  Körper  beschriebenen 
Weg  ein  Minimum. 

Letztere  z\>'ei  Sätze  gelten  übrigens  auch  dann,  wenn  die  Be- 
wegung des  Körpers  auf  eine  unbewegliche  Fläche  beschränkt  ist. 

Zufolge  des  Zusammenhanges,  den  wir  jetzt  zwischen  der  Be- 
wegung eines  Körpers  und  dem  Gleichgewichte  eines  Fadens  kennen 
gelernt  haben,  müssen  nun  analoge  Sätze  aus  den  allgemeinen  Glei- 
chungen für  das  Fadengleichgewicht  hergeleitet  werden  können. 

§.  304.  Die  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht 
eines  frei  beweglichen  Fadens  sind  nach  (2*)  in  §.  2S2 

Xd8+Td^+UT=i)  , 
Yds+Tdr^  +r^dT=  i)  , 
Zds+TdC  +  ;dT=()  , 

wo  i",   /^,  L*  die  ebendaselbst  angegebene  Bedeutung  haben. 

Lassen  wir  nun  zuerst  die  Kräfte  (X,  Y,  Z)  nach  einem  und 
demselben  Puncte  O,  etwa  nach  dem  Anfangspuncte  der  Coordinaten, 
gerichtet  sein  und  setzen  daher  X  :  Y:  Z  =  x  :  y  :  z^  mithin 

yZ  —  zY=(},         zX  —  xZ  =  0,         xY—yX  =  i), 

so  kommt,  wenn  wir  in  diesen  drei  Gleichungen  für  X,  Y,  Z  ihre 
Werthe  aus  den  vorhergehenden  substituiren : 

T[ydX  —  zd,-)  +  {y:-z r) d T=<)  , 

d.  i.,  weil  ^dy  =  r^dz: 

d[T{y;-z,,)]=0  , 
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folglich 

T{y^  —  ZI])  =  einer  Constante  a  , 
und  ebenso 

T[zS  —  x;)  =  b  ,         T(xr^-y^)  =  c  , 
folglich 

ax  +  by  +  cz  =  0  , 

d.  h.  der  Faden  ist  in  einer  durch  den   Punct   0  gehenden  Ebene 
enthalten.     Da  femer  durch 


V(ydz  —  zdy)^  +  [zdx  —  xdzY  -\-  (xäy  —  ydx^ 

=  V(y  c  -  ^-j)*  +  («I  -  ^a*  -\-{^n-y^*-  <^« 

das  Doppelte  der  Dreiecksfläche  ausgedrückt  wird,  welche  0  zur 
Spitze  und  das  Curvenelement  ds  zur  Basis  hat,  so  kommt,  wenn 
man  diese  Dreiecksfläche  gleich  \qd8  setzt,  wo  daher  q  das  von  0 
auf  die  Verlängerung  von  d$  gefällte  Perpendikel  bezeichnet: 

Tq  =  Va"  +  6«  +  c«  . 

Dies  gibt  folgendes,  dem  Satze  I  entsprechende  Theorem: 

Wird  ein  Faden  durch  GentralkrUfte  im  Gleichgewichte  erhalteny 
so  liegt  er  in  einer  durch  das  Centrum  gehenden  Ebene,  und  seine 
Spannung  verhält  sich  in  jedem  Puncte  umgekehrt  toie  das  Perpen- 
dikel^ das  vom  Centrum  auf  die  durch  den  Punct  an  den  Faden  ge- 
legte Tangente  gefällt  tüird. 

Zusatz.  Die  Spannung  im  Puncte  M  des  Fadens  ist  daher 
auch  umgekehrt  proportional  mit  OM,  sin  qp,  wo  y  den  Winkel  von 
OM  mit  der  Berührenden  an  M  bezeichnet. 

Ist  das  Centrum  0  unendlich  entfernt,  so  werden  die  Kräfte 
einander  parallel.  OM  ist  alsdann  von  einem  Puncte  des  Fadens 
zum  anderen  als  constant  zu  betrachten,  und  daher  die  Spannung 
bloss  proportional  mit  1  :  sin  q).  Hiermit  kommen  wir  zu  den  schon 
in  §.  287  fiir  den  Fall  paralleler  Kräfte  erwiesenen  Sätzen  zurück: 
dass  der  Faden  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  und  dass  die  Spannung 
jedes  seiner  Elemente  umgekehrt  dem  Sinus  des  Winkels  proportional 
ist,  den  das  Element  mit  den  Kräften  bildet. 

§.  305.  Was  noch  die  Uebertragung  der  zwei  anderen  dyna- 
mischen Sätze  auf  das  Fadengleichgewicht  anlangt,  so  haben  wir 
bereits  in  §.  283,  a  gefunden,  dass 

Xdx+  Ydy  +  Zdz  +  dT=  0  . 

Ist  daher  Xdx+  Ydy  +  Zdz  das  vollständige  Differen- 
tial einer  Function  Vron  x,  y,  z,  und  sind  V^  und  V^  dieselben 
Functionen  der  Coordinaten  x^,  y^,  z^,  und  x^,  y,,  z^  irgend  zweier 
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Puncte  J/^  und  J/,  der  Fadencurve.  T^  und  T»  die  Spannungen  da- 
{»elbst.  so  kommt,  wenn  man  von  Jl/,  bis  J/^  integrirt: 

Man  kann  daher,  wenn  man  die  Function  V  U9id  ton  irgend  ztcti 
Puncten  der  Fadencurve  die  Coordinaten  kennt,  die  Differenz  zuriarhen 
den  daselbst  herrschenden  Spannungen  bestimmen. 

Dies  ist  demnach  der  entsprechende  Satz  von  ü.  Ein  dazu 
gehöriges  Beispiel  gibt  uns  die  Kettenlinie,  bei  welcher  die  Diffe- 
renz der  Spannungen  der  Differenz  der  verticalen  Coordinaten  pro- 
portional ist  (§.  292,  c). 

Man  ziehe  jetzt  von  J/^  bis  M^  eine  beliebige  Curve  /  und  be- 
stimme für  jeden  Punct  (a:,  y,  z)  derselben  den  Werth  von  V  nach 
der  nämlichen  Gleichung 

nach  welcher  beim  Faden  selbst  aus  der  Spannung  T^  in  J/,  die 
jedes  anderen  seiner  Puncte  gefunden  werden  kann.  Mit  diesen 
Werthen  von  T,  welche  in  J/,  und  J/^,  so  wie  in  jedem  anderen 
Puncte,  den  die  Curve  /  mit  der  des  Fadens  zufällig  gemein  hat, 
für  beide  Curven  gleich  gross  sein  werden,  berechne  man  für  die 
Curve  /  von  Jtf|  bis  M^  das  Integral  y  TrfÄ,  so  wird  dieses,  wenn 
die  Curve  die  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Fadens  selbst  ist, 
seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth  haben. 

Der  Beweis  hiervon  ist  ebenso,  wie  der  des  entsprechenden 
Satzes  III,  durch  Variationsrechnung  zu  führen.  Mau  lässt  nämUch 
die  willkürlich  von  3/j  bis  J/,  gezogene  Curve  /,  ohne  dass  diese 
zwei  Puncte  ihre  Grenzen  zu  sein  aufhören,  sich  um  ein  unendlich 
Weniges  ändern  und  zeigt  nun,  dass  die  dadurch  entstehende  Aen- 
derung  d/Tds  des  Integrals  dann  gleich  Null  ist,  wenn  diese  Cu^^•e 
mit  der   des   Fadens   zusammenfällt.     Die   Rechnung   steht  also.    — 

Zuerst  ist: 

[h)  öfTds=fd.Tds  , 

und 

d.Tds  =  ÖT.ds+Töds  . 

Wegen  (</)  aber  hat  man: 

Ol  =  —  oV  = =—  ox  —    r-  oij r—  oz  , 

dx  dy      "^        dz 

und  weil 

dV_  iK-v         'IL- 7 

dx  ~       '      </y  "~      '       dz  "       ' 

ÖT=  —  Xöx  —  Yöxj  —  Zöz  . 
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Ferner  ist 

d6*  =  dx*  +  d\/  +  dz^  , 
und  daher 

dadds  =  dxödx  +  dyödy  +  dzddz  , 
d.  i. 

5ds  =  ^ddx  +  r^ddy  +  'Zödz  (§.  282)  , 

8ds  =  ^dös  +  r^döy  +  ^rfdr  . 
Hiermit  wird 

(r)       d.  re/5  =  — XrfÄda:— ...  +  2"?^/5a;+ ...   . 

Ist  nun  die  zu  variirende  Curve  die  Fadencurve,  so  ist 

Xds  =  —  d(TS)  ,    ... 

und  daher  in  diesem  Falle 

[d]  d.  Tds  =  d(T£)öx+  ...  +  T^ddx  +  ..,  =  d[T^dx)  +  ...  . 

Hieraus  folgt  nach  [b)  durch  Integration: 

d/Tds  =  TSSx  +  Tr^dy  +  Ti:dz  +  Const.  , 

und  wenn  man  das  Integral  von  3/^  bis  M^  erstreckt  und  die  Werthe 
von  T^f  Tfjj  Tt  in  3/,  und  M^  resp.  durch  A^^  B^,  C,  und  -4,, 
J5j,  C^  bezeichnet: 

8fTdx  =  A^8x^  —  A,8x,  +  B^Sy^  —  B,dy,  +  C,<Jr,  —  C^dz,  . 

Dieses  Aggregat  ist  aber  gleich  Null,  weil  die  Puncte  M^  und 
3/,  unveränderlich  sein  sollen  und  daher  8x^y  62\^  dy^y  ...  gleich 
Null  sind.  Mithin  ist  das  Integral  f  T d s  ^  wenn  die  Grenzen  des- 
selbeji  zwei  bestimmte  Puncte  der  Fadencurve  sind,  und  wenn  die  Curve^ 
auf  welche  es  bezogen  wird,  die  Fadencurve  seilst  ist,  ein  Maximum 
oder  Minimum, 

§.  306.  Ebenso,  wie  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  und 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  nicht  bloss  für  einen  sich  frei 
bewegenden  Körper  gelten,  sondern  auch  dann  noch  Anwendung 
leiden,  wenn  die  Bewegung  des  Körpers  auf  eine  gegebene 
Fläche  beschränkt  ist,  so  .  behalten  die  in  §.  305  be^viesenen, 
jenen  Principien  analogen  Sätze  auch  dann  noch  ihre  Gültigkeit, 
wenn  der  Faden  über  eine  Fläche  gespannt  ist. 

Für  den  ersten  derselben  geht  dieses  unmittelbar  daraus  hervor, 
dass  die  Gleichung 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  dT=0  , 

aus  welcher  gefolgert  wurde,  nach  §.  285  auch  bei  einem  auf  einer 
Fläche  beweglichen  Faden  stattfindet. 

Rücksichtlich  des  zweiten,  das  Maximum  und  Minimum  von 
f  Tds  betreffenden  Satzes  ist  zu  bemerken,  dass  bei  seiner  Anwen- 
dung auf  einen   über   eine  Fläche  gespannten  Faden  die  von  einem 
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Puncte  A  der  Fadencurve  bis  zu  einem  anderen  B  derselben  beliebig 
zu  ziehenden  Curven  nur  solche  sein  dürfen,  die  in  der  Fläche  selbst 
enthalten  sind.  Ist  nun,  wie  in  §.  284,  F=0  die  Gleichung  der 
Fläche,  sind  «,  r,  w  die  partiellen  Differentialquotienten  von  F  nach 
Xy  f/y  z,  dividirt  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  ihrer  Quadrate, 
und  bezeichnet  H  den  Druck  der  Fläche  auf  den  Faden,  so  hat  man 
gegenwärtig  in  der  Gleichung  (c)  des  §.  305,  wenn  die  zu  vari- 
irende  Curve  die  Fadencurve  selbst  sein  soll,  —  Ruds  —  d{T^)  für 
XdSj  u.  s.  w.  zu  setzen  (§.  2S4).  Hierdurch  kommen  in  der  Glei- 
chung (d)  rechter  Hand  noch  die  Glieder  Rds  [u6x  +  vdy  -|-  tcdz] 
hinzu,  die  sich  aber  gegenseitig  aufheben,  weil  die  Variation  in  der 
Fläche  selbst  geschehen  soll,  und  folglich 

u8x  +  vdy  +  to8z  =•  0 

ist  (§.  285).  Die  Gleichung  [d)  bleibt  daher  xin verändert ,  und  es 
wird  mithin  auch  im  jetzigen  Falle 

ÖfTds  =  0  ; 

d.  h.  unter  allen  Werthen,  die  das  Integral  /  Trf^  für  die  verschie- 
denen auf  der  Fläche  von.  ^  bis  B  zu  ziehenden  Curven  erhält,  ist 
der  für  die  Fadencurve  selbst  der  grösste  oder  kleinste. 

Specielle  Folgerungen  aus  diesen  Sätzen  sind,  dass,  wenn  auf 
den  über  die  Fläche  gelegten  Faden  keine  anderen  Kräfte,  als  die 
Spannungen  an  beiden  Enden  wirken,  die  Spannung  überall  gleich 
gross  und  die  Fadencurve  die  kürzeste  Linie  ist,  die  von  dem  einen 
Ende  zum  anderen  auf  der  Fläche  gezogen  werden  kann.  Denn  als- 
dann sind  X,  Y,  Z  Null,  folglich  T  constant.  Hiermit  aber  \nii 
das  Integral  /  Tds  der  Länge  der  von  einem  zum  anderen  Ende  j?e- 
zogenen  Curve  selbst  proportional. 

§.  307.  Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  uns  noch  den  Satz, 
welcher  den  grössten  oder  kleinsten  Werth  des  Integrals 
von  Tds  betrifft,  an  einem  Beispiele  deutlich  zu  machen.  Wir 
wälilen  hierzu  die  Kettenlinie,  die  uns  bereits  in  §.  305  zur  Erläu- 
terung des  Gesetzes  von  den  Differenzen  der  Spannungen  diente. 

Beziehen  wir  eine  in  zwei  Puncten  A  und  B  aufgehängte 
schwere  Kette  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Axe 
der  y  vertical  nach  oben  gerichtet  ist,  und  dessen  horizontale  Ebene 
der  Xy  z  die  Directrix  der  von  der  Kette  gebildeten  Linie  enthält, 
so  ist  in  jedem  Puncte  (x,  j/,  z)  dieser  Linie  die  Spannung  T  mit  y, 
also  Tds  mit  yds  proportional.  Sind  folglich  eine  horizontale  Ebene, 
als  Ebene  der  x,  Zj  und  zwei  darüber  liegende  Puncte  A  und  B  ge- 
geben,  so  ist  es  unter  alleti  von  A  bis  B  zu  ziehenden  Curve/i  die  Ket- 
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tenlinie,   deren  Directrix  in  die  Ebene  fällt ,  für  welche   das  Integral 
fydsj   von  A  bis  B  genommen^    d.  h.   das  Product  aus  der  Länge 

(fds)  der  Curve  in  den  Abstand  y-F-^ — 1  ihres  Schwerptmctes  von  der 

Ebene^  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werlh  hat. 

Dasselbe  ergibt  sich  auch,  ^vie  gehörig,  durch  Variation  des  In- 
tegrals von  yds.     Es  ist  nämlich 

i  fyds  ^=fds5y  +fy[Sddx  +  rjddy  +  Kddz) 

=fdsdy  +  y[^8x  +  r^dy  +  töz) 

—f[d(y^)dx  +  d{yri)8y  +  d{yl)8z]  . 

Soll  mithin  das  Integral  yy(/^  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sein, 
so  hat  man  nach  den  bekannten  Regeln 

(1)  rf(y|)  =  0,        rf(yi?)-rf5  =  0,        d[yt)  =  0 

zu  setzen.     Hieraus  fliesst  durch  Integration: 

(2)      ydx  =  ads  ,         ydy  =  [b  -{'  s)  ds  y        ydz  =  cds  , 

folglich 

adz  =  cdx  , 

welches,  von  Neuem  integrirt, 

(3)  az  =  ex  •\-  c' 

gibt.  Addirt  mau  femer  die  Quadrate  der  drei  Gleichungen  (2),  so 
kommt  die  endliche  Gleichung 

y»  =  a»  +  (J  +  s)*  +  c*  , 

oder  einfacher,  wenn  man  a*  +  4*  +  c*  =y *  setzt  und  den  Bogen  s 
von  dem  Puncte  an  rechnet,  in  welchem  die  Tangente  horizontal, 
also  dy  :ds  =  0  ist: 

(4)  y*  =/*  +  **  • 

Man  multiplicire  noch  die  drei  Gleichungen  (1)  resp.  mit  f ,  r],  ?  und  addire 
sie,  so  findet  sich,  weil  ^  +  ij*  +  ^*  =  1  und  f  rf|  -{-rjdrj  -{-  ^d^  =  0  ist : 

dy  =  tjds  , 

d.  i.  eine  identische  Gleichung.  Von  den  drei  Gleichungen  (1)  ist 
daher  jede  eine  Folge  der  beiden  übrigen,  und  es  können  mithin 
irgend  zwei  von  einander  unabhängige  aus  (1)  fliessende  Gleichun- 
gen die  Stelle  dieser  drei  vertreten  und  als  das  Resultat  der  Rech- 
nung angesehen  werden.  Man  wähle  nun  (3)  und  (4)  zu  solchen 
zwei  Gleichungen.  Die  erstere  derselben  gibt  zu  erkennen,  dass  die 
gesuchte  Curve  in  einer  auf  der  Ebene  der  x,  z  normalen,  also  in 
einer  verticalen.  Ebene  enthalten  sein  muss.  Hiermit  in  Verbindung 
zeigt  die  letztere  Gleichung  (4)  an,  dass  die  Curve  eine  Kettenlinie 
ist,  deren  Directrix  in  der  horizontalen  Ebene  der  x,  z  liegt  (§.  290,  J). 
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Man  gewahrt  leicht,  wie  aus  der  hiermit  bewiesenen  Eigenschaft 
der  Kettenlinie   der  bekannte  Satz,   dass  der  Schwerpunct  einer  mit 
ihren  Endpuncten  befestigten  Kette  am  tiefsten  liegt,  wenn  sie,  frei 
hängend,  im  Gleichgewichte  ist,    als  specielle  Folgerung  hergeleitet 
werden  kann.     Denn  für  dieselbe  Curve,  für  welche  unter  allen  von 
A  bis  B  gezogenen  Curven   das  Integral  fyds  ein  Maximum  oder 
Minimum  ist,  muss   auch   unter  allen  Cun'en  von  A  bis  JB,   welche 
mit  ihr  gleiche  Länge  gleich  /  haben,  dasselbe  Integral,  folglich  auch 
fyds:  Ij  ein  Maximum  oder  Minimum  sein;  d.  h.  für  eine  mit  ihren 
Enden  in  A  und  B  aufgehängte  schwere  Kette  ist  unter  allen  Linien 
von  A  bis  JB,  welche  mit  der  Kette  gleiche  Länge  haben,  die  Höhe 
des  Schwerpunctes  über  der  horizontalen  Ebene,  welche  die  Directrix 
der  Kette  enthält,  mithin  auch  die  Höhe  über  irgend  einer  anderen 
horizontalen  Ebene,    ein  Maximum   oder  Minimum.     Die  Höhe  des 
Schwerpunctes  der  Kettenlinie   über  einer  horizontalen  Ebene  kann 
aber  nur  ein  Minimum   sein.     Denn   wird  ein   auch  noch  so  kleiner 
Theil  der  Kcttenlinie  um  die  Gerade,   welche  seine  Endpuncte  ver- 
bindet,   um   etwas  gedreht,    so   steigt  ersichtlich   sein   Schwerpunct, 
folglich  auch  der  Schweri)unct  der  ganzen  Liuie,  während  die  Länge 
der  Linie  unverändert  bleibt. 

Unier  allefi  Curven  von  gleicher  Länge ,  die  von  einem  gegebenen 
Punrte  zu  einem  ärgeren  gegebenen  gezogen  werden^  ist  demnach  die 
Kettenlinie  diejenige,  deren  Schwerpufict  am  tiefsten  liegt. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  eine  möglichst  einfache  Her- 
leitung der  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunctes  der 
Kettenlinie  eine  Stelle  finden. 

Bezeichnet  f  den  Parameter  der  Linie,  und  >vird  der  Bogen  v 
vom  Scheitel  an  gerechnet,  so  ist  nach  §.  29i>,  h  und  r: 

y*  — f^  =  s*         und         sdx  ■=  fdy  , 
folglich 

ydy  z=  sds  ,         ydx  =  fds  , 

sydy  =  s^  ds  =  {y^  —f^)ds  =  y-ds  —fydx  , 

^dy  =  yds  — fdx         und         d[iiy]  =  1yd s  —  fdx  . 

Ileissen  daher  r,  und  y^  die  (-oordinaten  des  Schwerpunctes 
von  5,  so  ist  (§.  111),  wenn  wir  bei  den  Integrationen  die  Constanten 
für  einen  vom  Scheitel  anfangenden  Bogen  5  bestimmen : 

^^1  ^fords  =  sx  —fifdx  =  sx  —fy  +/*   , 

^Vi  =fyds  =  {[ay  +fx)  . 

Hiermit  kann  aber  nach  §.111  auch  jedes  anderen  Bogens 
Schwerpunct  ohne  Mühe  gefunden  werden. 
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§.308.  Die  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem  gegebenen 
Puncte  (vergl.  Fig.  84)  bis  zu  einem  anderen  gegebenen  B  eine  Curve 
zu  ziehen,  für  welche  in  Bezug  auf  eine  gegebene,  mit  A  und  B  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  CDy  als  Axe  der  x,  das  Integral  y*yc^Ä 
ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ist,  kommt  nach  6. ,  307 
auf  die  Construction  "  einer 
Kettenlinie  hinaus,  welche 
durch  A  und  B  geht  und 
CD  zur  Directrix  hat.  Am 
leichtesten  lässt  sich  diese 
Construction  in  dem  beson- 
deren Falle  ausführen,  wenn 
A  und  J5  gleichweit  von  CD  Fig.  S4. 

entfernt  sind. 

Man  denke  sich  zu  dem  Ende  die  Kettenlinie  in  ihrer  natür- 
lichen Lage,  also  die  Ebene  AB  CD  vertical,  und  die  Gerade  CDy 
so  wie  auch  AB,  horizontal,  und  letztere  Gerade  oberhalb  der  er- 
steren.  Durch  den  Mittelpunct  E  der  AB  lege  man  eine  Verticale, 
welche  CD  in  F  treffe  und  den  Scheitel  der  zu  construirenden  Ket- 
tenlinie enthalten  wird.  , 

:  Man  beschreibe  nun  mit  einem  Parameter  von  beliebiger  Grösse 
und  zu  einer  willkürlich  gezogenen  Horizontalen  0  X,  als  Directrix, 
eine  Kettenlinie  SN,  •  Es  sei  S  der  Scheitel  derselben,  und  0  der  unter 
S  liegende  Punct  der  Directrix,  also  OS  der  Parameter.  Von  O 
ziehe  man  eine  Tangente  an  die  Kettenlinie,  und  N  sei  der  Berüh- 
rungspunct.  Man  ziehe  femer  FA  und  lege  durch  O  auf  derselben 
Spite  von  OSy  auf  welcher  iV  liegt,  eine  Gerade  OPj  welche  mit 
OS  einen  Winkel  gleich  BFA  mache. 

Ist  nun  erstens  dieser  Winkel  kleiner  als  SONj  so  wird  OP 
die  Kettenlinie  in  zwei  Puncten  schneiden ,  von  denen  der  eine  3f^ 
z\>'ischen  S  und  Nj  der  andere  M^  ausserhalb  SN  auf  der  Seite  von 
N  liegt.  Man  trage  alsdann  von  F  nach  E  zu  eine  Linie  FS^ ,  die 
sich  zu  FAy  wie  OS  zu  03/^,  verhält,  und  ziehe  von  S^  bis  A  eine 
dem  Bogen  SM^  ähnliche  Curve.  Hiernach  sind  die  mit  Bögen  be- 
grenzten Winkel  SOM^  und  S^FA  einander  ähnliche  Figuren,  und 
weil  SM^  der  Bogen  einer  Kettenlinie  ist,  welche  S  zum  Scheitel 
und  OS  zum  Parameter  hat,  so  wird  auch  S^A  der  Bogen  einer 
Kettenlinie,  S^  der  Scheitel  derselben  und  FS^  ihr  Parameter  sein. 
Dass  dieser  Bogen,  über  S^  hinaus  verlängert,  durch  B  gehen  wird, 
ist  von  selbst  klar.  Auf  gleiche  Weise  erhellt,  dass,  wenn  man  auf 
FE  von  F  nach   S^  die  vierte  Proportionallinie  zu    OJ/j,    OS  und 
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FA  trägt,  auch  die  durch  S^^  als  Scheitel,  und  mit  FS^^  als  Para- 
meter, zu  beschreibende  Kettenlinie  den  Puncten  A  und  B  begegnen 
wird.  Es  gibt  demnach  im  gegenwärtigen  Falle  zwei  Kettenlinien; 
welche  durch  A  und  B  gehen  und  CD  zur  Directrix  haben. 

Ist  zweitens  der  Winkel  BFA  dem  SON  gleich,  so  fällt  die 
Gerade  OP  mit  der  Tangente,  also  die  Puncte  M^  und  Jtf,  mit  X, 
zusammen,  und  es  gibt  nur  eine  die  Bedingung  der  Aufgabe  er- 
füllende Kettenlinie,  deren  Parameter  die  vierte  Proportionale  zu 
OiV,  OS  und  FA  ist. 

Findet  sich  aber  drittens  BFA  grösser  als  aSOjV,  so  wird  die 
Kettenlinic  SN  von  OP  in  keinem  Puncte  getroffen,  und  die  Lösung 
der  Aufgabe  ist  unmöglich. 

Die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  beruht  darauf,  dass  die  Ketten- 
linie zu  den  Curyen  gehört,  welche  nur  einen  Parameter  haben, 
und  dass  daher  alle  Kettenlinien  einander  ähnlich  sind.  Eben  des- 
wegen muss  auch  der  Winkel  SON,  auf  welchen  es  hier  besonders 
ankommt,  einen  für  alle  Kettenlinien  constanten  Werth  haben.  Um 
ihn  numerisch  zu  bestimmen,  erinnere  man  sich,  dass  p  oder  die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  eine  an  den  Endpunet 
(Tj  y)  des  Bogens  s  gelegte  Berührende  mit  der  Axe  der  x  macht, 
gleich  hs  ist  (§.  28S).  Geht  diese  Berührende  zugleich  durch  den 
Anfangspunct  0  der  Coordinaten ,  wie  ON,  so  ist  auch  p  =  y  :  x, 
und  man  hat  daher  für  den  Punct  N  die  Gleichung:  y  '=hxSj  oder, 
wenn  man  y  und  s  durch  x  ausdrückt  (§.  289  und  §.  290,  b) : 

und  wenn  man  hx=  u  setzt: 

[w+  l)e-"  =  (w—  l)e"  , 
oder 

log  (w  +  1)  —  log  [u  —  1)  =  2m  . 

Hieraus  aber  findet  sich  u=  1,19969, 

tang  XON=  hs  =  ^—^J- =  1,5088  =  tang  56°2S'  , 

also  SON=  33°  32'.  Man  kann  daher  durch  A  und  B  entweder  zwei, 
oder  nur  eine,  oder  keine  Kettenlinie  legen,  welche  CD  zur  Direc- 
trix hat,  jenachdem  der  Winkel  BFA  kleiner,  gleich  oder  grösser 
33°  32',  oder,  was  dasselbe  ausdrückt,  jenachdem  FBj  d.  i.  der  Ab- 
stand der  Horizontalen  AB  von  der  Directrix,  grösser,  gleich  oder 
kleiner  0,7544  AB  (=  | .  1,5088  AB)  ist. 

§.  309.  Ohne  die  Untersuchung  auf  den  Fall  auszudehnen, 
wenn  die  zwei  Puncte  A  und  B,  durch  welche   die  Kettenlinie  ge- 
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führt  werden  soll,  nicht  in  einer  Horizontalen  liegen,  wollen  wir 
nur  noch  die  Maxima  und  Minima  näher  betrachten,  welche  die 
so  eben  construirten  zwei  Kettenlinien  unter  der  einfachen  Annahme 
darstellen,  dass  alle  von  A  bis  B  zu  ziehenden  Gurren  gleichfalls 
Kettenlinien  in  ihrer  natürlichen  Lage  sind,  d.  h.  Kettenlinien,  deren 
Scheitel  sämmtlich  in  der  Verticalen  EF  und  in  deren  Verlängerung 
über  F  hinaus  liegen. 

Tritt  nun,  dieses  vorausgesetzt,  der  erste  jener  drei  Fälle  ein, 
und  können  daher  von  ^  bis  J5  zwei  verschiedene  Kettenlinien 
AS^B  \niAAS;^B  gezogen  werden,  welche  CD  zui  Directrix  haben, 
so  wird  unter  allen  von  A  bis  B  möglichen  Kettenlinien  die  eine 
jener  beiden  es  sein,  für  welche  das  Integral yyrf«  ein  Maximum, 
und  die  andere,  für  welche  es  ein  Minimum  ist,  indem  sonst,  wenn 
für  jede  von  beiden  Linien  das  Litegral  ein  Maximum  (Minimum) 
wäre,  zwischen  S^  und  S^  noch  der  Scheitel  einer  dritten  Ketten- 
linie liegen  müsste,  für  welche  das  Litegral  einen  kleinsten  (grössten) 
Werth  hätte,  also  einer  dritten,  deren  Directrix  gleichfalls  CD  wäre ; 
diese  dritte  ist  aber  nicht  möglich,  weil  die  Gerade  DP  die  Ketten- 
linie SN  in  nicht  mehr  als  zwei  Puncten  schneiden  kann. 

Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  jenes  Integral,  oder  das 
ihm  gleiche  Product  aus  der  Länge  der  Kettenlinie  in  den  Abstand 
ihres  Schwerpunctes  von  CD,  fiir  die  tiefer  hängende  Kettenlinie 
AS^B  ein  Maximum,  und  mithin  für  die  höhere  AS^B  ein  Mini- 
mum ist.  Denn  je  tiefer  der  Scheitel  einer  von  A  bis  B  gehenden 
Kettenlinie  liegt,  desto  tiefer,  und  dieses  ohne  angebbare  Grenze, 
liegt  offenbar  auch  der  Schwerpunct  derselben.  Bei  einem  genug- 
sam tief  unter  CD  liegenden  Scheitel  S  wird  daher  der  Schwerpunct 
in  CD  selbst  fallen,  und  mithin  jenes  Product  gleich  Null  sein.  Lässt 
man  nun  diese  Kettenlinie  in  Gedanken  immer  kürzer  werden,  so 
steigen  ihr  Scheitel  S  und  ihr  Schwerpunct,  letzterer  von  CD  an, 
in  die  Höhe;  das  Product  muss  folglich  positiv  werden,  also  wach- 
sen, und,  wenn  S  bis  S^  gekommen  ist,  seinen  grössten  Werth  er- 
reichen. —  Steigt  S  noch  höher,  so  nimmt  das  Product  wieder  ab, 
wird,  wenn  S  mit  S^  zusammenfällt,  ein  Minimum,  und  wächst  da- 
her von  Neuem,  wenn  S  von  S^  bis  E  zu  steigen  fortfährt. 

Fallen  S^  und  S^  zusammen,  und  gibt  es  mithin  nur  eine  durch 
A  und  B  zu  legende  Kettenlinie,  welche  von  CD  um  ihren  Para- 
meter absteht,  so  folgt  auf  die  Zunahme  des  Productes,  wenn  der 
Scheitel  S  von  F  bis  S^  rückt,  unmittelbar  die  weitere  Zunahme 
bei  der  Bewegung  des  Scheitels  von  S^  bis  E,  und  das  Maximum 
und  Minimum  fallen  daher  weg. 

Mdbins  Werice  m.  29 
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Auf  gleiche  Art  endlich  wächst  das  Product  fortwährend,  wenn 
A  und  B  der  CD  so  nahe  liegen,  dass  auch  jene  eine  Kettenlinie 
nicht  mehr  construirt  werden  kann. 


Achtes  Kapitel. 

Vom  Gleichgewichte  an  elastischen  Fäden. 


§.  310.  Wie  gleich  am  Anfange  dieses  Werkes  erinnert  worden, 
gibt  es  in  der  Natur  keinen  Körper,  dessen  Theilchen  vollkommen  fest 
mit  einander  verbunden  wären.  Vielmehr  ist  jeder  Körper,  den  wir  fest 
nennen,  zugleich  elastisch,  d.  h.  er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass, 
wenn  Kräfte  auf  ihn  einwirken,  seine  Gestalt  in  etwas  verändert 
wird,  eben  dadurch  aber  neue  Kräfte  erzeugt  werden,  welche  die 
anfängliche  Lage  der  Theilchen  gegen  einander  zurückzuführen  stre- 
ben, und  dieses  mit  desto  grösserer  Intensität,  je  mehr  die  g^;en- 
seitigen  Entfernungen  der  Theilchen  geändert  worden  sind.  Uebri- 
gens  halten  diese  neu  entstehenden  Kräfte  einander  das  Gleichge- 
wicht, indem  sonst,  wenn  die  Theilchen  des  Körpers  in  ihrer  neuen 
Lage  durch  unelastische  Bänder  mit  einander  verbunden  und  die 
äusseren  Kräfte  entfernt  würden,  die  damit  nicht  au%ehobeneii 
elastischen  Kräfte  den  Körper  in  eine  continuirliche  Bewegung 
setzen  würden,  welches  nicht  möglich  ist.  Eine  unmittelbare  Folge 
hiervon  ist,  dass  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
den  äusseren  Kräften  bei  elastischen  Körpern  dieselben,  als  wie  bei 
unelastischen  Körpern  sind. 

Bei  einem  Systeme  von  nur  zwei  Puncten  wird  demnach  die 
Elasticität  darin  bestehen,  dass,  wenn  die  gegenseitige  Entfernung 
der  Puncte  durch  Einwirkung  äusserer  Kräfte  vergrössert  oder  ver- 
ringert wird,  zwei  auf  sie  gleich  Pressungen  wirkende,  und  daher 
einander  gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kräfte  erzeugt  werden, 
welche  sie  im  ersteren  Falle  gegen  einander  treiben,  im  letzteren 
von  einander  zu  entfernen  streben.  Und  wenn  Kräfte,  welche  auf 
die  beiden  Puncte  wirken,  im  Gleichgewichte  sind,  so  muss  an  jedem 
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Puncte  besonders  zwischen  den  an  ihn  angebrachten   Kräften   und 
der  ihn  treibenden  elastischen  Kraft  Gleichgewicht  herrschen. 

Eine  elastische  Linie,  Fläche  oder  Körper  kann  man  sich 
als  ein  Aggregat  von  physischen  einander  unendlich  nahe  liegenden 
Puncten  vorstellen,  von  denen  jeder  mit  jedem  der  übrigen,  oder 
doch  mit  allen  um  ihn  herum  bis  auf  eine  gewisse  Entfernung  lie- 
genden, auf  die  eben  besagte  Weise  elastisch  verbunden  ist.  Wirken 
nun  auf  ein  solches  System  äussere  Kräfte,  und  sind  diese,  nachdem 
sich  die  ursprünglichen  Entfernungen  der  Puncte  von  einander  dem 
Gesetze  der  Elasticität  gemäss  geändert  haben,  im  Gleichgewichte, 
so  müssen  ebenso,  wie  bei  dem  vorigen  Systeme  von  nur  zwei 
Puncten,  an  jedem  Puncte  besonders  die  äusseren  Kräfte  den  ela- 
stischen das  Gleichgewicht  halten. 

§.  311.  Von  der  Function,  welche  die  elastische  Kraft 
von  einer  Aenderung  x  des  Abstandes  zweier  elastisch  verbun- 
dener Puncte  ist,  lässt  sich  im  Allgemeinen  nur  soviel  bestim- 
men ,  dass  sie  für  x  =  0  ebenfalls  Null  sein  und  mit  x  gleichzeitig 
das  Zeichen  wechseln  muss.  Die  einfachste  Hypothese,  die  wir  hin- 
sichtlich dieser  Function  machen  können,  ist  daher,  dass  wir  sie  der 
Aenderung  x  einfach  proportional  setzen.  Auch  stimmt  diese  An- 
nahme, so  lange  x  nur  klein  ist,  sehr  wohl  mit  der  Erfahrung  über- 
ein. Wie  übrigens  diese  Function  von  der  anfänglichen  Entfernung 
der  beiden  Puncte  selbst  mit  abhängt,  lassen  wir  unentschieden. 

Seien  nun  A  und  B  die  beiden  Puncte;  auf  ^  wirke  die  Kraft  P, 
auf  B  die  Ejraft  Q,  und  halte  die  eine  der  anderen  das  Gleichge- 
wicht. Die  Entfernung  AB  erhalte  dadurch  das  Increment  x^  und 
die  damit  erzeugten  auf  A  und  B  bi  AB  wirkenden  elastischen 
Kräfte  seien  resp.  ex  und  —  ex^  wobei,  wenn  die  Kichtung  von  A 
nach  B  für  die  positive  genommen  wird,  e  eine  positive  constante 
Grösse  ist.  Alsdann  müssen  an  A  die  Kräfte  P  und  ex,  und  an  B 
die  Kräfte  Q  und  —  ex^  einander  das  Gleichgewicht  halten.  Die 
Kräfte  P  und  Q  müssen  folglich  ebenso,  als  wenn  die  gegenseitige 
Entfernung  der  Puncte  unveränderlich  wäre,  einander  gleich  und 
direct  entgegengesetzt  sein.  Das  Increment  x  aber  findet  sich 
gleich  —  P  :  e  =^  Q  :  e,  ist  also  desto  grösser,  je  grösser  die  Kräfte  P 
und  Q  sind,  und  ist  entweder  ein  wirkliches  Increment,  oder  eine 
Verkürzung  der  Linie  AB,  jenachdem  P  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h. 
jenachdem  die  Kräfte  P  und  Q  die  Puncte  A  und  B  von  einander 
zu  entfernen,  oder  einander  zu  nähern  streben. 

Seien  femer  A,  B,   C  drei  in  einer  Geraden,   B  zwischen  A 
und  Cj  liegende  Puncte,   von   denen  je  zwei  elastisch  mit  einander 

29» 
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verbunden  sind.  Auf  sie  itirken  nach  Richtungen,  die  mit  derselben 
Geraden  zusammenfallen,  die  sich  das  Gleichgewicht  haltenden 
Kräfte  P,  Q,  R.  Die  dadurch  bewirkten  Incremente  der  Abstände 
AB,  BC  und  AC  seien  z^  y  und  z  =  x  +  y,  weil  die  Puncte 
in  der  anfanglichen  Geraden  bleiben.  Die  diesen  Incrementen  pro- 
portionalen elastischen  Kräfte  setze  man  gleich  yz,  yy,  hz,  so  dass 
auf  A  und  B  nach  der  Richtung  AB  die  Kräfte  fz  und  — fz 
wirken,  u.  s.  w.  Hiemach  hat  man  für  das  Gleichgewicht  an  A, 
B  und  C  resp.  die  Gleichungen: 

P+fz  +  hz  =  (i  ,        Q—fz^gy  =  Q  ,        R  —  gy  —  hz  =  (\, 

oder,  weil  «  =  z  +  y  ist: 

Hieraus  folgt   zuerst    die   schon  bekannte  Beding^ngsgleichung 
für  das  Gleichgewicht  des  ganzen  Systems: 

P+  Q  +  Ä  =  0  , 

und  sodann  die  Werthe  der  Incremente: 

_       Qh  —  Pg  Rf—  Qh 

''~  fg  +  gh^hf  '      ^~  fg  +  gh  +  hf  ' 

und  _  _       Rf—  Pg 

''~'^^~  fg  +  gh  +  hf  ' 

Indem  man  also  nächst  den  Kräften  P,  Q,  R  noch  die  Grössen 
fj  g,  fh  welche  die  Stärke  der  Elasticität  für  die  Linien  AB,  BCj 
AC  ausdrücken,  als  gegeben  voraussetzt,  kann  man  die  Aenderungen 
Xj  y,  z  dieser  Linien  und  damit  zugleich  die  Pressungen  fz,  gy,  hz 
derselben  einzeln  berechnen. 

Man  bemerke  hierbei,  dass  diese  drei  Pressungen  unbestimmt 
geblieben  sein  würden,  wenn  man  die  Puncte  A,  JB,  C  fest,  nicht 
plastisch  mit  einander  verbunden,  angenommen  hätte,  indem  zur  Be- 
stimmung der  gegenseitigen  Lage  dreier  Puncte  A,  By  C  in  einer 
Geraden  schon  zwei  Abstände,  wie  AB  und  BCj  hinreichen,  der 
dritte  AC  aber  überflüssig  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  verhält  es  sich  auch  bei  jedem  anderen 
Svsteme  mit  einander  verbundener  Puncte,  wenn  die  Anzahl  der 
Verbindungslinien  mehr  als  hinreichend  ist,  um  die  gegenseitige 
Lage  der  Puncte  zu  bestimmen.  So  lange  man  diese  Linien  von 
unveränderlicher  Länge  annimmt,  bleiben  ihre  Pressungen  zum  Theil 
unbestimmt;  sie  lassen  sich  aber  insgesammt  einzeln  angeben,  wenn 
man  die  Linien  elastisch  veränderlich  setzt. 

So  hat  man  für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften,  welche  an 
H  in  einer  Geraden  liegende  und  elastisch  mit   einander  verbundene 
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Functe  angebracht  sind,  und  deren  Kichtungen  in  dieselbe  Gerade 
fallen,  n  Gleichungen,  für  jeden  der  ;»  Functe  nämlich  eine.  Aus 
diesen  n  Gleichungen  wird  sich  zuerst  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes herleiten  lassen,  welche  ausdrückt,  dass  die  l^umme  der 
angebrachten  Kräfte  Null  ist.  Die  n  —  1  übrigen  davon  unabhän- 
gigen Gleichungen  enthalten  nächst  jenen  äusseren  Kräften  noch 
die  elastischen  Kräfte  und  damit  die  den  letzteren  proportionalen 
Aenderungen  der  Entfernungen  der  Functe.  Da  nun  bei  einem 
Systeme  von  w  Functen  in  einer  Geraden  aus  n  —  1  solchen  Aende- 
rungen, welche  von  einander  unabhängig  sind,  alle  übrigen  geftinden 
werden  können,  so  wird  man  mittelst  jener  n  —  1  Gleichungen  alle 
in  dem  Systeme  vorkommenden  Aenderungen,  und  damit  die  elasti- 
schen Kräfte  selbst  oder  die  Fressungen  berechnen  können. 

Sind  die  /*  Functe  und  die  auf  sie  wirkenden  äusseren  Kräfte 
in  einer  und  derselben  Ebene  begriffen,  so  hat  man  für  das  Gleich- 
gewicht jedes  Functes  zwei  Gleichungen,  also  zusammen  2n  Glei- 
chungen. Hieraus  müssen  sich  nach  Elimination  der  elastischen 
Kräfte  die  drei  bekannten  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  von  Functen  in  einer  Ebene  ergeben.  Es  bleiben  daher 
2n  —  3  davon  unabhängige  Gleichungen  übrig,  welche  die  elastischen 
Kräfte,  d.  i.  den  Abstandsänderungen  der  Functe  proportionale  Grössen 
enthalten.  Mithin  lassen  sich  auch  hier  alle  diese  Aenderungen  und 
damit  die  elastischen  Kräfte  oder  Fressungen  bestimmen,  da  bei  einem 
Svsteme  von  «  Functen  in  einer  Ebene  die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  Entfernungen,  also  auch  ihrer  Aenderungen,  aus  denen 
sich  alle  übrigen  herleiten  lassen,  gleichfalls  gleich  2 «  —  3  ist. 

Bei  einem  Systeme  von  Kräften,  welche  auf  n  Functe  im  Kaume 
wirken,  hat  man  zunächst  drei  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
jedes  Functes,  also  im  Ganzen  3»  Gleichungen,  und  nach  Absonde- 
rung der  sechs  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  ganzen 
Systemes  noch  3w  —  6  Gleichungen.  Ebenso  gross  aber  ist  bei  w 
Functen  im  Räume  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen 
Aenderungen  der  Entfernungen;  folglich  u.  s.  w: 

§.  312.  Kehren  wir  jetzt  zu  dem  in  §.  311  näher  betrachteten 
Svsteme  von  drei  elastisch  mit  einander  verbundenen 
Functen  Aj  B,  C  zurück  und  setzen,  dass  bloss  A  mit  B  und  B 
mit  C\  nicht  aber  auch  A  mit  (7,  elastisch  verbunden  seien,  und  dass 
nur  auf  A  und  C  die  Kräfte  P  und  R  wirken.  Die  drei  Gleichungen 
für  das  Gleichgewicht  werden  damit: 

P+fx=0,         —fx  +  gy  =  {^  ,         R  —  gy  =  Q, 
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woraus,  ebenso  wie  in  §.  269,  zu  schliessen,  dass,  wenn  auch,  die 
drei  Puncte  in  einer  Geraden  zu  liegen  ursprünglich  nicht  genöthigt 
sind,  sie  doch  beim  Gleichgewichte  der  auf  A  und  C  wirkenden 
Kräfte  P  und  R  in  einer  solchen  liegen,  und  dass  alsdann  diese  zwei 
Kräfte  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt  sein  müssen.  Die 
Incremente  der  Entfernungen  AB  und  BC  sind  resp.  z  =  —  P:f 
und  y  =  —  P'-g- 

Zu  einem  ganz  analogen  Resultate  gelangt  man  bei  einer  Reihe 
von  vier  oder  mehreren  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...,  von  denen 
jeder  mit  dem  nächstfolgenden  elastisch  verbunden  ist,  so  dass,  wenn 
ABj  BCf  CDj  ...  sich  resp.  um  z,  y,  Zj  ...,  ändern,  die  elastischen 
Kräfte  fz,  gy,  hz,  ...  erzeugt  werden.  Sollen  nämlich  zwei  auf  den 
ersten  und  letzten  Punct  der  Reihe  wirkende  Kräfte  P  und  Q  im 
Gleichgewichte  sein,  so  müssen  sämmtliche  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen  und  die  zwei  Kräfte  einander  gleich  und  direct  entgegenge- 
setzt sein.     Die  Incremente  der  einzelnen  Abstände  aber  werden: 

_        P  _        P  _        P 

X—      ^  ,      y—      ^  ,      z—      j^,  ...  , 

folglich  die  Längenzunahme  der  ganzen  Reihe 

Nehmen  wir  sämmtliche  Abstände  AB^  BC^  CD^  ...  gleich  gross 
an  und  setzen  auch  alle  die  constanten  f^gyh,  ...  einander  gleich,  so 
ist,  wenn  n  die  Zahl  der  Abstände,  und  daher  n  ,  AB  die  anfangliche 
Länge  der  Reihe  ausdrückt,  das  Wachsthum  ihrer  Länge  gleich  —  nP  :J 
=  nQ:  gj  also  der  anfänglichen  Länge  und  den  äusseren  Kräften, 
welche  am  Anfang  und  Ende  angebracht  sind,  proportional. 


Gleichgewicht  an  einem  elastisch  dehnbaren  Faden. 

§.313.  Je  kleiner  man  bei  der  eben  betrachteten  Reihe  elastisch 
verbundener  Puncte  die  einander  gleichen  Abstände  derselben  werden 
lässt,  desto  mehr  nähert  man  sich  dem  Begriffe  eines  gleichförmig 
dichten  und  seiner  Länge  nach  gleichförmig  elastischen 
Fadens.  Wenn  demnach  ein  solcher  Faden  eine  Länge  gleich  1 
hat,  und  von  zwei  an  seinen  Enden  angebrachten  Kräften,  deren 
jede  gleich  1,  um  eine  Länge  gleich  E  ausgedehnt  >vird,  so  wird, 
zufolge  des  vorhin  von  der  Reihe  Erwiesenen,  ein  Faden  von  der- 
selben physischen  Beschaffenheit  und  von  einer  Länge  gleich  a  durch 
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zwei  ihn  spannende  Kräfte,  deren  jede  gleich  P  ist,  eine  Längen- 
zunahme gleich  aPE  erhalten,  und  man  ersieht  zugleich,  dass,  indem 
auf  diese  Weise  die  anfängliche  Länge  des  Fadens  a  sich  in 
a  (1  +  PE)  verwandelt,  seine  anfängliche  Dichtigkeit  sich  im  Ver- 
hältniss  1  +  PE :  1  vermindern  muss. 

Mit  Hülfe  dieser  Principien  können  wir  jetzt  leicht  das  Gleich- 
gewicht eines  elastisch  dehnbaren  Fadens  in  Untersuchung  nehmen, 
wenn  nicht  bloss  an  seinem  Anfang  und  Ende,  sondern  auch  in 
allen  seinen  übrigen  Puncten  [x,  y,  z)  äussere  Kräfte  (X,  Y,  Z) 
thätig  sind.  Ist  nämlich  beim  Zustande  des  Gleichgewichts  q  die 
Dichtigkeit  des  Fadenelements  ds,  mithin  gds  seine  Masse,  und  be- 
zeichnet T  die  Spannung  des  Elements,  so  hat  man  für  das  Gleich- 
gewicht desselben,  mag  es  elastisch  sein,  oder  nicht,  die  drei  Glei- 
chungen (§.  280  und  §.  286) : 

X^ds  +  d(T^)  =  i},  YQds  +  d(T^)  =  0, 

dz 


Z^ds  +  d(T^)==0. 


Unter  der  Voraussetzung  nun,  dass  der  Faden  vor  Einwirkung 
der  Ejräfte  eine  gleichförmige  Dichtigkeit  gleich  1  gehabt  habe  und 
seiner  Länge  nach  eine  gleichförmige  durch  E  bestimmte  Elasticität 
besitze,  ist  die  nachherige  Dichtigkeit  des  Elements  ds  gleich 
1  :  (1  +  ET),  und  die  drei  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
werden  damit: 

dx 


Xds  +  (1  -f-  ET)  d  It^\  =  0  , 
Yds  +  (l  4-  ET)  ^1'^^)  =  ^  y 
Zd8  +  [i  +ET)dlT-~\  =  0  , 


aus  denen,  wenn  X,  Y,  Z  als  Functionen  von  x,  y,  z  gegeben  sind, 
durch  Elimination  von  T  und  durch  Integration  die  zwei  Gleichungen 
fiir  die  Fadencurve  gefunden  werden  können. 

Ist  femer  da  die  ursprüngliche  Länge  des  Elements  dsy  so  hat 
man 

da 


da  = 


1  +  ET  ' 


woraus   sich  mit  Hülfe   des   aus  den  vorigen  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Werthes  von  T  die  durch  die  Kräfte  bewirkte  Ausdehnung 
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8  —  a  des  ganzen  Fadens  oder  irgend  eines  Thefles  desselben  be- 
rechnen lässt. 

Man  kann  in  dieser  Hinsieht  bemerken,  dass.  wenn  nuui  rorige 

dz     dy     dz 
drei  Gleichungen  resp.  mit  -5-.    -j-,    -=-    multiplicirt    und     hierauf 

addirt,  die  Gleichung 

Xdz  +  Ydy  +  Zdz^+  (1  +  ET)  dT=i} 

hervorgeht    (§.  2S3,  a).      Hierin    T  und    dT  durch   das    Verhältniss 
d$ :  da  und  dessen  Differential  ausgedrückt,  konmit 

Xdx  +  Ydy  +  Zrfr  +  ^  rf(^)  =  0  , 

eine  Formel,  wodurch  sich  die  Ausdehnung  des  Fadens   unmittelbar 
bestimmen  lässt. 

§.  314.  Lassen  wir,  um  die  Theorie  des  §.313  durch  ein 
Beispiel  zu  erläutern,  die  Schwerkraft  g  es  sein,  welche  auf  den 
Faden  wirkt,  so  ist  der  Faden,  wie  im  Früheren  die  unelastische 
Kettenlinie,  in  einer  verticalen  Ebene  enthalten,  und  es  sind,  wenn 
diese  zur  Ebene  der  2-,  y  genommen  wird,  bloss  die  zwei  ersten  der 
drei  Hauptgleichungen  zu  berücksichtigen.  Hierin  werden,  wenn 
man  die  Axe  der  y  vertical,  nach  oben  zu  positiv,  sein  lässt:  X  =  0 
und  Y  =  —  ffj  und  die  zwei  Gleichungen  selbst  reduciren  sich  da- 
mit auf: 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt,  wie  in  §.  2S7: 

az 

und  die  zweite  wird  damit,  wenn  man  noch,  wie  in  §.  289,  den  von 
der  Tangente  der  Curve  mit  der  Axe  der  y  gebildeten  Winkel  gleich 

<//  setzt: 

Hieraus  folgt  weiter: 

ff  dz  =  ff  da  ,BÜiip  =  (sin  ip  -+•  AE)  d .  A  cotg  1/;  , 
ffdy  =  ffds  .  cos  xp  =  (cos  xp  -{-  AE  cotg  xp)  d .  A  cotg  ip  . 
und  wenn  man  integrirt  und  Ah  für  ff  schreibt: 

/iz  =  —  log  tang  \  ip  '\'  AE .  cotg  (//  , 

//y  =  - J-;  +  i  AE.  cotg  ip^  . 
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Die  Constanten  sind  bei  diesen  zwei  Integrationen  Null  gesetzt 
worden,  wodurch  es  geschieht,  dass  hier  ebenso,  wie  bei  der  unelasti- 
schen Kettenlinie,  für  i/;  =  90°,  d.  i.  für  den 'tiefsten  Punct  oder 
den  Scheitel  der  Curve,  x  =  0  und  Ay  =  1  wird. 

Die  Elimination  von  ip  aus  den  zuletzt  erhaltenen  zwei  Gleichungen 

gibt  die  Gleichung  der  Curve  zwischen  x  und  y.     Wir  wollen  aber 

diese  Elimination  nur  für  den  Fall   ausführen,   wenn  die  Elasticität 

des  Fadens  so  gering  und  damit  E  so  klein  ist,  dass  die  zweite  und 

die  höheren  Potenzen  von  E  vernachlässigt  werden  können.     Werde 

nun 

(ß)    AE,  cotg  ip  =  —  «  ,        \  AE ,  cotg  1//*  =  —  k 

gesetzt,  wo  daher  i  und  k  kleine  Grössen  von  derselben  Ordnung, 
wie  £,  sind.     Hiermit  werden  jene  zwei  Gleichungen: 

] 

(i)     hx  +  t  =  —  log  tang  \xp  ,        Äy  +  A  =  ^r—  , 

woraus,  wie  in  §.  2S9: 

2(Äy  +  k)  =  e^^+*  +  c-**-»  , 
also 

(c)      2/iy  =  c^'  +  <?— Ä*  +  t|c^*  — c— ^*)  —2k 
folgt.     Ferner  fliesst  aus  (&): 

cotg  lp  =  ^  (cotg  itp  —  tang  1 1//)  =  -^  L^^  _  ^  — Äarj   ^ 

wenn  man  bloss  das  von  «  freie  Glied  beibehält.  Substituirt  man 
nun  diesen  Werth  von  cotg  tp  in  (a)  und  setzt  die  damit  hervor- 
gehenden Werthe  von  «  und  k  in  (c),  so  findet  sich 

als  Gleichung  der  elastischen  Kettenlinie. 

Was  hierbei  noch  die  Ausdehnung  des  Fadens  anlangt,  so  ist 
unter  derselben  Annahme,  dass  die  höheren  Potenzen  von  E  ver- 
nachlässigt werden  können,  und  zufolge  des  obigen  Werthes  von  T: 

=^  ds  —  AEhyds  =  ds  —  Egyds  , 

weil  hydx=^  ds  (§.  290,  c)  und  Ah  =^  g. 

Die  Ausdehnung  des  Bogens  a  ist  daher 

8  —  (7  =  Eg  .fyds  . 

Hiernach,   und  weil  (fyds)  :  s  gleich  dem  Abstände  d^s  Schwer- 
punctes  des  Bogens  s  von  de>*  Directrix,  ist  die  Ausdehnung  eines  Bo- 
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gern  seiner  Länge   und  dem  Abstände  seines  Schwerpunetts  ton  der 
Directrix  proportional. 

§.315.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  von  dem  elastisch 
dehnbaren  Faden  nur  das  eine  Ende  B  befestigt  ist,  das  andere 
A  aber  frei  herabhängt,  und  daher  der  Faden  selbst  eine  Verticale 
bildet,  ist  die  Spannung  in  jedem  Puncte  P  des  Fadens  dem  Gre- 
wichte  des  unter  P  befindlichen  Theiles  AP  gleich.  Setzen  wir 
daher  ^P  gleich  s,  und  die  ursprüngliche  Lange  von  AP  gleich  a, 
so  haben  wir  T  =  ga  und 

cf«  =  (1  +  ET)  da=  [\  +  Ega)da  , 

und  wenn  wir  von  A  his  P  integriren: 

s  =  a  +  \Ega^  , 

wo  a  und  s  auch  die  ursprüngliche  und  nachherige  Länge  des  gan- 
zen Fadens  AB  bedeuten  können. 

Ist  an  dem  herabhängenden  Ende  A  ein  Gewicht  befestigt, 
dessen  Masse  gleich  M,  so  ist  7  =  ^  (M  +  o) ,  und  es  findet  sich 
damit  auf  gleiche  Weise 

s  =  a  +  Ega{M+\a). 

Hierauf  gründet  sich  eine  von  John  Herschel*)  vorge- 
schlagene Methode,  um  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Schwer- 
kraft auf  der  Oberfläche  der  Erde  vom  Aequator  nach  den  Polen 
zunimmt ,  statt  durch  die  bisherigen  Pendelbeobachtungcn ,  auf  sta- 
tischem Wege  mit  Hülfe  eines  ausdehnbaren  Fadens  oder  einer  seine 
Stelle  vertretenden  schraubenförmig  gewundenen  Feder  zu  messen. 
Durch  kleine  versuchsweise  zu  bestimmende  Zusätze  oder  Vermin- 
derungen der  Masse  3/,  welche  an  dem  Faden,  dessen  ursprüng- 
liche Länge  gleich  a  ist,  angehängt  wird,  sucht  mau  es  nämlich  zu 
bewirken,  dass  bei  der  von  einem  Orte  zum  anderen  sich  nicht 
ganz  gleich  bleibenden  Schwerkraft,  der  Faden  doch  immer  zu  der- 
selben Länge  8  ausgedehnt  wird.  Da  nun  alsdann  in  dem  obigen 
Ausdrucke  für  «,  nächst  a  und  JE,  noch  s  constant  ist,  so  ergibt  sich 
von  einem  Orte  der  Erde  zum  anderen  die  Schwerkraft  g  umge- 
kehrt der  jedesmal  angehängten  Masse,  vermehrt  um  die  halbe  Masse 
des  Fadens,  proportional. 


*j  A  Treatise  on  Astronomy,  Chap.  III,  Art.  189. 


§.  316.        Achtes  Kapitel.    Vom  Gleichgewichte  an  elastischen  Fftden.  459 


Gleichgewicht  an  einem  elastisch  biegsamen  Faden. 

§.  316.  Die  Kraft  der  Elasticität  kann  sich  an  einem  Faden 
ausserdem,  dass  sie  die  Ausdehnung  desselben  zu  verhindern  strebt, 
auch  dadurch  äussern,  dass  sie  dei  Biegung  des  Fadens,  d.  i.  den 
Kräften,  welche  seine  ursprüngliche  Krümmung  zu  ändern  suchen, 
sich  widersetzt.  Um  auch  diese  Aeusserung  der  Elasticität  zu  unter- 
suchen und  dabei  auf  das  Einfachste  zu  Werke  zu  gehen,  wollen 
wir  die  erstere  Art  von  Elasticität  jetzt  unwirksam  sein  lassen,  also 
die  Elemente  des  Fadens  von  unveränderlicher  Länge  setzen  und  für 
die  anfängliche  Form  des  Fadens  eine  Gerade  annehmen. 

Sind  demnach  AB  und  BC  (vergl.  Fig.  85)  zwei  nächstfolgende 
Elemente  des  Fadens,  so  sollen  sich,  sobald  BC  nicht  mehr  die  ge- 
radlinige Fortsetzung  von   AB  iBt^   sondern  mit  AB  einen  Winkel 
macht,  elastische  Kräfte  erzeugen, 
welche  die  anfängliche  geradlinige 
Lage  wieder  herzustellen  streben.  it^^'-^^^^-^'K 

Diese    elastischen    Kräfte   werden       f~^^c^. -^^^-CJ:^-— 

ohne  Wirkung  sein,   sobald   man         a  ßi^-sv^^ 

irgend  zwei  Puncte  D  und  E  des 
einen  und  anderen  Schenkels  in 
ihrer  jetzigen  Lage  durch  eine  Linie 

DE  von  unveränderlicher  Länge  mit  einander  verbindet;  sie  weiden 
daher  mit  den  Spannungen  dieser  Linie  in  D  und  E  das  Gleich- 
gewicht halten  und  folglich  als  zwei  einander  gleiche  Kräfte  anzu- 
sehen sein,  welche  auf  zwei  beliebige  Puncte  D  und  E  der  Schenkel 
nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen  wirken. 

Die  Elasticität  des  Winkels  ABC  wird  hiemach  gegeben  sein, 
wenn  man  für  irgend  zwei  Puncte  seiner  Schenkel  die  gemein- 
schaftliche Grösse  dieser  zwei  einander  direct  entgegengesetzten 
Kräfte  kennt,  und  es  muss  sich  daraus  die  gemeinschaftliche  Grösse 
an  irgend  zwei  anderen  Puncten  der  Schenkel  nach  direct  entgegen- 
gesetzten Richtungen  anzubringenden  mit  der  Elasticität  gleichwir- 
kenden Kräfte  bestimmen  lassen. 

In  der  That,  sollen  zwei  an  den  Puncten  D  und  E  der  Schenkel 
eines  beliebig  veränderlichen  und  frei  beweglichen  Winkels  ABC 
nach  direct  entgegengesetzten  Richtungen  angebrachte  einander 
gleiche  Kräfte  Dd  und  Ee  mit  zwei  anderen  an  den  Puncten  jP  und 
G  der  Schenkel  angebrachten  Kräften  Ff  und  Gg  gleiche  Wirkung 


Fig.  85. 
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haben,  also  mit  fF  und  gG  im  Gleichgewichte  sein,  so  müssen  auch 
letztere  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt  sein,  indem  sonst, 
wenn  die  gegenseitige  Entfernung  der  Puncte  D  und  E  unverän- 
derlich gemacht  und  damit  die  Wirkung  der  Kräfte  Dd  und  Ee 
aufgehoben  würde,  das  Gleichgewicht  nicht  bestehen  könnte.  Es 
müssen  ferner  die  Kräfte  Dd  und  fF  in  Bezug  auf  den  Punct  B 
einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  haben,  damit  sie, 
wenn  der  Punct  B  unbeweglich  gemacht  wird,  den  Schenkel  AB 
nicht  zu  drehen  vermögen.  Dasselbe  gilt  von  den  Kräften  Ee  und 
gG  am  anderen  Schenkel  BC. 

Und  umgekehrt:  Sind  Dd  imd  Ee  sowohl,  als  fF  und  gG^ 
einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  haben  Dd  und/*F, 
folglich  auch  Ee  und  gGy  in  Bezug  auf  B  einander  gleiche  und 
entgegengesetzte  Momente,  so  herrscht  Gleichgewicht.  Denn  wegen 
der  gleichen  Momente  haben  Dd  und  fF  sowohl,  als  Ee  und  gG, 
eine  durch  B  gehende  Resultante.  Beide  Resultanten  aber  sind  ein- 
ander gleich  und  entgegengesetzt,  weil  in  derselben  Beziehung  Di 
VLnd  fF  zu  Ee  und  gG  stehen. 

Kann  demnach  die  Elasticität  des  Winkels  ABC  durch  die 
Kräfte  Dd  und  Ee  dargestellt  werden,  so  kann  sie  es  auch  durch 
die  Ejräfte  Ff  und  Gg,  wenn  anders  das  Moment  jeder  der  letzteren 
Kräfte  dem  Moment  jeder  der  ersteren  in  Bezug  auf  die  Spitze  B 
des  Winkels  gleich  ist.  Die  Elasticität  des  Winkels  ABC  ist  folg- 
lich durch  dieses  Moment  vollkommen  gegeben,  indem  damit  für  je 
zwei  beliebig  in  den  Schenkeln  angenommene  Puncte  D  und  E  die 
daselbst  anzubringenden  mit  der  Elasticität  gleichwirkenden  Kräfte 
gefunden  werden  können.  Man  hat  'nämlich,  wenn  u  das  Moment 
der  am  Schenkel  BC  anzubringenden  Kraft,  also  — u  das  Moment 
der  Kraft  am  Schenkel  AB^  bezeichnet: 

jj.        ^  BEe      ^„        u.DE  u 

dD  =z  Ee  =^  ^.  -^  ^  •  DE  = 


BDE 1BDE        DB.smEDB 

Uebrigens  müssen  die  zwei  Kräfte  so  gerichtet  sein,  dass,  wenn 
ihre  Angriffspuncte  beide  in  die  Schenkel  des  Winkels  selbst,  oder 
beide  in  ihre  Verlängerungen  über  die  Spitze  hinaus  fallen,  sie  die 
Puncte  von  einander  zu  entfernen  streben,  dagegen  die  Puncte  ein- 
ander zu  nähern  suchen,  wenn  der  eine  in  den  einen  Schenkel  und 
der  andere  in  die  Verlängerung  des  anderen  Schenkels  über  die 
Spitze  fällt. 

§.  317.  Durch  die  angestellten  Betrachtungen  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,   aus  den  im  Früheren   ent^vickelten  Gleichungen   für 
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das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften  an  einem  vollkommen  bieg- 
samen Faden  die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  an 
einem  elastisch  biegsamen  Fa- 
den herzuleiten.  Ist  nämlich  ein 
solcher,  der  ursprünglich  geradlinig 
war,  durch  äussere  Kräfte  zuderCurve 
^  ...  IKLMN  (vergl.  Fig.  86),  ge- 
bogen worden,  so  können  wir  uns 
das  Streben  je  zweier  nächstfolgenden  ^^*  ^** 

Elemente  desselben,  wie  IK  und  KL^  sich  geradlinig  neben  einander 
zu  legen,  durch  zwei  einander  gleiche  Kräfte  hervorgebracht  denken, 
welche  auf  zwei  beliebige  Puncte  der  Elemente  selbst,  etwa  auf  /  und 
Ly  nach  den  direct  entgegengesetzten  Richtungen  LI  und  IL  wirken. 
Indem  wir  daher  solche  Paare  von  Kräften  für  die  Elasticität  der 
von  je  zwei  nächstfolgenden  Elementen  gebildeten  Winkel  substituiren, 
haben  wir  es  wiederum  mit  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  zu 
thun,  auf  dessen  Elemente  ausser  den  äusseren  Kräften  noch  andere 
durch  die  Elasticität  bestimmte  Kräfte,  gleich  den  äusseren,  wirken, 
und  wir  können  nun  die  im  Obigen  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
bloss  äusseren  Kräften  erhaltenen  Gleichungen  auch  auf  den  gegen- 
wärtigen Fall  anwenden. 

Am  Geeignetsten  hierzu  sind  die  in  §.  281,  d  gegebenen  Momen- 
tengleichungen. Sind  nämlich,  wie  wir  für's  erste  annehmen  wollen, 
der  Faden  und  die  auf  ihn  wirkenden  äusseren  Kräfte  in  einer  und 
derselben  Ebene  enthalten,  so  hat  man  nur  auszudrücken,  dass  das 
Moment  aller  auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  A  bis  zu  irgend 
einem  anderen  Puncte  M  desselben  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
letzteren  Punct  Null  ist.  Es  ist  aber  dieses  Moment,  wenn  zur  Ebene 
des  Fadens  die  der  x,  y  genommen  wird,  wenn  auf  jedes  seiner 
Elemente  ds  die  äussere  Kraft  (Xrf«,  Yds)  wirkt,  und  wenn  x,  y 
die  Coordinaten  von  M  sind, 

=fdyfXd8—fdxfYd8  . 

Mit  diesem  Momente  ist  daher  jetzt  das  auf  M  bezogene  Mo- 
ment aller  von  ^  bis  Jf  für  die  Elasticität  substituirten  Kräfte  zu 
einer  Summe  zu  vereinigen  und  diese  Summe  gleich  Null  setzen. 
Das  Moment  der  letzteren  Kräfte  reducirt  sich,  aber  auf  das  Moment 
der  Kraft  allein,  welche  auf  das  letzte  Element  ZJlf  wirkt  und  mit 
einer  ihr  gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Krafl  an  dem  nicht 
mehr  zum  Bogen  AM  gehörigen  Elemente  MN  die  Stelle  der  Ela- 
sticität des  Winkels  LMN  vertritt.  Denn  alle  übrigen  von  A  bis  M 
für  die  Elasticität  zu  substituirenden  Kräfte  sind  paarweise  einander 
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gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  es  ist  folglich  ihr  Moment  in 
Bezug  auf  Mj  oder  auf  irgend  einen  anderen  Punct  der  Ebene, 
gleich  Null.  Setzen  wir  daher  noch  von  den  zwei  die  Elasticität 
des  Winkels  LMN  darstellenden  Kräften  das  auf  M  bezogene  Mo- 
ment der  auf  den  Schenkel  MN  wirkenden  gleich  u,  also  das  Mo- 
ment der  auf  LM  wirkenden  gleich  —  w,  so  ist 

(A)  fdyfXds  —fdxf  Yds  =  u 

die  verlangte  Gleichung  des  Gleichgewichtes. 

§.318.  Zusätze,  a)  Werden  für  die  zwei  elastischen  Kräfte 
am  Winkel  LMN  die  Puncto  L  und  N  zu  Angriffspuncten  genom- 
men, so  sind  resp.  N  L  und  LN  die  Richtungen  dieser  Kräfte.  Das 
Moment  u  hat  folglich  einerlei  Zeichen  mit  der  Dreiecksfläche  MLN, 
also  auch  mit  dem  unendlich  kleinen  Winkel  MN^LM^  um  welchen 
das  Element  MN  gedreht  werden  muss,  bis  es  in  die  Richtung  des 
Elementes  LM  fällt,  also  das  entgegengesetzte  Zeichen  des  Winkels 
L M^M N oAer  dtp^  wenn  tp  den  Winkel  von  LM  mit  der  Axe  der  x, 
und  folglich  xfj  '\-  d\p  den  Winkel  von  MN  mit  derselben  Axe  be- 
zeichnet. Das  Moment  u  ist  daher  positiv  odei  negativ,  jenachdem 
dieser  Winkel  \p  ab-  oder  zunimmt. 

h)  Unter  derselben  Annahme,  dass  L  und  N  die  Angrijffspuncte 
der  zwei  elastischen  Kräfte  des  Winkels  LMN  sind,  ist  die  gemein- 
schaftliche Intensität  dieser  Ejräfte  gleich  w  :  iJf.  sin  iNTiJlf  (§.316), 
also  unendlich  gross  von  der  zweiten  Ordnung,  weil  u  nach  der  letz- 
ten Gleichung  in  §.  317   eine  endliche  Grösse  ist. 

Will  man  die  Elasticität  des  Winkels  durch  endliche  Kräfte 
darstellen,  so  nehme  man  zum  Angriffe  der  auf  L  M  wirkenden  Kraft 
einen  Punct  /,  der  in  der  geradlinigen  Verlängerung  von  LM  in 
endlicher  Entfernung  von  M  Hegt,  lege  durch  /  unter  einem  end- 
lichen Winkel  mit  LM  eine  Gerade,  welche  die  Verlängerung  von 
MN  in  71  treffe,  und  lasse  n  den  Angriffspunct  der  Kraft  an  MX 
sein.  Die  beiden  Kräfte  haben  alsdann  die  Richtungen  In  und  w/, 
und  ihre  gemeinschaftliche  Grösse  ist  gleich  u:  Ml  .sin  Min,  also 
endlich. 

c)  Wird  von  dem  im  Gleichgewichte  befindlichen  elastischen 
Faden  AMO  ein  Theil  MO  getrennt,  und  soll  der  übrig  bleibende 
Theil  AM  im  Gleichgewichte  verharren,  so  ist  es  hier  nicht,  wie 
beim  vollkommen  biegsamen  Faden,  hinreichend,  den  Endpunct  M 
dieses  Theiles  unbeweglich  zu  machen.  Denn  auf  den  Theil  AM 
wirkt  der  Theil  MO  nicht  allein  durch  die  in  M  ausgeübte  Pres- 
sung, sondern  auch  durch  die  eine  der  zwei  elastischen  Kräfte  des 
Winkels  LMNy   welche  irgendwo  in  LMj   etwa  in  L,   nur  nicht  in 
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M  selbst,  ihren  Angrifispunct  hat.  Soll  daher  der  Theil  AM  nach 
Wegnahme  des  Theiles  MO  iva  Gleichgewichte  noch  bleiben,  so 
müssen  entweder  zwei,  die  Stelle  jener  Pressung  und  dieser  elastischen 
Kraft  vertretende  Kräfte  hinzugefügt  werden,  oder  man  muss  die 
Angriffspuncte  M  und  L  dieser  zwei  Kräfte,  und  somit  das  Element 
LM  selbst,  unbeweglich  machen. 

d)  Die  zwei  an  dem  Elemente  LM  hinzuzufugenden  Kräfte 
lassen  sich  im  Allgemeinen  zu  einer  einzigen  Kraft  zusammensetzen, 
und  es  reicht  dann  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  hin,  diese 
eine  Kraft,  welche  R  heisse,  an  irgend  einem  Puncte  ihrer  Richtung, 
der  aber  mit  dem  Elemente  LM  fest  verbunden  sein  muss,  anzu- 
bringen, oder  einen  solchen  Punct  unbeweglich  zu  machen.  Da  das 
Gleichgewicht  noch  am  Fadentheile  AM  fortdauern  muss,  wenn 
derselbe  steif  angenommen  wird,  so  muss  die  Ejraft  R  mit  den  äus- 
seren Kräften  an  AM  ebenso,  wie  an  einem  festen  Körper,  im 
Gleichgewichte  sein.  Der  Ausdruck  von  R  ist  daher  ( —  /  Xrf«, 
— /Yds),  und  das  Moment  von  R  in  Bezug  auf  JW,  gleich  —  w, 
da  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  denselben  Punct 
gleich  u  war.  Hiermit  ist  die  Grösse  und  Richtung  von  R  voll- 
kommen bestimmt. 

e)  Man  denke  sich  die  Kraft  R  in  demjenigen  Puncte  m  ihrer 
Richtung  angebracht,  in  welchem  sie  die  Verlängerung  des  Elementes 
LM,  d.  i.  die  in  M  an  die  Curve  gelegte  Tangente,  schneidet,  und 
zerlege  sie  hier  in  zwei  Kräfte  T  und  F",  von  denen  T  in  die  Rich- 
tung der  Tangente  fällt,  und  V  mit  dieser  Richtung  90°  macht.  Sei 
zu  dem  Ende  noch  der  Winkel  von  R  mit  der  Axe  der  z  gleich  q>, 
und  der  Winkel  des  Elementes  ds  mit  derselben  Axe  gleich  t//,  so 
hat  man 

R  cos  q)  =  — /  Xds  ,         Ä  sin  9>  =  — /  Yds  , 
ds  cos  ip  =  dx  y         ds  sin  tp  =  dy, 
und  daher: 

r  =  Ä  cos-ly  -  V)  =  -  ^/ Xds  -^/  Yds  , 

Nun  ist  in  Bezug  auf  den  Punct  M  das  Moment  von  T  gleich 
Null  und  das  Moment  von  V  gleich  Mm .  V,  folglich  auch  das 
Moment  der  Resultante  R  von  T  und  V  gleich  Mm .  V.  Das  Mo- 
ment von  R  ist  aber  nach  d)  gleich  —  w,  folglich  ist 


Mm 


u  ds(fdyfXds — fdx/Yds) uds 

J"  dy  f  Xds  —  dxfYds  du 
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wodurch  der  Piinct  m  in  der  Richtung  von  E  bestimmt  ist.  — 
Statt  das  Element  LM  unbeweglich  anzunehmen,  reicht  es  daher 
auch  hin,  den  in  der  geradlinigen  Verlängerung  von  LM  liegenden 
Punct  m  unbeweglich  sein  zu  lassen. 

f)  Ist  der  Faden  nicht  elastisch,  so  genügt  zur  Erhaltung  des 
Gleichgewichtes  des  in  M  unterbrochenen  Theils  AM  eine  auf  M 
nach  der  Richtung  der  Tangente  wirkende  Kraft,  welche  im  Obigen 
die  Spannung  des  Fadens  genannt  wurde.  Bei  dem  elastischen  Fa- 
den aber  ist  zur  Bewahrung  des  Gleichgewichtes  die  Ejrafb  7",  deren 
Richtung  in  die  Tangente  fällt,  und  für  deren  Angriffispunct  M 
selbst  genommen  werden  kann,  noch  nicht  hinreichend,  sondern  es 
muss  noch  die  auf  der  Tangente  in  m  normale  Kraft  V  hinzugefügt 
werden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es  muss  das  Element 
LM  durch  irgend  welche  Mittel,  —  etwa  durch  zwei  unbewegliche 
Puncte,  an  denen  es  verschiebbar  ist,  —  nur  in  sich  selbst  bewegUch 
gemacht  werden.  Wollen  wir  daher  auf  analoge  Weise,  wie  beim 
vollkommen  biegsamen  Faden,  auch  bei  dem  elastischen  von  der 
Spannung  sprechen,  so  haben  wir  sie  als  die  Kraft  zu  defi- 
niren,  die,  wenn  der  Faden  irgendwo  unterbrochen  und  das  letzte 
Element  daselbst  bloss  in  der  Richtung  der  Tangente  beweglich  ge- 
macht wird,  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichtes  nach  derselben 
Richtung  am  letzten  Puncte  angebracht  werden  muss. 

Die  Kraft  T  ist  daher  die  Spannung  der  elastischen  Linie,  und 
zwar  eine  wirkliche  Spannung,  vne  bei  vollkommen  biegsamen  Fä- 
den, oder  eine  Pressung,  jcnachdem  sich  T  positiv  oder  negativ  findet. 

Uebrigens  ergibt  sich  derselbe  Ausdruck,  den  wir  jetzt  für  die 
Spannung  am  elastischen  Faden  gefunden  haben,  auch  für  die  Span- 
nung am  vollkommen  biegsamen  Faden,  wenn  man  die  für  letzteren 
geltenden  Gleichungen 

/Xds+  T^  =  0  ,         und        /Yd8+Tri  =  0     (§.  2S0)  , 
wo  §  =^  dz:  ds  und  rj  =  dt/:  ds,  resp.  mit  ^  und  *;  multiplicirt  und 
hierauf  addirt. 

§.319.  In  der  am  Ende  des  §.317  erhaltenen  Gleichung  (A) 
für  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Fadens  ist  noch  der  von  einem 
Puncte  des  Fadens  zum  anderen  veränderliche  Werth  des  Moments 
u  zu  bestimmen  übrig.  In  dieser  Hinsicht  erwäge  man  zuerst,  dass 
unter  der  Voraussetzung  eines  gleichförmig  elastischen  Fadens,  und 
wenn  man  alle  Elemente  des  Fadens  von  gleicher  Länge  annimmt, 
die  Veränderlichkeit  des  Momentes  u  von  einem  Puncte  M  des  Fa- 
dens zum  anderen  bloss  von  der  Veränderlichkeit  des  Winkels  dH>, 
um  welchen  das  Element  MN  von  der  Richtung  des  vorhergehenden 
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L  M  abgelenkt  worden ,  abhängig  sein  kann.  Von  dieser  Abhängig- 
keit ist  aber  im  Allgemeinen  gewiss,  dass  mit  der  Zunahme  des 
Winkels  dip  auch  das  Moment  u  wachsen  muss.  Lässt  man  näm- 
lich von  den  zwei  Elementen  LM  und  MN  das  eine  LM  unbeweg- 
lich werden  und  normal  auf  das  andere  MN  in  einem  bestimmten 
Puncte  N'  eine  Kraft  p  wirken,  welche  dieses  Element  in  der  ge- 
neigten Lage,  die  es  gegen  das  erstere  haben  soll,  zu  erhalten  im 
Stande  ist ,  so  muss  die  Kraft  p ,  folglich  auch  ihr  auf  M  bezogenes 
Moment,  d.  i.  MN'  ,p^  um  so  grösser  sein,  je  grösser  die  Neigung 
dxl)  von  MN  gegen  LM  ist. 

Am  Einfachsten  ist  es  nun,  und  stimmt  auch  sehr  wohl  mit  der 
Erfahrung  überein,  die  Kraft  p  bei  unverändertem  Angriffspuncte  N\ 
und  somit  ihr  Moment,  welches  nach  §.316  mit  dem  Momente  ?/ 
der  Elasticität  des  Winkels  LMN  einerlei  ist,  dem  Winkel  dxl)  V^^" 
portional  anzunehmen.  Hiemach,  und  weil  u  zufolge  der  Gleichung 
(A)  eine  endliche  Grösse  ist,  die  mit  —  dxp  einerlei  Zeichen  hat 
(§.  318,  a),  und  weil  ds  constant  angenommen  worden,  haben  wir 

edxi) 

ds 

zu  setzen,  wo  e  eine  positive  von  der  Elasticität  des  Fadens  abhän- 
gende constante  Grösse  bedeutet,    und  wobei  die  Unveränderlichkeit 
von  ds  nicht  mehr  in  Betracht  kommt,   da  es  sich  nunmehr  bloss 
um  das  Verhältniss  von  d  ip  zu  ds  handelt. 
Noch  andere  Ausdrücke  für  u  sind: 

2eJ  €  dyd^x  —  dxd^y 

ds^  r  ds^ 

Hierin  bezeichnet  J  das  Elementardreieck  LMN=  ^  ds^dip 
und  r  den  Krümmungshalbmesser  in  M  (§.  273),  der  positiv  oder 
negativ  zu  rechnen  ist,  jenachdem  der  Winkel  ip  ab-  oder  zunimmt. 
Der  vierte  Ausdruck  für  u  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  ersten 
durch  Differentation  der  Gleichung  tang  tfj  =  dy  :  dx. 

Wird  der  vierte  Ausdruck  für  u  in  der  Gleichung  [A)  substituirt, 
so  kommt: 

(5)      fdyfXds  -fdxf  Yds=e  ^y^'-'f^^'V 

als  die  Differentialgleichung  für  das  Gleichgewicht  am  elastisch  bieg- 
samen Faden  in  einer  Ebene;  sie  drückt  aus,  dass  d<is  auf  irgend 
welchen  Punct  des  Fadens  bezogene  Moment  aller  äusseren  auf  defi 
Faden  von  seinem  Anfange  bis  zu  diesem  Puncte  wirkenden  Kräfte 
der  Krümmung  des  Fadens  in  demselben  Puncte  proportional  ist. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich,  wenn  X  und  Y  gegebene 
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Fanctionen  tod  x  und  y  find,  und  daher  auf  jeden  Panct  de»  Fa> 
den«  eine  Kiaft  wirkt,  deren  Grwe  and  Riclinins  too  dem  Orte 
de<»  Poncte«  in  der  Ebene  auf  zegebene  Weise  aUiingt.  die  Glei- 
chonsT  für  die  Fadencnrre  herleiten.  Bei  den  deshalb  nödiieen  In- 
tegrationen  kommen  fünf  willkürliche  Constanten  hinxo.  nlmlich 
drei  Ton  der  rechten  Seite  der  Gleichoncr.  wie  beim  rollkammen 
hifUSVimeik  Faden  §.  2S1.  d .  and  zwei  Ton  der  linken  Seite,  wefl 
die«e  noch  Differentiale  der  zweiten  Ordnnng  entfallt.  Von  diesen 
fünf  Constanten  Ussen  sich,  wie  beim  nicht  elastischen  Faden  in 
§.  2S].  drei  dadurch  bestimmen,  dass  der  Faden  darch  zwei  gegebene 
Panete  gehen,  und  dass  der  dazwischen  enthaltene  Thcil  des  Faden« 
Ton  gegebener  Lange  sein  soll:  die  Tierte  and  fonfke  Constante 
können  durch  gegebene  Richtungen  der  Elemente  des  Fadens  in  den 
beiden  Puncten  bestimmt  werden. 

Bei  einem  elastisch  biegsamen  Faden  in  einer  Ebene,  an  welchem 
in  der  Ebene  wirkende  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollen, 
können  daher  zwei  Poncte.  durch  welche  der  Faden  gellen  soIL  die 
Richtungen  der  Tangenten  des  Fadens  in  diesen  Puncten  und  die 
Lange  des  Fadens  von  dem  einen  Puncte  zum  anderen  nach  Belieben 
genommen  werden.  Sind  aber  diese  Stücke  bestinmit,  so  ist  damit 
auch  die  Gestalt  des  Fadens  beim  Gleichgewichte  roUkonunen 
bestimmt. 

§.  320.  Die  §.319  erhaltene  Gleichung  {B)  woUen  wir  jetzt 
auf  den  einfachst  möglichen  Fall  anwenden,  wenn  nicht  auf  die 
einzelnen  Elemente  des  Fadens  Kräfte  wirken,  sondern  bloss  der 
Anfangs-  und  Endpunct  des  Fadens  gegebene  Oerter  einnehmen  und 
der  Faden  daselbst  gegebene  Linien  zu  berühren  genöthigt  ist.  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt:  wenn  das  erste  und  letzte  Element 
des  Fadens  in  gegebenen  Lagen  befestigt  sin4.  Die  unter  dieser 
lU'dingung  von  einem  elastisch  biegsamen,  gleichförmig  elastischen 
und  ursprünglich  geradlinigen  Faden  gebildete  Curve  wird  vorzugs- 
weise die  elastische  Linie  genannt. 

Statt  das  eine  oder  das  andere  der  beiden  Grenzelemente  unbe- 
weglich anzunehmen,  kann  man  auf  zwei  Puncte  des  Elementes  selbst 
zwei  Kräfte  wirken  lassen,  oder  auch  eine  einzige  Kraft,  als  die  Re- 
sultante jener,  an  einem  mit  dem  Elemente  fest  verbundenen  Puncte 
anbringen  (§.  318,  d).  Zufolge  des  §.  319  ist  alsdann  auszudrücken, 
dass  das  Moment  der  zwei  Kräfte  am  ersten  Elemente,  also  auch 
das  Moment  ihrer  Resultante,  wenn  es  auf  den  Punct  (r,  y]  der 
C'urve  bezogen  wird,  dem  Krümmungshalbmesser  an  diesem  Puncte 
umgekehrt  proportional  ist. 
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Ist  delnnach  (Ay  B)  die  Resultante  der  auf  da^  erste  Element 
wirkenden  Kräfte  und  [a^  h)  ein  Punet  der  Resultante,  der  mit  dem 
Elemente  in  fester  Verbindung  steht,  so  hat  man  für  die  elastische 
Linie  die  Gleichung 

B(a-x]-A(b-y)  =  -^  , 

eine  Gleichung,  die  auch  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
(B)  hätte  hergeleitet  werden  können,  wenn  man  X  =  0,  Y=  0,  die 
hiernach  constanten  GTÖ88en  / Xds,  /  Yds  resp.  gleich  A,  B  und 
die  nach  der  letzten  Integration  links  noch  hinzuzufügende  Constante 
gleich  Ba  —  Ab  gesetzt  hätte. 

Die  Kraft  (A,  B),  welche  auf  einen  mit  dem  ersten  Elemente 
verbundenen  Punct  wirkt,  und  die  RcJsultante  der  das  letzte  Element 
afficirenden  Kräfte  müssen,  weil  sie  die  einzigen  auf  den  Faden  wir- 
kenden äusseren  Kräfte  sind,  einander  gleich  und  direct  entgegen- 
gesetzt sein.  Die  Gerade,  in  welcher  ihre  Richtungen  gemeinschaft- 
lich enthalten  sind,  heisse  die  Axe  der  elastischen  Linie.  Lassen 
wir  mit  dieser  Axe  die  Axe  der  x  zusammenfallen,  so  werden  5=0, 
£  =  0,  und  die  Gleichung  ^ewiiint  die  höchst  einfache  Gestalt: 

^y  =  y  • 

Die  elastische  Linie  besitzt  hiemach  die  charakteristische  Eigen- 
schafty  dass  ihre  Krümmung  in  jedem  ihrer  Puncte  dem  Abstände  des 
Punctes  von  der  Axe  proportional  ist. 

An  gleichweit  von  der  Axe  abstehenden  Puncten  ist  daher  auch 
die  Krünimu^  gleich  gross,  und  aii  ungleich  entfernten  verschieden : 
an  dem  entfernteren  grösser  und  an  dem  näheren  geringer.  An  den 
Stellen,  wo  die  Curve  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  der  Axe 
sich  wendet,  geht  die  Krümmung  durch  Null  aus  dem  Positiven  ins 
Negative,  oder  umgekehrt,  über,  d.  h.  die  Curve  hat  an  jeder  Stelle, 
wo  sie  die  Axe  schneidet,  einen  Wendepünct.  Auch  kann  sie  nirgend- 
wo anders  einen  solchen  haben,  da  nur  fdr  y  =  0  der  Krümmungs- 
halbmesser ;*  unendlich  groBH  werden  kann. 

Endlich  erhellt,  dass  wenn  der  erste  oder  letzte  Punct  des  Fadens 
in  die  Axe  fällt,  die  mit  dem  Elemente  daselbst  in  Verbindung  zu 
setzende  Kraft  A  an  ihm  selbst,  nicht  erst  an  einem  anderen  mit 
ihm  verbundenen  Puncte,  angebracht  werden  kann.  So  ist  z.  B.  bei 
einem  durch  eine  Sehne  gespannten  elastischen  Bogen  die  Sehne 
selbst  die  Axe,  und  die  Spannung  der  Sehne  gleich  der  mit  A  be- 
zeichneten Kraft.  Die  Krümmung  des  Bogens  ist  daher  an  seinen 
beiden  Enden  Null  und  in  dem  von  der  Sehne  entferntesten  Puncte 

30* 


46S  Lefaibaefa  der  Sudk.    Zweiter  TbeiL  §.  321. 

am  stärksten.  Ebenso  ist  bei  einem  elastischen  Stabe,  dessen  erstes 
Element  in  irgend  einer  Lage  unbewegUch  gemacht  wird,  und  an 
dessen  letztes  Element  ein  Faden  mit  einem  angehängten  Gewichte 
befestigt  wird,  die  Terticale  Linie  des  Fadens  die  Axe  der  von  dem 
Stabe  gebildeten  elastischen  Cnrve. 

§.  321.  Um  aus  der  Gleichung  der  Curve  zwischen  y  und  r 
eine  Gleichung  zwischen  z  und  y  hezzuleiten.  führe  man  zunächst 
statt  r  den  Winkel  \l)  ein.  den  das  Element  dn  mit  der  Axe  macht, 
und  es  wird  (§.  319  : 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt: 

Ady  =  A  sin  ^ds  =  —  erf  ("^l  ' 

Multiplicirt  man  hierein  -j-  und  integrirt  dann,  so  kommt: 

Die  Constante  C  kann  man  unter  anderen  durch  die  grösste 
Abweichung  der  Curve  von  der  Axe,  d.  i.  durch  den  grössten  Werth 
von  y,  welcher  h  heisse,  bestimmen.  Er  findet  statt  für  ^  =  0,  oder 
für  \\)  =  180°,  jenachdem  man  die  Axe  der  x^  d.  i.  die  Axe  der  elasti- 
schen Linie,  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  zu  positiv 
sein  lässt.  Man  wähle  diejenige  Richtung  dieser  Axe  zur  positiven, 
bei  welcher  für  den  grössten  Werth  von  y,  i/^  gleich  Null  wird,  und 
man  hat: 

folglich 

2£  (1  —  co8tp)  =  A(h^  —  y*)  , 

woraus  zugleich  ersichtlich,  dass  die  Richtung  der  auf  den  Anfang 
der  Curve  in  der  Axe  wirkenden  Kraft  A  mit  der  für  die  Axe  fest- 
gesetzten positiven  Richtung  übereinstimmt;  denn  e  sowohl,  als 
Ä*  —  y*,  ist  positiv. 

Setzt  man  nun  noch 

so  wird 

dx 

--—  =  cos  tp  =  1  —  «*   . 

äs  ^ 

und 
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d.  i. 


dx cos  ip cos  tp 

dy  ""  sin  V; ~ Vi— cosi//  Vl+cosV^  ' 


dz  = 


1—z 


zV2  —  z^ 


dy  . 


Weil  z  eine  bekannte  Function  von  y  ist,  so  sind  in  dieser 
Gleichung  die  Veränderlichen  getrennt,  und  die  dadurch  möglich^ 
Integration  gibt  die  verlangte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Indessen 
hängt  diese  Integration  von  der  Bectification  der  Kegelschnitte  ab 
und  ist  daher  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  nicht  ausführbar. 

Was  noch  die  Spannung  der  elastischen   Linie   anlangt,   so  ist 
hier  wegen  /  Xds  =  A  und  /  Yds  =  B  =  0: 

dx 

=  —  A  cos  tp  (§.  318,  e)  . 


T  = 


ds 


Die  Spannung  in  irgend  einem  Ptmcte  der  elektischen  Linie  ist 
demnach  dem  Cosinus  des  Winkeh  proportional^  den  die  Berührende 
daselbst  mit  der  Axe  macht,  und  ist  eine  Pressung  oder  eine  wirkliche 
Spannung,  jenachdem  dx  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  jenachdem, 
ioenn  man  in  der  Curve  vom  Anfange  zum  Ende  fortgeht,  die  Rich- 
tung dieses  Weges,  wenn  sie  nach  der  Richtung  der  am  Anfange 
wirkenden  Kraft  A  geschätzt  wird^  mit  dieser  Richtung,  als  der  posi- 
tiven Richtung  der  Axe  der  x,  übereinstimmt,  oder  ihr  entgegengesetzt  ist. 

In  dem  von  der  Axe  entferntesten  Puncte,  wo  dx  =  ds,  ist  daher 
die  Spannung  stets  eine  Pressung  und  hat  unter  allen  Pressungen 
und  eigentlichen  Spannungen  den  absolut  gprössten  Werth  gleich  A. 

Bei  der  elastischen  Linie  PRSTQ  (vergl.  Fig.  87,  a  und  b)  z.  B.,  auf 
deren  Anfangspunct  P  und  Endpunct  Q  gleiche  und  entgegengesetzte 


Kräfte  nach  den  Richtungen  MP  und  NQ  \^irken,  wo  daher  PQ 
die  Axe  und  MP  die  positive  Richtung  derselben  ist,  und  wo  die 
in  jR  und  T  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  die  Axe  rechtwinklig 
treffen,  nimmt  x  von  P  bis  Ä  ab,  von  JR  bis  T  zu  und  von  Thi&  Q 
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wieder  ab.  Mithin  findet  Ton  P  bis  B  und  Ton  T  bis  Q  wirkliche 
Spannung,  von  72  bis  T  aber  Pressung  statt.  In  S  und  T,  wo 
dz  =  0.  geht  die  eine  in  die  andere  durch  Null  über. 

Bei  der  weniger  gekrümmten  Linie  PSQ  (vergL  Fig.  SS'  nimmt  z 

von  P  bis   Q  fortwährend  xu.  und  es 
herrscht   folglich   hier    überall    Pres- 
sung.    In   beiderlei  Curven  aber   be- 
^^'  ^-  zeichnet  S  den  von  der  Axe  entl^en- 

sten  Punct,  wo  die  Pressung  am  stärksten  ist. 

§.  322.  Entwickelt  man  in  der  in  §.  321  erhaltenen  Differen- 
tialgleichung den  Coefficienten  von  dy  in  eine  nach  wachsenden  Po- 
tenzen von  z  fortlaufende  Reihe,  so  wird  diese,  wenn  die  Curve  nur 
wenig  von  ihrer  Axe  abweicht,  wenn  also  h,  und  folglich  auch  z 
nur  klein  ist,  schnell  convergiren.  Für  eine  sehr  geringe  Abweichung 
kann  es  hinreichen,  nur  das  erste  Glied  dieser  Reihe  beizubehalten: 
man  hat  alsdann: 


dz  = 


t/n — r  r     j 


dy 


YYT^        f  A    VA*— y* 

und  wenn  man  integrirt: 

y  =  h  sin  1  ^    -    •  z\  , 

wo  die   neue   Constante  unter  der  Voraussetzung,   dass  y  mit  z  zu- 
gleich verschA^-inden  soll,  weggelassen  ist.    Die  hierdurch  ausgedrückte 
Linie  läuft  wellenförmig  über  und  unter  der  Axe  hin  (vergl.  Fig.  S9 
und  schneidet  sie  in  Puncten  jP,  i/,  ÜT,  M,  deren  jeder  von  dem  nächst- 
folgenden um  ein  Intervall  gleich  rr  \  t  :  A     entfernt   ist.  wo  ;r  gleich 

a  L 


/ 

,  Fig.  Si». 

d(T  halben  Peripherie  eines  Kreises  ist,  dessen  Halbmesser  gleich  1. 
Mitten  zmschen  je  z>vei  solchen  Puncten  ist  die  Abweichung  der 
(^'urve  von  der  Axe  am  grössten,  nämlich  gleich  h. 

Setzt    man    den    Bogen    FG H   der    Curve,    der   zwischen    zwei 
nächstfolgende  Durchschnitte  derselben   mit  der  Axe  fällt,    gleich  h 

80  ist  l  grösser  als  der  davon  überspannte  Theil  /r  V  c  :  -4  der  Axe, 
mithin : 
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A> 
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Da  nun,  wenn  der  Bogen  FGH  für  sich  im  Gleichgewichte 
sein  soll,  die  zwei  einander  gleichen  und  direct  entgegengesetzten 
Kräfte  A  unmittelhar  an  dem  Anfangs-  und  Endpuncte  des  Bogens 
angebracht  werden  müssen,  so  ziehen  wir  hieraus  den  merkwürdigen 
Schluss : 

Soll  eine  elastische  Gerade  durch  zwei  an  ihren  Enden  angebrachte 
einander  gleiche  und  entgegenwirkende  Kräfte  zu  einem  Bogen  ge- 
krümmt werden,  so  muss  die  gemeinschaftliche  Intensität  der  Kräfte 
ein  gewisses  Minimum  überschreiten.  Dieses  Minimum  von  Intensität, 
welches  man  auch  die  elastische  Kraft  der  Geraden  nennt,  ist 
im  directen  Verhältnisse  des  Coefficienten  der  Elasticität  e  und  im 
umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse  der  Länge  l  der  Geraden. 

So  ist  z.  B.  die  geringste  Kraft,  welche  zur  Krümmung  einer 
zwei-  oder  dreimal  so  langen  Geraden  erfordert  wird,  nur  der  vierte 
oder  neunte  Theil  der  geringsten  Kraft,  welche  zur  Krümmung  der 
Geraden  von  einfacher  Länge  nöthig  ist. 

Verlängert  man  die  elastische  Linie  FGH  über  H  hinaus,  bis 
sie  der  Axe  weiterhin  in  JT,  M,  ...  begegnet,  so  sind  nicht  nur  die 
Geraden  FH,  HK,  KM,  ...  unter  sich,  sondern  auch  die  Bögen 
FGH,  IHK,  ...  unter  sich  gleich,  und  man  kann  die  der  A  gleiche 
und  entgegengesetzte  Kraft,  statt  in  H,  auch  in  K,  oder  in  M,  ... 
anbringen.  Es  wird  folglich  auch  die  geringste  ELraft,  um  eine  Gerade 
gleich  2/,  oder  3/,  ...  oder  il=k  zu  einem  doppelten  Bogen,  wie 
FKy  oder  zu  einem  dreifachen,  wie  FM,  ...,  oder  zu  einem  t fachen 
zu  krümmen,  ebenso  gross  sein  müssen,  als  die  geringste  Kraft,  welche 
nöthig  ist ,  um  eine  Gerade  =  l  =  k:i  in  einen  einfachen  Bogen 
FGH  zvL  verwandeln;  die  Kraft  wird  folglich  proportional  mit  t*  :  A* 
sein  müssen,  d.  h.  direct  proportional  dem  Quadrate  der  Zahl  der 
Bögen,  in  welche  die  Gerade  sich  theilen  soll,  und  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Länge  der  Geraden. 

§.  323.  Unter  den  mannigfachen  Formen,  welche  die  elastische 
Linie  haben  kann*),  ist  auch  die  Kr  eis  form  enthalten.  Denn  stellt 
man  sich  vor,  dass  eine  geschlossene  Kreislinie  gleichförmig  elastisch 
wird,  und  sich  in  eine  Gerade  auszudehnen  strebt,  so  ist  bei  der 
überall   gleichen    Krümmung   des   Kreises    kein   Grund   vorhanden, 


*)  Euler  zählt  neun  Species  dieser  Formen.    Siehe  dessen  Methodus  inve- 
niendi  lineas  curvas  etc.  Additam.  I.,  de  curvis  elasticis. 
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wamm  irgend  ein  Theil  desselben  «eine  Krömmiiiig.  £dl«  er  sie 
indert.  mehr  oder  weniger,  al«  ein  anderer  Tliefl  indem  sollte. 
Darch  eine  gleiehfonnige  Aendemng  der  Krmmnnng  würde  aber  der 
Krei«  selbst  entweder  grösiser  oder  kleiner,  welches  nicht  sein  kann, 
da  die  Linie  Ton  onTeränderlicher  Länge  sein  soIL  Mithin  bleibt 
der  Krei*  unTerändert. 

Alt  Axe  der  tUuiUchen  Kreulüde  ist  me  m  der  Ereisebene  wh- 
eftdlich  entfernte  Gerade  anzwtekmen.  Denn  nur  bei  dieser  Annahme 
kann  die  Entfernung  jedes  Pnnctes  der  Kreislinie  Ton  der  Axe  als 
proportional  der  von  einem  Pnncte  zum  anderen  constanten  Kriim- 
mung  des  Kreises  angesehen  werden. 

Soll  daher  ein  Theil  des  elastischen  Kreises,  getrennt  Ton  dem 
übrigen,  seine  Kreisbogenform  onTerandert  behalten,  so  hat  man 
entweder  das  erste  and  letzte  Element  des  Bebens  unbeweglich  zu 
machen,  oder,  wenn  man  das  eine  dieser  Elemente,  oder  auch  beide, 
beweglich  bleiben  lasst.  an  einem  unendlich  entfernten  Puncte.  der 
mit  dem  beweglichen  Elemente  in  fester  Verbindung  steht,  eine 
Kraft  anzubringen,  deren  Moment  in  Bezug  auf  den  bew^lich  ge- 
lassenen Endpunct  dem  endlichen  Momente  der  Elasticität  gleich  ist, 
also  eine  unendlich  kleine  Kraft,  indem  sonst,  wäre  die  Kraft  end- 
lich, ihr  Moment  unendlich  g^oss  sein  wurde.  Wir  wissen  aber  aus 
§.  26.  b.  dass  eine  unendlich  kleine  auf  einen  unendlich  entfernten 
Punct  wirkende  Kraft  die  Wirkung  eines  Kräftepaares  hat.  Mithin 
hat  man  an  zwei  Puncten.  die  mit  dem  beweglichen  Endelemente 
des  Bogens  in  fester  Verbindung  stehen,  zwei  einander  gleiche,  pa- 
rallele- und  entgegengesetzte  Kräfte  anzubringen,  deren  Moment, 
welches  rücksichtlich  aller  Puncte  der  Ebene  gleiche  Grösse  hat 
'§.  31  .  dem  Momente  der  Elasticität  gleich  ist. 

Kann  umgekehrt  das  freie  Ende  der  elastischen  Linie  nur  durch 
ein  Kräftepaar  im  Gleichgewichte  erhalten  werden,  so  ist  die  Linie 
ein  Kreisbogen.  Denn  da  in  jedem  Puncte  M  der  elastischen  Linie 
das  auf  ihn  bezogene  Moment  der  mit  dem  freien  Endelemente  in 
Verbindung  gebrachten  Kräfte  der  Krümmung  in  J/ proportional  ist. 
und  da  ein  Paar,  rücksichtlich  aller  Puncte  seiner  Ebene,  gleich 
grosse  Momente  hat,  so  muss  unter  der  gemachten  Voraussetzimg 
die  Krümmung  von  einem  Puncte  der  Curve  zum  anderen  constant 
und  folglich  die  Curve  ein  Kreis  sein. 

Da  übrigens  ein  Kräftepaar  in  seiner  Ebene  willkürlich  verlegt 
werden  kann  (§.  17),  so  erhellt  noch,  indem  man  die  Richtungen  der 
Kräfte  jenes  Paares  normal  der  Tangente  am  Ende  des  Bogens  sein 
lässt,  daifs  bei  einem  elaatiachen  Kreise  oder  Kreisbogen  die  Spannung 
Null  ist. 
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§.  324.  Wir  gehen  jetzt  zum  Gleichgewichte  eines  elastisch 
biegsamen  Fadens  im  Kaume  über.  —  Für  das  Gleichgewicht 
eines  vollkommen  biegsamen  Fadens,  wenn  auf  jedes  Element  ds 
desselben  eine  Kraft  Xds,  Yd 8^  Zds  wirkt,  hat  man  nach  §.  281,  5, 
die  drei  Gleichungen: 

fdzf  Yds  —fdy/Zds  =  0  , 
fdxfZds  —fdzf  Xds  =  0  , 
fdyfXds  —fdxf  Yds  =  0  , 

von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  und  von  denen 
die  letzte  z.  B.  ausdrückt,  dass,  wenn  man  die  Fadencurve  und  die 
auf  sie  wirkenden  Kräfte  auf  die  Ebene  der  a:,  y  projicirt,  in  Be- 
zug auf  die  Projection  (ar,  y)  des  Punctes  {x,  y,  z)  das  Moment  aller 
projicirten  Kräfte,  welche  vom  Anfangspuncte  der  Curve  bis  zum 
Puncto  (x,  y,  z)  auf  sie  wirken.  Null  ist. 

Ist  der  Faden  nicht  vollkommen  biegsam,  sondern  stellt  sich  der 
Biegung  die  Elasticität  als  Hindemiss  entgegen,  so  können  wir  nach 
der  Vorstellungsweise  in  §.317  an  je  zwei  nächstfolgenden  Elementen 
der  Curve,  wie  LM  und  MN  (vergl.  Fig.  86  auf  p.  461),  zwei  einander 
gleiche  und  direct  entgegengesetzte  Kräfte  hinzugefügt  denken, 
welche  die  Biegung  LMN  aufzuheben  streben,  und  von  welchen 
die  auf  MN  wirkende  in  Bezug  auf  M  ein  Moment 

u  =  —  2e.LMN:L]iP  (§.  319) 

hat,  wo  €  wiederum  den  constanten  Coefficienten  der  Elasticität  aus- 
drückt; das  Moment  der  auf  LM  wirkenden  Kraft  ist  in  Bezug  auf 
denselben  Punct  M  gleich  —  u.  Je  zwei  auf  diese  Art  zusammen- 
gehörige Kräfte  sind  nun  auch  in  jeder  Projection  einander  gleich 
und  direct  entgegengesetzt.  Ist  daher  A  der  Anfangspunct  des  Fa- 
dens, M  der  Punct  (x,  y,  «),  und  sind  A\  L\  AT,  iV'  die  Projec- 
tionen  von  A,  L^  3f,  N  auf  eine  der  drei  Coordinatenebenen ,  so 
reducirt  sich  ebenso,  wie  in  §.  317,  das  auf  M*  bezogene  Moment 
aller  in  der  Projection  von  A*  bis  M'  wirkenden  elastischen  Kräfte 
auf  das  Moment  der  auf  das  Element  L' M'  vom  Elemente  MN' 
her  wirkenden  Kraft  allein,  und  dieses  Moment,  es  sei  gleich  —  u\ 
ist,  wenn  >vir  für  die  Coordinatenebene  successive  die  der  yz^  der 
zx  und  der  xy  wählen,  der  ersten,  zweiten  und  dritten  obiger  Glei- 
chungen linker  Hand  noch  hinzuzusetzen. 

Ist  aber  p  irgend  eine  Kraft  in  der  Ebene  LMN,  und  />'  die 
Projection  dieser  Kraft  auf  die  Ebene  L' MN',  so  verhält  sich  das 
Moment  von  p  in  Bezug  auf  M  zum  Momente  von  p'  in  Bezug  auf 
3I\  wie   das  durch  p  und  M  bestimmte  Dreieck   zu  dem  durch  />' 
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und  31'  bestimmten,  also  auch  wie  LJlXxa  L'H'W  da  jedes 
Dreieck  der  einen  Ebene  zu  seiner  Projection  aof  die  andere  in 
einem  und  demselben  Verhältnisse  steht.  Es  Terhält  äch  daher  auch 
fj  :  u'  =  LMX :  L'3r  y.  und  es  ist  mithin 

u  =  —  2t.  L'31'y' :  L3n  . 

Setzen  wir  folglich  die  Projectionen  der  Dreieck5fläche  LMS 
auf  die  Ebenen  der  yr.  zz  und  zy  resp.  gleich  ^, .  jj^  und  J^, 
so  sind 

2£Z/,  2€J^  liJ^ 

rf**  dt"  d^ 

die  in  den  drei  Gleichungen  links  noch  hinzuzufugenden  Grossen. 
Da  endlich  nach  §.  319 

1J^  =  dxd^y  —  dyd*x  , 
und  ebenso 

'2J^=dyd*z  —  dzd*y  . 

'IJ^  =  dzd^x  —  dxd^z 

ist.  so  werden  die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  an  einem 
elastisch  biegsamen  Faden  im  Räume,  wenn  auf  jedes  Element  dt 
desselben  eine  Kraft  [Xd$,  Yds.  Zds)  wirkt: 

fd./  Yds  -fdyfZd»  =  e  ^^^Vjj'V'^''    , 
fdxfZds  -fdzfXds  =  e  ^'^'  -  ^"^^   , 

fd,jfxds  -fä.f  Yd.  = .  <^y^li,^^^i^  . 

drei  Gleichungen,  deren  jede,  wie  bei  denen  für  die  unelasrische 
Linie,  aus  den  beiden  übrigen  folgen  muss.  Dies  bestätigt  sich  auch 
sogleich,  wenn  man  die  Gleichungen  differentürt,  sie  hierauf  resp. 
mit  dx  j  dy ,  dz  multiplicirt  und  endlich  addirt:  denn  mau  gelangt 
damit  zu  der  identischen  Gleichung:  0  =  0. 

§.  325.  Zusätze,  n)  Da  jede  der  drei  eben  aufgestellten 
Gleichungen  eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist,  so  reichen  schon 
z^vei  derselben,  die  man  beliebig  wählen  kann,  hin,  um,  wenn  X,  Y.  Z 
als  Functionen  von  r,  y,  z  gegeben  sind,  die  Gestalt  des  Fadens 
beim  Gleichgewichte  zu  bestinmien.  Bei  der  hierzu  nöthigeu  Rech- 
nung führen  die  in  den  zwei  gewählten  Gleichungen  linker  Hand 
befindlichen  Integralausdrücke  zu  fünf  Constanten,  wie  schon  in 
§.  2S1 ,  (/  bei  der  nicht  elastischen  Linie  bemerkt  worden.  Hierzu 
kommen,  wegen  der  rechter  Hand  in  den  zwei  Gleichungen  stehen- 
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den  Differentialen  der  zweiten  Ordnung  noch  vier  Constanten,  so  dass 
die  zwei  Gleichungen,  vollständig  integrirt,  neun  Constanten  in 
sich  fassen. 

Um  diese  Constanten  zu  bestimmen,  kann  man,  ^vie  a.  a.  O., 
die  Werthe  von  fünf  derselben  dadurch  festsetzen,  dass  man  die 
Coordinaten  des  Anfangs-  und  Endpunctes  des  Fadens  und  seine 
Länge  gegeben  sein  lässt.  Und  da  die  Bedingung,  dass  eine  durch 
ihre  zwei  Gleichungen  ausgedrückte  Curve  im  Räume  in  einem  ihrer 
Puncte  eine  durch  ihn  gehende  gegebene  Gerade  zur  Tangente  hat, 
von  der  Erfüllung  zweier  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  des 
Punctes  und  den  die  Richtung  der  Geraden  bestimmenden  Winkeln 
abhängt,  so  kann  man  zur  Bestimmung  der  vier  übrigen  Constanten 
die  Richtungen  der  Tangenten  im  Anfangs-  und  Endpuncte  des 
Fadens  gegeben  annehmen. 

Derselbe  Satz,  den  wir  in  §.  319  für  die  elastische  Curve  in  einer 
Ebene  aufgestellt  haben,  gilt  daher  auch  für  diese  Curve  im  Räume. 
Wenn  nämlich  zwei  Puncte  eines  elastisch  biegsamen  Fadens  ge- 
gebene Oerter  einnehmen  und  seine  Elemente  daselbst  gegebene 
Richtungen  haben,  und  wenn  überdies  auf  alle  Elemente  des  Fa- 
dens Kräfte  wirken,  deren  Intensitäten  und  Richtungen  gegebene 
Functionen  ihrer  Angriffspuncte  sind,  so  ist  damit  die  Form  des 
Fadens  vollkommen  bestimmt. 

b]  Wird  der  elastische  Faden  im  Räume  in  irgend  einem  Puncte 
M  unterbrochen,  so  kann  das  Gleichgewicht,  ebenso  wie  in  §.  318,  c 
entweder  dadurch,  dass  man  das  letzte  noch  übrige  Element  LM 
unbeweglich  macht,  oder  dadurch,  dass  man  an  ihm  gewisse  Kräfte 
anbringt,  gesichert  werden.  Das  Moment  dieser  Kräfte  in  Bezug  auf 
i3f  als  Axe  ist  daher  Null,  mithin  muss  auch  das  auf  X3/  bezogene 
Moment  aller  auf  den  Faden  bis  M  wirkenden  äusseren  Kräfte ,  da 
sie  den  an  LM  anzubringenden  Kräften  das  Gleichgewicht  halten. 
Null  sein.  —  Dasselbe  erhellt  auch  mittelst  der  drei  Hauptgleichun- 
gen. Denn  die  in  ihnen  linker  Hand  stehenden  Momente  der  Pro- 
jectionen  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Projectionen  von  M 
kann  man  zugleich  als  die  Momente  dieser  Kräfte  selbst  in  Bezug 
auf  drei  durch  M  mit  den  Axen  der  z,  y,  z  gelegte  Parallelen  be- 
trachten (§.  281,  b).     Mit  diesen  Parallelen  macht  das  letzte  Element 

LM  Winkel,  deren  Cosinus  gleich  T"  >    ^  »    T"   sind.      Multiplicirt 

man  mit  diesen  Cosinus  die  drei  Momente  und  addirt  sie  hierauf, 
so  erhält  man  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  LM 
(§.  90).     Letzteres  Moment  reducirt  sich  aber  auf  Null,   wenn   man 
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für  die  drei  erBteren  ihre  in  den  Gleichungen  rechter  Ebuid  stehen- 
den Werthe  setzt. 

c.  Die  an  dem  letzten  Elemente  LJ/  oder  d9  anzubringenden 
Kräfte  lassen  sieh  bei  dem  elastisch  biegsamen  Faden  im  Räume  im 
Allgemeinen  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  zurückfuhren.  Zerlegt  man 
jede  derselben  in  zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine  auf  ds  normal  ist 
und  die  andere  mit  d$  zusammenfällt,  so  ist  zufolge  des  in  §.  3 IS./ 
von  der  Spannung  gegebenen  Begriffes  die  Summe  der  mit  ds  zu- 
sammenfallenden Kräfte  die  Spannung  des  Elementes  ds.  Da  nun. 
bei  dieser  Zusammensetzung  der  Kräfte  zur  Spannung,  ihre  Angriffs- 
puncte  nicht  in  Betracht  kommen  und  da  die  an  ds  anzubringenden 
Kräfte  mit  den  auf  den  Faden  von  seinem  Anfange  bis  zum  Elemente 
ds  wirkenden  äusseren  Kräften  im  Gleichgewichte  sind,  so  wird  man 
die  Spannung  auch  erhalten,  wenn  man  letztere  Kräfte  parallel  mit 
einer,  ihrer  ursprünglichen  Richtung  entg^engesetzten  Richtung  an 
einen  und  denselben  Punct  trägt  und  hierauf  ihre  Resultante,  welche 
( — f  Xdsy  — f  Yds,  — f  Zds)  ist,  auf  die  Richtung  des  Elementes 
ds  projicirt,  d.  i.  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  multiplicirt,  den  die 
Richtung  der  Resultante  mit  dem  Elemente  ds  bildet.  Auf  diese 
Weise  findet  sich  die  Spannung 

ds''  ds^  ds'' 

und  ist   wie   in  §.  31S,  y  eine  wirkliche   Spannung   oder   Pressung, 
jenachdem  sich  für  T  ein  positiver  oder  negativer  Werth  ergibt. 

Man  nimmt  übrigens  leicht  wahr,  dass  dieselben  Betrachtungen, 
welche  uns  jetzt  zu  dem  Ausdrucke  für  T  bei  dem  elastischen  Fa- 
den leiteten,  zu  dem  nämlichen  Ausdrucke  für  T  auch  bei  dem 
nicht  elastischen  Faden  führen,  und  dass  auch  in  der  That  dieser 
Ausdruck  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2  in  §.  2S0 
hervorgeht. 

§.  32(5.  Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  über  den 
elastisch  biegsamen  Faden  im  Räume  wollen  wir  noch  den  speciel- 
len  Fall  näher  untersuchen,  wenn  auf  den  Faden  keine  äusseren 
Kräfte  wirken,  sondern  bloss  das  erste  und  letzte  Element  des- 
selben an  gegebenen  Oertern  und  in  gegebenen  Richtungen  be- 
festigt sind. 

Wird  die  Unbeweglichkeit  des  einen  der  beiden  äussersten  Ele- 
mente aufgehoben,  und  soll  dabei  die  Gestalt  des  Fadens  unverän- 
dert bleiben,  so  müssen  an  Puncten  dieses  Elementes,  oder  auch  an 
Puncten,    die    mit    ihm    fest    verbunden    sind,    Kräfte   von   gewisser 
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Richtung  und  Intensität  angebracht  werden.  Ebenso  kann  auch  die 
UnbewegUchkeit  des  anderen  Grenzelementes  durch  Kräfte  ersetzt 
werden,  und  letztere  Kräfte  müssen  den  ersteren  ebenso,  wie  an 
einem  festen  Körper,  das  Gleichgewicht  halten. 

Die  auf  solche  Weise  an  dem  beweglich  gemachten  ersten 
Elemente  anzubringenden  Kräfte  wollen  wir,  wie  dies  im  Allgemeinen 
immer  möglich  ist,  auf  eine  einfache  Kraft  A  und  ein  Paar  redu- 
ciren,  und  zwar  so,  dass  die  einfache  Kraft  auf  der  Ebene  des 
Paares  normal  steht.  Werde  nun  die  Richtung  von  A  zur  Axe  der 
x^  und  folglich  die  Ebene  des  Paares,  oder  eine  mit  ihr  parallele, 
zur  Ebene  der  y,  z  genommen.  Alsdann  ist,  wenn  das  Moment  des 
Paares  in  Bezug  auf  einen  Punct  seiner  Ebene  gleich  m  gesetzt 
wird,  sein  Moment  auch  rücksichtlich  der  Axe  der  x^  so  wie  jeder 
damit  parallelen  Axe,  gleich  m;  rücksichtlich  der  Axe  der  y  aber, 
oder  der  Axe  der  2,  oder  irgend  einer  damit  parallelen  Axe  ist  es 
gleich  Null.  Femer  sind  von  der  Kraft  A  in  Bezug  auf  drei  durch 
den  Punct  (ar,  y,  z)  der  Curve  mit  den  Axen  der  ar,  y,  z  parallel  ge- 
legte Axen  die  Momente  resp.  gleich  0,  —  Az^  +  Ay*).  In  Be- 
zug auf  diese  drei  Axen  sind  daher  die  Momente  aller  auf  das  erste 
Element  des  Fadens  wirkenden  Kräfte  resp.  gleich 

m  ,        —  Az  ,         +  Ay\ 

und  da  bis  zum  Puncte  (x,  y,  z)  ausser  ihnen  keine  anderen  Kräfte 
auf  den  Faden  wirken  sollen,  so  haben  wir  diese  drei  Momente  in 
den  drei  Hauptgleichungen  für  die  Integralausdrücke  linker  Hand 
zu  substituiren ,  und  wir  erhalten  damit,  wenn  wir  noch,  grösserer 
Einfachheit  willen,  dx  constant  setzen,  die  drei  Gleichungen: 


j  m  =  € 


dzd^y  —  dyd*  z 
d? 


.  dxd*z  .  dxd^y 

oder  auch 

wo  J^y  J^y  J^  die   Projectionen  des  Elementardreiecks  LMN  auf 
die  drei   coordinirten  Ebenen   sind  (§.  324).     Es  ist  aber,    wenn  wir 


*)  Ueberhaupt  nämlich  sind  in  Beziehung  auf  dieselben  drei  Axen  die  Mo- 
mente einer  Kraft  [A,  B,  C),  deren  Angriffspunct  (a,  b,  c)  ist: 

C(6  — y)  -B  {c  —  z),      ^(c  —  z)  — C(fl  — ar)  , 

B{a--x)'-A(b  —  y) 
.  65  und  66). 
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dieses  Dreieck  LMN  gleich  J  setsen,  und  wenn  r  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  in  3f  bedeutet:  r  =  —  ds^.^J  (§.319),  und 
vnr  können  daher  letztere  drei  Gleichungen  auch  also  schreiben: 

^    '  r  J  r  J  ^        r  J 

Aus  ihnen  lassen  sich  nachstehende  merkwürdige  Eigenschaften 
der  elastischen  Linie  im  Räume  (vergl.  §.  320)  herleiten.  — 
Die  jetzige  Axe  der  x  oder  diejenige  Gerade,  welche  rücksichtlich 
der  auf  das  erste  Element  der  Curve  wirkenden  Kräfte  die  Haupt- 
linie  des  Systems  ist  (§.  82),  heisse  vorzugsweise  die  Axe  der  Curve. 
Nur  ist  ^^  die  Projection  des  Dreiecks  J  auf  die  Ebene  der  y,  r, 
folglich  J^  :  J  gleich  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Ebene  des 
Dreiecks  J  mit  der  Ebene  der  y,  z  macht,  gleich  sin  %,  wenn  %  ^'^^ 
Winkel  der  Ebene  von  J,  d.  i.  der  Krümmungsebene,  mit  der  Axe 
der  Curve  bedeutet.  Statt  der  ersten  der  Gleichungen  [B)  können 
ynr  daher  auch  schreiben: 

(a)  ^  =  —  8i^  X  ' 

T 

Femer  ist  zu  Folge  der  Eigenschaft  rechtwinkliger  Projectionen: 
J\  -{-  J\  -{-  J\  =  ^Z*,  und  daher,  wenn  man  die  Quadrate  der  drei 
Gleichungen  [B)  addirt: 

(b)  m«  +  A*  (y*  +  z*)  =  -^1 
woraus  in  Verbindung  mit  (er) 


r 


(c)  A  yy*  +  xj*=  -  cosx 

und 

{d)  A  Vy*  -(-  ä;*  =  m  cotg  x 

folgt. 

Die  erste  (a)  dieser  Gleichungen  lehrt  nun,  da^s  die  Krümmung 
der  elastischen  Linie  umgekehrt  dem  Sinus  des  Winkels  proportional 
istj  defi  die  Krümmungsehene  mit  der  Axe  der  Linie  bildet. 

Die  zweite  Gleichung  (h)  ist  die  Gleichung  Ay  -=  e  :r  für  die 
elastische  Linie  in  einer  Ebene  (§.  320)  analog  und  drückt  aus,  das^ 
die  Krümmwig  ifi  jedem  Puncte  proportional  der  Hypotenuse  eines 
rechtmnkligen  Dreiecks  ist,  dessen  eine  Kathete  von  constanter  Länge 
(=  m:  A)  f  und  dessen  andere  Kathete  dem  Abstände  des  Ptmctea 
V071  dei*  Axe  gleich  ist. 

Auch  hier  also  wird,  wie  in  §.  320,  die  Krümmung  desto 
schwächer,  je  näher  die  Curve  der  Axe  kommt;  und  weil  mit  wach- 
sendem   r   nach    [a)    auch    sin  /    wächst,    so    nähert    sich  dahei  die 
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Krümmungsebene  immer  mehr  der  auf  der  Axe  normalen  Lage. 
Begegnet  die  Curve  irgendwo  der  Axe,  so  ist  daselbst  die  Krüm- 
mung am  schwächsten  (jedoch  nicht  Null,  wie  in  §.  320),  und  die 
Krümmungsebene ,  folglich  auch  die  Curve  selbst,  auf  der  Axe  nor- 
mal. —  Parallel  mit  der  Axe  kann  die  Curve  erst  in  unendlicher 
Entfernung  von  der  Axe  werden.  Denn  wird  es  die  Curve,  so  wird 
auch  die  Krümmungsebene  mit  der  Axe  parallel,  folglich  ;f  =  0, 
folglich  nach  (a)  r  =  0  und  nach  (i)  y*  +  r*  =  oo. 

Dasselbe  fliesst  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  ((/),  welche 
zu  erkennen  gibt,  dass  der  Abstand  eines  Punctes  der  Curx>e  vo?i 
der  Axe  dei'  Cotangente  des  Winkeh  der  Krümmungselene  mit  der 
Axe  proportional  ist. 

Man  multiplicire  noch  die  drei  Gleichungen  [A)  resp.  mit  dx, 
dy,  dz  und  addire  sie,  so  erhält  man: 

[e)  mdx  +  A{ydz  —  zdy)  =  0  . 

Sind  nun  JF,  G  zwei  Puncte  der  Curve,  1^,  G'  ihre  Projectionen 
auf  die  Axe  der  x,  und  F^j  G^  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  der 
y,  Zy  und  ist  O  der  Durchschnitt  jener  Axe  mit  dieser  Ebene,  so 
kommt,  wenn  man  die  Gleichung  (e)  von  1^  bis  &  integrirt: 

m.FG'  +  A,OF,G,={^  , 

wo  OF^G^  die  Fläche  in  der  Ebene  der  y,  z  vorstellt,  welche  von 
den  Geraden  OF^ ,  O  G^  und  der  Projection  -F^  G^  des  Bogens  FG 
der  Curve  begrenzt  wird.  Indem  wir  uns  daher  die  Curve  durch 
den  einen  Endpunct  F  einer  sich  an  der  Axe  rechtwinklig  'fortbe- 
wegenden und  um  sie  sich  zugleich  drehenden  Geraden  F'  F  erzeugt 
denken  und  diese  Gerade  den  Badius  Vector  nennen,  können  wir 
die  erhaltene  Gleichung  also  aussprechen: 

Jeder  Tkeil  der  Axe,  um  welchen  sich  der  Radius  Vector  an  ihr 
fortbewegt^  steht  zu  der  Fläche,  welche  die  Projection  des  Radios  auf 
eine  die  Axe  rechtwinklig  treffende  Ebene  beschreibt,  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse,  —  in  dem  nämlichen,  welches  die  Cotangente  des 
Winkels,  den  die  Krümmungsebene  in  irgend  einem  Puncte  mit  der 
Axe  bildet,  zu  dem  Abstände  des  Punctes  von  der  Axe  hat. 

In  dem  besonderen  Falle ,  wenn  m  =  0 ,  und  wenn  daher  die 
auf  das  erste  Element  wirkenden  Kräfte  auf  eine  einzige  Kraft  A 
zurückgefilhrt  werden  können,  wird  zu  Folge  der  Gleichung  (e): 
ydz  —  zdy  =  0,  und  daher  y  =  az,  d.  h.  die  Curve  ist  in  einer  die 
Axe  und  somit  die  Bichtung  der  Kraft  A  enthaltenden  Ebene  be- 
griffen. Ihre  Krümmung  im  Puncte  (x,  y,  z)  i&t  alsdann,  wie  die 
Gleichung  (b)  lehrt,  und  wie  wir  bereits  aus  §.  320  wissen,  propor- 
tional mit  Vy*  +  z^,  d.  h.  mit  dem  Abstände  des  Punctes  von  der  Axe. 
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Wenn  dagegen  die  am  ersten  Elemente  anzubringenden  Kräfte 
auf  ein  Paar  reducirbar  sind,  und  somit  A  =  0  ist,  so  geben  die 
Gleicbungen  (b)  und  {e)  über  in  m  =  e:r  und  mdz  =  0  oder 
z  =  Const.,  d.  b.  die  Curve  liegt  in  einer  mit  der  Ebene  des  Paares 
parallelen  oder  zusammenfallenden  Ebene ,  was  nacb  §.  50  auf  eines 
und  dasselbe  binauskommt,  und  die  Krümmung  ist  unTeränderlich, 
die  Curve  selbst  also  ein  Kreis,  —  übereinstimmend  mit  dem  bereits 
in  §.  323  Gefundenen. 

§.  327.  Statt  der  drei  Gleichungen  [A]  können  auch  die  zwei 
(b)  und  {e)  als  die  Gleicbungen  der  elastischen  Linie  im  Räume  an- 
gesehen werden.  Kennt  man  daher  eine  Linie,  welche  diesen  zwei 
Gleichungen  Genüge  leistet,  so  wird  sie  eine  elastische  sein  und  die 
Axe  der  x  zu  ihrer  Axe  haben. 

So  wird  unter  anderen  hierher  die  cylindrische  Spirale 
oder  die  Schraubenlinie  gehören,  und  die  Axe  des  Cylinders 
wird  die  Axe  der  Curve  sein.  Denn  erstens  ist  der  Abstand  jedes 
Punctes  dieser  Spirale  von  der  Axe  von  gleicher  Grösse,  desgleichen 
auch  die  Krümmung  constant,  und  hiermit  wird  die  Gleichung  [b) 
erfüllt.  Da  femer  eine  cylindrische  Spirale  von  dem  Endpuncte  eines 
auf  der  Axe  normal  stehenden  Radius  beschrieben  wird,  wenn  der- 
selbe um  die  Axe  gedreht  und  zugleich  längs  der  Axe  fortgerückt 
Avird,  so  dass  seine  Fortrückung  der  gleichzeitigen  Drehung  immer 
proportional  ist,  so  geschieht  auch  der  durch  die  Gleichung  (e)  aus- 
j^edrückten  Bedingung  Genüge. 

Ist  eine  Spirale  ihrer  Form  und  Grösse  nach  gegeben  und  sollen 
die  zu  ihrer  Erhaltung  nöthigen  Kräfte  gefunden  werden,  oder  soll 
umgekehrt  aus  den  Kräften  die  Form  und  Grösse  der  Spirale  be- 
stimmt werden,  so  hat  man  nur  die  Gleichungen  (A)  der  elastischen 
Linie  mit  denen  der  Spirale  in  Verbindung  zu  setzen.  Sei  zu  dem 
Ende  a  der  Halbmesser  des  Cylinders  der  Spirale  oder  die  Länge 
des  vorhin  gedachten  Radius  Vector,  und  b  der  Weg,  um  welchen 
derselbe  an  der  Axe  während  einer  ganzen  Umdrehung  fortrückt. 
Wird  nun  diese  Axe  zur  Axe  der  x  genommen,  und  geschieht  bei 
einem  Fortrücken  nach  der  positiven  Seite  dieser  Axe  die  gleich- 
zeitige Drehung  in  dem  Sinne,  nach  welchem  die  Axe  der  z  mit 
der  der  y  einen  Winkel  gleich  90",  nicht  gleich  270",  macht,  so 
sind  die  Gleichungen  der  Spirale: 

y  =  a  cos  — 5 —  ,         z  =  a  sin  — = —   • 
^  b      '  b 

Hieraus  fliesst  durch  Differentiation 
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dy  =^ T—  dx  j        dz  =  — ^  dz  , 

0  0 

folglich 

d8  =  '^dx  ,  wo         ;  =  Vb^  +  ATi^a*  , 

d.  i.  gleich  dem  während  einer  ganzen  Umdrehung  des  Radius  erzeug- 
ten Theile  der  Spirale. 

Durch  nochmalige   Differentiation,  wobei  wir  dXj  wie   bei  den 
Gleichungen  (A)j  constant  setzen,  erhalten  wir: 


d.y  =  _i^rf:,«,  d«.  =  _l^^ 


dx*  . 


Substituiren  wir  nun  diese  Werthe  von  y  und  z  und  ihren 
Differentialen  in  den  drei  Gleichungen  {A)^  so  gibt  die  erste  der- 
selben : 


m  = = ; 

jede  der  beiden  anderen  aber  gibt: 

.  4  TT*  6  J 

und  hiermit  sind  die  Relationen  zwischen  den  Kräften  und  den  Pa- 
rametern der  Curve  gefunden.       ' 

Der  hierbei  sich  negativ  ergebende  Werth  von  m  zeigt  an,  dass 
der  Sinn  dieses  Momentes  dem  Sinne,  nach  welchem  der  Winkel 
der  Axe  der  z  mit  der  der  y  gleich  90°  ist,  also  auch  dem  Sinne, 
nach  welchem  die  Drehung  des  Radius  bei  einem  positiven  Fort- 
rücken an  der  Axe  der  x  geschieht,  entgegengesetzt  sein  muss. 
Denken  wir  uns  daher  diese  Axe  etwa  vertical,  und  windet  sich 
die  Spirale  nach  oben  zu  von  rechts  nach  links  um  die  Axe,  und 
wird  ihr  unterstes  Element  als  das  erste  betrachtet,  als  dasjenige 
also,  mit  welchem  die  einfache  Kraft  A  und  die  Kräfte  des  Paares 
in  Verbindung  gesetzt  sind,  so  muss  die  mit  der  Axe  zusammen- 
fallende Kraft  A  nach  oben,  und  der  Sinn  des  horizontalen  Paares 
von  der  Linken  nach  der  Rechten  gerichtet  sein. 

Aus  den  für  A  und  m  erhaltenen  Werthen  fliesst  die  Proportion: 

—  m:  A  =  27ta^ :  b  . 

Sie  gibt  zu  erkennen,  dass,  wenn  man  die  in  der  Axe  wirkende 
Kraft  A  geometrisch  durch  den  vom  Radius  a  während  einer  Um- 
drehung längs  der  Axe  zurückgelegten  Weg  b  ausdrückt,  das  Mo- 
ment m  des  normal  auf  der  Axe  wirkenden  Paares  durch  das  Dop- 
pelte der  auf  der  Axe  normalen  Basis  des  Cylinders  voigestellt  wird. 

MöbiuB  Worke  m.  31 
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Macht  man  die  Breite  des  Paares  gleich  a  und  setzt  m :  a  =  B, 
so  dass  -J-  B  und  —  B  die  Kräfte  des  Paares  sind,  so  wird 


—  B:A  =  27ta :  b  =  Vrfy*  +  dz* :  dz  . 

Man  kann  alsdann  dem  Paare  eine  solche  Lage  geben,  dass 
seine  Kräfte  auf  einem  Radius  in  den  zwei  Endpuncten  desselben 
pcrpendicular  stehen,  dass  also  die  eine  Kraft  +  B  irgend  einem 
Elemente  der  Curve  und  die  andere  —  B  der  Axe ,  also  auch  der 
Kraft  Aj  begegnet.  Zufolge  der  letzteren  Proportion  werden  sich 
dann  —  B  und  A  zu  einer  mit  dem  Elemente  parallelen  Kraft  zu- 
sammensetzen lassen,  also  zu  einer  Ejraft,  deren  Moment  in  Bezug 
auf  das  Element  Null  ist.  Da  nun  auch  die  dem  Elemente  begeg- 
nende Kraft  4-  B  rücksichtlich  desselben  ein  Moment  gleich  Null 
hat,  so  erhellt  auf  diese  Weise  ganz  einfach,  dass,  wie  wir  bereits 
aus  §.  325,  b  schliessen  können,  das  Moment  der  Kräfte  A,  B^  —  B 
in  Bezug  auf  jedes  Element  der  Curve  gleich  Null  ist. 

Um  endlich  noch  der  Spannung  der  Spirale  zu  gedenken,  so  ist 
sie,  weil  /  Xds  =  A^  /  Yds  =  0  und  fZds  =  0  sind, 

ds  l 

also  von  einem  Puncte  der  Curve  zum  anderen  constant  und  wegen 
des  negativen  Zeichens  keine  eigentliche  Spannung,  sondern  eine 
Pressung. 


§.  328.  Ehe  ich  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  an  einem 
elastisch  biegsamen  Faden  verlasse,  will  ich  noch  zeigen,  wie  die 
Sätze,  welche  in  der  Dynamik  das  Princip  der  lebendigen 
Kräfte  und  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  heissen  und 
in  §.  305  auf  das  Gleichgewicht  an  einem  vollkommen  biegsamen 
Faden  übergetragen  wurden,  mit  gehöriger  Modification  auch  auf 
einen  elastisch  biegsamen  Faden  angewendet  werden  können, 
wobei  ich  mich  aber,  um  nicht  eine  allzulange  Rechnung  herbeizu- 
führen, auf  den  Fall  beschränken  werde,  wenn  der  Faden  und  die 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

Für  diesen  Fall  ist  die  Gleichung  für  das  Gleichgewicht: 

fdyfXds  —fdx/Yds  =  ep  (§.  319)  , 

wo  j)    das   Reciproke    des    Krümmungshalbmessers    r  bedeutet;    die 
Gleichung  für  die  Spannung  aber  ist: 

dxf  Xds  +  dyf  Yds  =  —  Tds  (§.  318,  e)  . 
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Man  setze 

(1)         dz  =  ^ds  ,         dy  =  ijrf«,         dp  =  qds  , 

wo  daher 

I«  +  ij«  =  1     und     ^d^  +  Tidri  =  0  , 

80  werden  die  beiden  Gleichungen,  nachdem  man  zuvor  die  erstere 
differentiirt  hat: 

rifXd8  —  §fYds  =  €Q  , 
§fXd8  +  r]fYd8  =  —  T  . 

Hieraus  folgt: 


^.^j  (fXds  =  -n  +  eQ^  , 


[/Yd8=—Tri  —  eQ^  ; 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  abermals  differentiirt,  sie  dana 
resp.  mit  §  und  rj  multiplicirt  und  hierauf  addirt: 

Xdx  +  Ydy  =  —  dT+eQ  (§rfi?  —  rid^J  . 

Es  ist  aber,  wenn  ip,  wie  im  Vorigen,  den  Winkel  der  Tangente 
der  Curve  mit  der  Axe  der  x  bezeichnet: 


(3) 

■fnloriipVi 

dx 

==  cos  xp,ds  y         dy  ==i  &iaip.d8  y 

(3) 
und  daher 

ferner  ist 

(4) 

1 

• 

cos  xp  ,                  ri       siaxp  , 
Sdrj       rjd^  —  dip  ; 

t—T»  »"'—'■ 

Hiermit  wird: 

Xdx  +  Ydy  =  —  dT  —  epdp  . 

Ist  demnach  Xdx  +  Ydy  das  vollständige  Differential 
einer  Function  V  von  x  und  y,  V  dieselbe  Function  der  Co- 
ordinaten  des  Punctes  (x'j  y')  der  Fadencurve,  7"  die  Spannung  und 
p'  das  Keciproke  des  Krümmungshalbmessers  daselbst,  so  kommt, 
wenn  man  letztere  Gleichung  vom  Puncte  (x\  y')  bis  zum  Puncto 
{x,  y)  der  Curve  integrirt: 

I.      V—  v  +  T—r  +  \  €(p^  — /•)  =  0  . 

Man  kann  folglich^  wenn  man  die  Function  V  für  irgend  zwei 
Puncte  der  Fadencurve  die  Coordinaten  und  die  Krümmung8halbme8ser 
wid  in  dem  einefi  Puncte  die  Spannung  kennte  die  Spannung  in  dem 
arideren  ohne   JVeitere8  berechnen. 

Dies  ist  der  erste  der  hier  zu  beweisenden  Sätze.  Um  den 
zweiten  zu  entwickeln,  welcher  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
entspricht,  denke  man  sich  in  der  Ebene  des  Fadens  von  einem  be- 

31* 
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liebigen  Punete  J/|  der  Ebene  bis  zu  einem  anderen  beliebigen  Poncte 
3/^  irgend  eine  Corve  gezogen.  Unter  der  abermaligen  ToratLssetzone. 
dass  Xdz  +  Ydy  das  Differential  einer  gegebenen  Function  y  Ton 
X  und  y  ist.  werde  für  jeden  Punct  {>.  y  dieser  Curre  mit  Hülfe 
ihres  Krümmungshalbmessers  1  :/»  in  (x.  y-  der  Werth  Ton  T  nach 
der  Gleichung  L.  in  welcher  man  die  auf  den  Punct  t\  y'  des 
Fadens  sich  beziehenden  Grossen  V,  7^,  p  als  gegebene  Constanten 
ansehe,  berechnet,  und  damit  das  Inxe^nl  f  Td*  Ton  M^  bis  .V, 
gebildet.  Man  lasse  nun  die  Cuire  sich  um  ein  unendlich  Wenisres 
ändern  und  untersuche  die  Aenderung  dfTdi,  welche  dadurch 
das   Integral  erfahrt. 

Nach  I.  ist 

iT=  —  iV—tpdp 

=  —  Xix  —  Tiy  —  ^pip  (vergL  §.  305" 
und  daher 

d  (Tds)  =  6T.ds+  T.dds 

=  —  Xdsdx  —  Ydsdy  —  fpd»dp 
+  T^ddx  +  Tr^ddy  (ebendaselbst)  . 

Hiervon    das   Int^ral   von  M^    bis  M^   genommen,    gibt«    wefl 
fd[Td8)=^ifTds  ist,  die  gesuchte  Aenderung. 

Xehmen  wir  jetzt  an,  die  zu  varürende  Curve  sei  der  im  Gleich- 
gewichte befindliche  elastische  Faden  selbst,  also  Jf^  und  J/^  zwei 
Punete  desselben.  Für  den  Faden  haben  Xds  und  Yds  die  aas 
(2)  durch  Differentation  sich  ergebenden  Werthe,  und  es  wird  damit 

d^Tds)  =  d(T^  —eQr).dx  +  d[Tr^  +  f^l)  .  dy 

—  epdsöp  +  T^döx  +  Trdöy 

=  d(nöx)  +  d{Tr,öy   +eQ  , 


wo 


ß  =  —  d(Qr^)dx  +  d{QS)öy  — pdsöp 


wo 


>F  =  Qr^ödx  —  Q§ödy  —  pdsöp. 

Nach  den  Formeln  (3)  ist  aber 

r^ddz  —  ^ödy  =  sini// .  d (cos  ^p  .  ds)  —  cos \jj  .  d (sin ip  .  d$) 

=  —  ds  .  öifj  ; 
folglich  nach  (1)  und    4) 

W  =  —  dpd\p  +  dipöp  =  —  d(pöip)  +  ö{pdip) 
=  —  d(pö\l))  —  ö(p^ds)  . 
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Hiennit  wird,  wenn  man 

T^—eQri  =  F    und     Tri  +  BQS=  O 
setzt: 

ö(Td8)  =  d(Fdx)  +  d(Qdy)  —  Ed{pö\l))  —  ed{p^ds)  ; 

und  wenn  man  vom  Puncte  M^  bis  zum  Puncte  M^  der  Fadencurve 
integrirt  und  den  Werth  von 

Föx  +  Göy  —  epöip 

in  3/|  gleich  A^  und  in  M^  gleich  A^  setzt : 

öfiTds  +  ep^ds)  =  A^—A^, 

Werde  nun  angenommen,  dass  bei  der  Variation  des  Stückes 
M^  M^  der  Fadencurve  die  Puncte  M^  und  M^  ihre  Oerter  unver- 
ändert behalten,  und  dass  daher  dz  und  dy  für  jeden  der  beiden 
Puncte  Null  sind.  Werde  femer  gesetzt,  dass  die  variirte  Curve  mit 
der  ursprünglichen  in  M^  und  M^  einerlei  Tangenten  habe,  so  ist 
auch  dxfj,  als  die  Variation  des  Winkels  der  Tangente  mit  der  Axe 
der  :r,  an  beiden  Orten  Null.  Hiermit  werden  die  Grössen  A^  und 
A^^  welche  von  den  Werthen  der  Variationen  da:,  dy  und  dxjj  in 
M^  und  M^  abhängen,  gleichfalls  Null,  und  die  zuletzt  erhaltene 
Gleichung  reducirt  sich  auf 

n.  df(Td8  +  Bp'^ds)  =  0  , 

d.  h. 

Sind  Kräfte  (X,  Y)  an  einem  elastisch  biegsamen  Faden  im  Gleich- 
getcichte,  und  ist  Xdx  +  Ydy  das  vollständige  Differential  einer 
Function  V  von  x  und  y,  so  ist  es  unter  allen  Curven,  u>elche  vofi 
einem  beliebigen  Puncte  M^  des  Fadens  bis  zu  einem  beliebigen  anderen 
M^  desselben  gezogen  werden  und  in  M^  U7id  M^  den  Faden  zugleich 
herilhrefi,  die  zunschen  M^  und  M^  enthaltene  Fadencurve  selbst,  für 
%celche  das  voti  JfcT^  bis  M^  ausgedehnte  Integral 

f\Tde  +  ,^] 

seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth  hat.  Dabei  ist  T  mit  Hülfe  der 
Gleichung 

V-V'  +  T-T'+\e{^—^^)  =  0 

zu  berechnen,  wo  V\  T*  und  r'  die  irgend  einem  Puncte  der  Faden- 
curve zugehörigen  Werthe  der  Function  V,  der  Spannung  und  des 
Krümmungshalbmessers  bedeuten. 

§.  329.  Zusätze,  a)  Sind  X  und  Y  Null,  wirken  also  auf 
den  Faden  keine  Kräfte,    sondern   sind   bloss    das  erste  und  letzte 
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Element   in    gegebenen    Lagen   befestigt,    so   ist    V  constant,    also 

V=V'  und 

d.  h. 

Bei  der  elastischen  Linie  (§.  320]  ist  der  Unterschied  der  Span- 
nungen in  irgend  zwei  Puncten  dem  Unterschiede  der  Quadrate 
der  Reciproken  der  Krümmungshalbmesser  in  den  beiden  Puncten  pro- 
portional, 

b)  Substituirt  man  den  aus  letzterer  Gleichung  sich  ergebenden 
Werth  von  T  in  dem  Litegrale,  welches  ein  Maximum  oder  Mimi- 
mum  ist,  so  wird  dasselbe 

=f[T'  +  ie(p»  +  y*)]  ds=C.l  +  ^e  fp^ds  , 
wo  Cgieich  der  constanten  Grösse  T'  +  \ep'^y  und  /  gleich  der 
Länge  der  von  M^  bis  3/,  gezogenen  Curve.  Wird  folglich  noch  die 
Bedingung  hinzugefügt,  dass  /  constant,  dass  also  alle  von  31  ^  bis 
M^  gezogenen  Curven  von  gleicher  Länge  sein  sollen,  so  wird  /p*d$ 
selbst  ein  Minimum,  —  nicht  ein  Maximum,  weil  hier  das  Integral 
mit  der  Länge  der  Curve  offenbar  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen 
kann.  —  Wir  gelangen  hiermit  zu  dem  merkwürdigen  schon  von 
Daniel  Bernoulli*)  entdeckten  Satze: 

Unter  allen  Linien  von  gleicher  Länge,  welche  von  einem  gegebetten 
Puncte  zu  einem  anderen  gegebenen  gezogen  werden  und  in  diese» 
Puncten  von  ,Oeraden,  die  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  berührt  wer- 
den, ist  es  die  elastische  Linie,  für  toelche  das  von  dem  einen  zum 
andren  Puncte  ausgedehnte  Integral  des  durch  das  Quadrat  des  Krüm- 
mungshalbmessers dividirten  Liniefielements  seinen  kleinste?i  IVerth  hat. 

c)  In  den  bisherigen  Untersuchungen  über  den  elastisch  bieg- 
samen Faden  ist  in  Uebereinstimmung  mit  Allen,  welche  über  diesen 
Gegenstand  geschrieben  haben,  das  Moment  der  Elasticität  u  an  jeder 
Stelle  des  Fadens  der  Krümmung  daselbst  proportional  gesetzt  worden, 
indem  dieses  nicht  allein  die  einfachste,  sondern  auch  eine  mit  der 
Erfahrung  gut  harmonirende  Hypothese  ist  (§.  319).  Ohne  die  Er- 
fahrung näher  zu  befragen,  kann  man  bloss  behaupten,  dass  das 
Moment  tc  eine  Function  der  Krümmung  ist,  und  zwar  eine  solche, 
die   mit  der  Krümmung  zugleich   wächst  und    abnimmt   und   durch 


'*)  Siehe  den  Eingang  zu  der  bereits  in  §.  323  angeführten  Euler' sehen 
Abhandlung  de  curvis  elasticis.  Euler  berichtet  daselbst,  wie  Bemoulli  ihm  mit* 
getheilt  habe,  dass  er  die  gesammte  in  einem  elastischen  Bleche  (lamina  ent- 
haltene Kraft  in  dem  einfachen  Ausdrucke /(J« :  r')  zusammenfassen  könne,  und 
dass  dieser  Ausdruck,  welchen  er  die  vis  potentialis  des  Bleches  nennt,  für  die 
elastische  Linie  ein  Minimum  sein  müsse. 
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Null  in  das  Entgegengesetzte  übergeht.  Denn  unter  der  Annahme, 
dass  alle  Elemente  des  Fadens  von  gleicher  Länge  sind,  kann  das 
Moment  u  des  von  den  Richtungen  zweier  nächstfolgenden  Elemente 
gebildeten  Winkels  dip  von  diesem  Winkel  allein  abhängig  sein,  und 
da  u  eine  endliche  Grosse,  ds  aber  constant  gesetzt  worden  ist,  so 
muss  u  eine  Function  von  dipiduj  d.  i.  von  der  Krümmung,  sein. 
Dass  aber  u  mit  der  Krümmung  zugleich  ab-  und  zunehmen  muss 
u.  s.  w.,  folgt  aus  der  Natur  der  Sache  selbst 

Ich  mache  diese  Bemerkung  hier  um  deswillen,  weil,  wie  ich 
noch  hinzufügen  will,  die  in  §.  328  angestellte  Rechnung  auch  unter 
der  Voraussetzung,  dass  das  Moment  u  überhaupt  eine  Function  der 
Krümmung,  also  von  r  oder  von  p  (=  1  :  r)  ist,  geführt  werden 
kann. 

In  der  That  stelle  P  irgend  eine  gegebene  Function  von  p  vor, 
und  sei  dem  gemäss  die  allgemeinere  Gleichung  für  das  Gleichge- 
wicht am  elastischen  Faden: 

fdyfXds  —fdxf  Yds  =  P  . 

Alsdann  werden,  wenn  man  dP=  Jldp  setzt,  die  Gleichungen  (2) : 

fXd8  =  —  T^  +  nQtj  , 
/Yds  =—  Ttj  —  ngS  . 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  auf  die  oben  angezeigte  Weise 
und  setzt  fJIpdp  =  Q,  und  den  Werth,  welchen  Q  für  x  =  z'  und 
y  =  y'  erlangt,  gleich  Q',  so  erhält  man  statt  der  Gleichung  I.  : 

V—  V  +  T—  r  +  Q  —  Q'  =  0  , 

und  man  kann  daher  auch  jetzt  noch  die  Spannung  T  schon  durch 
die  Function  V  und  durch  den  Krümmungshalbmesser,  von  welchem 
Q  eine  gegebene  Function  ist,  bestimmen. 

Eine  weitere  analoge  Durchführung  der  Rechnung  gibt  mit  der 
Bemerkung,  dass  <JQ  =  Jlpdp  und  dP  =  Jldp  ist: 

V  =  —  dP.dilJ  +  dP.dip  =  —  d(Pdtp)  +  d(Pdxlj) 
=  —  d{Pdip)  —  d(Ppds)  , 

und  man  gelangt  damit  zu  dem  Integrale 

/(Tds  +  Ppds)  , 

welches  unter  den  nämlichen  Voraussetzungen,  welche  in  §.  328  ge- 
macht wurden,  ein  Maximum  oder  Minimum  sein  muss. 
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Gleichgewicht  an  einem  elastisch  drehbaren  Faden. 

§.  330.  Eine  krumme  Linie  im  Kaume  können  wir  ihrer 
Grösse  und  Form  nach  als  gegeben  ansehen,  wenn  die  Längen  ihrer 
Elemente )  die  Winkel  je  zweier  nächstfolgenden  Elemente  und  die 
Winkel,  welche  die  Ebenen  von  je  zwei  nächstfolgenden  der  ersteren 
Winkel  mit  einander  machen,  gegeben  sind.  Von  diesen  drei,  zur 
Bestimmung  einer  Linie  von  doppelter  Krümmung  dienenden  Arten 
von  Grössen  setzten  wir  in  diesem  Kapitel  zuerst  alle  drei  venLnder- 
lieh  und  liessen  durch  die  Veränderung  der  Längen  der  Ele- 
mente elastische  Kräfte  entstehen  (§.  313 — 315).  Wir  setzten  zweitens 
die  Längen  der  Elemente  constant,  und  nur  die  beiden  Arten  von 
Winkeln  veränderlich,  und  liessen  durch  die  Aenderung  der 
Winkel  der  ersten  Art  elastische  Kräfte  erzeugt  werden  (§.  316 
bis  §.  329). 

Auf  diesem  Wege  fortgehend,  wollen  wir  nun  drittens  und 
letztens  die  Längen  der  Elemente  sowohl,  als  die  Winkel  der  ersten  Art, 
constant  und  nur  die  der  zweiten  Art  als  veränderlich  annehmen 
und  durch  ihre  Veränderung  elastische  Kräfte  hervorgehen  lassen. 
So  wie  wir  aber  bei  der  zuletzt  geführten  Untersuchung  der  Ein- 
fachheit willen  die  Winkel  der  ersten  Art  beim  anfänglichen  Zu- 
stande der  Linie  sämmtlich  Null  setzten  und  damit  die  Linie  eine 
Gerade  sein  liessen,  so  wollen  ivir  auch  jetzt ,  so  lange  auf  die  Linie 
noch  keine  Kräfte  wirken,  die  Winkel  der  zweiten  Art  Null  an- 
nehmen und  somit  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung  voraus- 
setzen. 

Sind  demnach  L,  M,  N,  0  irgend  vier  zunächst  auf  einander 
folgende  Puncte  der  Curve,  also  LM,  3fN,  NO  drei  nächstfolgende 
Elemente  derselben  und  LMN,  MNO  zwei  nächstfolgende  Winkel 
der  ersten  Art,  so  sollen  die  ursprünglich  ziisammenfallenden  Ebenen 
derselben,  wenn  sie,  durch  äussere  Kräfte  genöthigt,  an  ihrem  ge- 
meinschaftlichen Elemente  MN  einen  Winkel  (der  zweiten  Art)  mit 
einander  machen,  durch  elastische  Kräfte  zur  Wiedervereinigung 
getrieben  werden.  Entfernt  man  die  äusseren  Kräfte  und  soll  nichts- 
destoweniger der  Ebenen winkel  unverändert  erhalten  werden,  so  kann 
dieses  dadurch  geschehen,  dass  man  irgend  zwei  Puncte,  etwa  L 
und  0,  der  einen  und  anderen  Ebene,  von  denen  keiner  in  dem  ge- 
meinschaftlichen Elemente  MN  liegt,  durch  eine  steife  gerade  Linie 
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L  O  von  unveränderlicher  Länge  mit  einander  verbindet;  denn  hier- 
durch werden  die  beiden  Ebenen  in  eine  unveränderliche  Lage  gegen 
einander  gebracht.  Den  elastischen  Kräften  halten  daher  die  Pres- 
sungen der  Linie  L  O  das  Gleichgewicht,  und  man  kann  sich  folg- 
lich die  elastischen  Kräfte  als  zwei  einander  gleiche,  nach  den  Rich- 
tungen L  O  und  OL  auf  die  Ebenen  LMN  und  MNO  wirkende, 
Kräfte  vorstellen,  und  ebenso 'als  zwei  nach  L' O'  und  O'L'  ge- 
richtete Kräfte,  wenn  L'  und  O'  irgend  zwei  andere  Puncte  in  den 
Ebenen  LMN  und  MNO  sind.  Heissen  nun  p  und  — p  die  beiden 
ersteren  und  p'  und  — p'  die  beiden  letzteren  Kräfte,  so  müssen 
nach  demselben  Schlüsse,  wie  in  §.  316,  wenn  das  Element  MN  un- 
beweglich angenommen  wird,  die  Kräfte  p  und  p\  welche  nach  den 
Kichtungen  LO  und  L'  O'  auf  die  um  MN  drehbare  Ebene  LMN 
wirken,  gleich  wirkend  sein;  es  müssen  folglich  die  Momente  von  p 
und  p'  in  Bezug  auf  MN  als  Axe  einander  gleich  sein.  Die  ge- 
meinschaftliche Grösse  dieser  Momente  wollen  wir  das  Moment  der 
Elasticität  des  Ebenen  winkeis  LMN^MNO  nennen  und,  wenn  die 
Länge  der  Axe  gleich  1  ist,  mit  v  bezeichnen.  Kennt  man  dieses 
Moment,  so  kann  man  für  jede  gegebene  Richtung  der  Kraft  p  oder 
p  die  Intensität  der  letzteren  finden.  Denn  das  Moment  einer  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  durch  LO  ausgedrückten  Kraft  in  Be- 
zug auf  die  Linie  MN,  als  Axe,  ist  gleich  dem  sechsfachen  der  Py- 
ramide MNLO  (§.59),  gleich  LMNO  (§.63,  1),  und  daher  nach 
§.91  das  Moment  einer  nach  LO  gerichteten  Kraft  p  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  welche  die  Richtung  MN  und  eine  Länge  gleich  1  hat: 

6.  LMNO  rill.  LO.MN 

'=  LO.MnP^        ^"^^"^        P  =  ^.LMNO''' 

Ebenso,  wie  bei  dem  Linien winkel  in  §.316,  ist  demnach  auch  hier 
mit  dem  Momente  der  Elasticität  die  Wirkung  derselben  vollkommen 
bestimmt. 

Was  zuletzt  noch  die  Grösse  des  Moments  t>  anlangt,  so  ist 
wohl  auch  hier  die  naturgemässeste  Hypothese,  dasselbe  bei  einem 
gleichförmig  elastischen  Faden,  sobald  die  Elemente  desselben  ein- 
ander gleich  angenommen  werden,  dem  mehrgedachten  Ebenen- 
winkel proportional  zu  setzen,  also  überhaupt,  —  mag  d$  constant 
angenommen  werden,  oder  nicht  — 

^—  ^^^ 

ds 

zu  setzen,  wenn  dx  den  unendlich  kleinen  Ebenenwinkel  und  &  eine 
von  der  Elasticität  des  Fadens  abhängige  Constante  bezeichnet. 
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Weil  endlich 

6LMNO=2LMN'^^^^^  -  sin  LMN^MNO 

MN 

=  4— ^^— rfx  =  4i3fJV«.-   , 
80  kann  nach  derselben  Hypothese  das  Moment  v  auch  gleich 

gesetzt  werden.     Dabei  ist  d'  eine  positive  Grösse,  weil  das  Moment 
d-  mit  der  Pyramide  LMNO  einerlei  Zeichen  hat. 

§.  331.  Dieses  vorausgeschickt,  gehen  wir  jetzt  zur  Entwicke- 
lung  der  unser  Problem  in  Rechnung  setzenden  Differential- 
gleichungen über.  Hierbei  wollen  wir,  wie  bei  der  vorigen  Un- 
tersuchung, die  in  §.  281,  &  aufgestellten  Gleichungen  für  das 
Gleichgewicht  eines  vollkommen  biegsamen  Fadens  zu  Grunde 
legen.  Diese  vollkommene  Biegsamkeit  wird  gegenwärtig  durch  die 
zwei  Bedingungen  beschränkt,  dass  die  in  §.  330  sogenannten  Winkel 
der  ersten  Art  unveränderlich  und  dass  die  der  zweiten  Art  elastisch 
sein  sollen,  und  wir  haben  deshalb  zu  den  in  jenen  Gleichungen 
bereits  vorkommenden  Kräften  noch  zweierlei  andere  Kräfte  hinzu- 
zufügen. Damit  aber  diese  neuen  Kräfte,  gleich  den  bereits  vor- 
kommenden, den  Faden  selbst  afficiren  und  somit  auf  eben  die  Art, 
wie  jene,  in  Rechnung  genommen  werden  können,  wollen  wir  die 
UnVeränderlichkeit  der  Winkel  der  ersten  Art  uns  dadurch  bewerk- 
stelligt denken,  dass  von  je  drei  nächstfolgenden  Puncten  des  Fa- 
dens, wie  7v,  3/,  iV,  der  erste  mit  dem  dritten  durch  eine  gerade 
Linie  L  N  von  unveränderlicher  Länge  verbunden  ist.  Die  Elasti- 
cität  der  Winkel  der  zweiten  Art  oder  der  Ebenenwinkel  wollen 
wir,  den  vorangegangenen  Erläuterungen  gemäss,  als  darin  bestehend 
uns  vorstellen,  dass  auf  den  ersten  und  vierten  von  je  vier  nächst- 
folgenden Puncten,  wie  Z/,  M,  Ny  O,  zwei  einander  gleiche  und  direct 
entgegengesetzte  Kräfte  wirken.  Die  Kräfte,  welche  gegenwärtig 
am  Faden  sich  das  Gleichgewicht  halten  sollen,  sind  demnach: 

1)  Die  äusseren  Kräfte  (Xdsj  Yds,  Zds)^  welche  auf  die  ein- 
zelnen Elemente  L  M,  MN,  NO ,  . . .  wirken ,  und  woliin  auch  die 
endlichen  Kräfte  gehören ,  die  am  Anfang  und  Ende  des  Fadens 
thätig  sind; 

2)  die  Pressungen,  welche  von  den  steifen  Geraden  LN,  MO,  .  . 
auf  die  sie  begrenzenden  Puncte  des  Fadens  hervorgebracht  werden; 

3)  die  elastischen  Kräfte,  deren  Richtungen  in  LO,  ...  fallen. 
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Den  allgemeinen  Gleichungen  in  §.281  zufolge  ist  nun  zunächst 
analytisch  auszudrücken,  dass  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Axen, 
welche  durch  irgend  einen  Punct  {Xy  y^  z)  oder  3f  des  Fadens  parallel 
mit  den  Coordinatenaxen  gelegt  werden,  das  Moment  aller  jener  vom 
Anfangspuncte  A  bis  zum  Puncte  M  auf  den  Faden  wirkenden  Kräfte 
Null  ist.  Auf  solche  Weise  erhalten  wir  drei  Gleichungen,  oder 
vielmehr  nur  zwei,  da  aus  je  zweien  derselben,  nachdem  sie  differen- 
türt  worden,  die  dritte  folgt. 

Von  allen  auf  den  Faden  von  A  bis  M  wirkenden  Pressungen 
sind  aber  zwei  und  zwei  einander  gleich  und  direct  entgegengesetzt, 
die  zwei  ausgenommen,  welche  die  Puncte  L  und  M  nach  den 
Richtungen  L  N  und  M  O  treiben,  indem  die  ihnen  entgegengesetzten 
auf  die  nicht  mehr  zum  Theil  A  M  des  Fadens  gehörigen  Puncte  N 
und  O  wirken;  und  weil  die  nach  MO  gerichtete  Pressung  jeder 
durch  M  gelegten  Axe  begegnet,  so  reducirt  sich  in  Bezug  auf  eine 
solche  Axe  das  Moment  aller  jener  Pressungen  auf  das  Moment  der 
nach  LN  gerichteten  Pressung  allein.  Wir  wollen  die  Momente 
dieser  Pressung  in  Bezug  auf  die  drei  durch  M  mit  den  Axen  der 
x^  y,  z  parallel  gelegten  Axen  resp.  gleich  />,  ;,  r  setzen. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  kommen,  wenn  K  der  dem  L  nächst- 
vorangehende Punct  ist,  die  Momente  aller  elastischen  Kräfte  von 
^  bis  3f  auf  die  Momente  der  zwei  auf  K  und  L  nach  KN  und 
LO  gerichteten  Kräfte  zurück.  Heissen  rücksichtlich  jener  drei 
Axen  die  Momente  der  ersteren  dieser  zwei  Kräfte ;  y, ,  ^, ,  h,.  der 
letzteren:/)  g^  h.  Alsdann  sind,  wenn  wir  noch  die  Momente  der 
äusseren  Kräfte  von  A  bis  M  rücksichtlich  derselben  drei  Axen 
kurz  mit  (X),  (Y),  (Z)  bezeichnen,  die  vorhin  gedachten  drei  Glei- 
chungen : 

((X)+;>+/-t-/=0, 

(«)  \[Y)+q-^rg.  +  g  =  ^. 

[  (Z)  -t-  r  +  A,  -t-  A  =  0  , 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  aus  diesen  Gleichungen  die  die  Werthe 
von  p,  ^f  r  bestimmende  Pressung  zu  eliminiren.  Die  zwei  Glei- 
chungen, welche  dadurch  hervorgehen,  findet  man  am  leichtesten, 
wenn  man  jene  drei  addirt,  nachdem  man  sie  das  einemal  mit 
den  Cosinus  ^,,  rj,j  T,  der  Winkel  multiplicirt  hat,  welche  das  Ele- 
ment i3/ mit  den  Coordinatenaxen  macht,  und  das  anderemal  mit 
den  Cosinus  f,  iy,  'C  der  Winkel  des  Elementes  MN  mit  denselben  drei 
Axen.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

f  (X)?,  +  (Y)ri,  +  {Z)C,  +f,l+g,ri,  +  Kl,  =  0  , 
^^^   -1(X)?  +[Y)ri  +(Z)l;+f^+gri  4-  Ä  ^  =  0  . 
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Denn  die  Aggregate  p^,  +  qrj,  +  r^,  und  /?,  +  fff],  +  h^,  sind  nach 
§.  90  die  auf  LMj  als  Axe,  bezogenen  Momente  der  nach  ZriV  ge- 
richteten Pressung  und  der  elastischen  nach  LO  gerichteten  Kraft^ 
und  jedes  dieser  beiden . Momente  ist  Null,  weil  die  Axe  £3f  den 
Richtungen  der  Pressung  und  der  elastischen  Kraft,  in  Lj  beg^:net, 
und  ebenso  erhellt,  dass  auch  p^  +  qr]  +  r^  und  f,^  +  ^ri?  +  */?, 
als  die  Momente  der  Pressung  nach  LN  und  der  elastischen  nach 
KN  gerichteten  Kraft,  in  Bezug  auf  MNj  als  Axe,  Null  sind. 

Von  den  zwei  Gleichungen  (b)  selbst  drückt  die  erste  aus,  dass  das 
Moment  aller  auf  den  Faden  von  A  bis  L  (oder  M)  wirkenden  Kräfte 
rücksichtlich  des  Elementes  LM,  als  Axe,  Null  ist,  und  die  zweite, 
dass  das  Moment  aller  Kräfte  von  ^  bis  3f  (oder  N)  rücksichtlich  der 
Axe  MN  Null  ist.  Beide  Gleichungen  drücken  daher  eines  und 
dasselbe,  nur  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene  Puncte  der  Curre, 
aus,  und  da  diese  zwei  Puncte  einander  unendlich  nahe  liegen,  so 
u\us$  sich  die  eine  dieser  Gleichungen  durch  Differentiation  der  an- 
iWrtni  on^^bon.  Durch  die  Elimination  der  Pressung  aus  (a)  haben 
\^ir  ^UhtT«  gt^nau  betrachtet,  nur  eine  Gleichung  erhalten;  auch  war 
\U«^<ti^  lie'ichi  Tonussusehen,  da  von  den  drei  Gleichungen  (a),  nachdem 
^ie  UxtfV'Jreuüin  worden,  eine  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist. 

)^  Meibi  uu$  jetxt  noch  übrig,  in  einer  der  beiden  Gleichungen 
\^\  wvau  >Aiir  die  iweite  wiklen.  für  die  darin  vorkommenden  Mo- 
uik^^te  ihre  ua$  schon  bekannten  Werthe  zu  substituiren.  Es  ist 
uäudich  ,versfl  §.  2SI,  ^ 

vX«  =fdzf  Ydf  —fdy/Zds  , 
y  =/dx/Zds—/dzrXds  , 
Z   =/dy  y  Xd^  —/dxf  Yds  . 

Femer  ist  fz  —  gr  +  ^^  gh^ioh  dem  Momente  r  der  elastischen 
nach  L  O  gerichteten  Kraft  in  Bezug  auf  eine  nach  MN  gerichtete 
Axe.  gleich 

^  .  6  Z  MXO  ;  4  L  MS^    §.  330). 

Aus  der  analytischen  Geometrie  weiss  man  aber,  dass 

eLMXO  =  dyd^z  —  dzd^y  d>x~  dzd^x  —  dxd^z)  d^y 

4-  ^dxd^y  —  dyd^x-  d'z  •) 
und 

4  L  MX*^  =  AJ:  -^J:-r-  J;]'  (§.  324) 

=    dyd^z  —  dzdy-  -f   dzd*'x  —  dxd^z  «  +   dxd'-y  —  dyd^x)'  . 

EniUich  ist  §  ^=  dx :  ds,  ...  und  es  wini  daher,  wenn  man  noch  der 


*    Auch  kann    dieser   Ausdruck  leicht   aus   dem  in  §.  64  durch  die  Coordi- 
naten  ihrer  Ecken  ausgedrückten  Werthe  einer  Ptramide  hergeleitet  werden. 


§.  332.      Achtes  KapiteL    Vom  Oleiehgewiehte  an  elastischen  Fäden.  493 

Einfachheit  willen  dx  constant  annimmt,  die  gesuchte  Gleichung  fiir 
das  Gleichgewicht: 

dx  [fdzf  Yds  —fdyfZds)  +  dy  ifdxfZds—fdzfXds) 

+  dz  (fdyf  Xds  —fdxf  Yds) 

_  dxjd^z  d^y  —  d^y  d^z) 

~  {dz  d^y  +  dy  rf*z)*  +  rfar*  (rf*y«  +  rf»««) 

Mit  dieser  Gleichung  ist  aber  noch  die  Bedingung  zu  verbinden, 
dass  die  Curve  von  doppelter  Krümmung,  zu  welcher  die  ebene 
Curve  gedreht  worden,  in  jedem  ihrer  Puncte  denselben  Krümmungs- 
halbmesser r  hat,  als  die  ebene  Curve  in  dem  entsprechenden  Puncte ; 
d.  h.  man  hat  zu  der  letzteren  Gleichung  noch  die  zwischen  r  und 
8  bei  der  ebenen  Curve  stattfindende  Gleichung,  als  eine  auch  bei 
der  doppelt  gekrümmten  geltende,  hinziizufugen.  Zu  dem  Ende  be- 
stimme man,  wenn  y  =f(x)  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  ist, 
aus  dieser  Gleichung  das  Yerhältniss  ds :  dx  und  r,    als  Functionen 

dv       dt*    d 8 
von  x.     Hiermit  findet  sich   auch    das  Verhältniss  -r- =  t-  -  ^r-  als 

ds      dx    dx 

Function  von  x.     Man  eliminire   hierauf  x  aus   den  Werthen  von  r 

und  dr  :d8j  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  r  und 

dr:d8,   in    welcher  nur   noch  für  dsy    r  und  dr  ihre  allgemeinen 

Werthe,    durch    die    ersten,    zweiten    und    dritten    Differentiale    von 

X,  y,  z  ausgedrückt,  zu  substituiren  sind. 

Ist    z.  B.    die    gegebene    Curve    ein    Kreis,    dessen    Halbmesser 

gleich  a,  so  hat  man  die  Bedingungsgleichung 

ds^ 


a 


V[dzd^y  —  dyd^zY+  [dxd^z— dzd^x)*  -f-  (dyd^x  —  dxd^y)^ 


Durch  diese  zweite  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  vorhin 
entwickelten  Momentengleichung,  ist  aber,  sobald  noch  X,  Y,  Z  ge- 
gebene Functionen  von  x,  y,  z  sind,  die  Beschaffenheit  der  Curve 
bestimmt. 

§.  332.  Zusätze,  a)  Die  Herleitung  der  zwei  endlichen 
Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  aus  den  zwei  Differentialgleichungen 
des  §.  331  erfordert  zwölf  Integrationen  und  führt  damit  zwölf  will- 
kürliche Constanten  herbei.  Denn  zuerst  hat  man  die  drei  In- 
tegrale fXd8y  /YdSy  fZds  mit  drei  willkürlichen  Constanten. 
Hierzu  kommen  durch  Integration  der  drei  Ausdrücke:  dz  f  Yd 8 
—  dy  J  Zds,  drei  neue  Cons tauten;  und  da  von  den  Integralen  dieser 
Ausdrücke,   nachdem  sie  resp.  mit  dx^  rfy,  dz  multiplicirt  worden, 
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diit  Summe  einem  AaMimcIüe  gleich  m  fetaen  ift.  welcher  DiCnen- 
tule  der  ersten  bis  dritten  Ordnung  enthalt,  «o  kommen  bei  toD- 
fktandiger  Integration  dieser  eisten  DifferentiaJrfeichang  noch  drei 
neue  O/nstanten  hinzu.  Diese  nenn  Conitanten  werden  aber  durch 
Inteeradon  der  zweiten  Gleichung,  welche  Ton  der  dritten  Ordnuns 
im  Alltremeinen  ut.  nur  für  den  Kreis  Ton  der  zweiten  .  noch  um 
drei  Termehrt.  k»  das«  die  Anzahl  sammtlicher  Constanten  auf  zwölf 

steigt. 

Sind  demnach  eine  ebene  Curre.  zwei  Puncte  A'  und  B^  in 
derselben  und  die  Oerter  A  und  B  gegeben,  welche  diese  Puncte  im 
B4^nfn<i>  einnehmen,  nachdem  die  Curre  unter  dem  Einflüsse  änaserer 
Kräfte  und  ihrer  eigenen  mit  der  zweiten  Krümmung  Terbundenen 
Elasticität  eine  zweite  Krümmung  erhalten  hat.  sind  femer  in  diesen 
zwei  Oertem  noch  die  Tangenten  und  die  Krümmungsebenen  der 
doppelt  gekrümmten  Curre  gegeben,  so  ist  damit  letztere  Curre 
selbst  vollkommen  bestimmt.  —  Denn  eben  so  gross,  als  die  Zahl 
(zwölf;  der  willkürlichen  Constanten,  m  auch  die  Zahl  der  Glei- 
chungen.  welche  zwischen  den  Constanten  in  den  zwei  Gleichungen 
der  Cunre  erfüllt  sein  müssen,  wenn  diese  die  eben  au%estellten 
Bedingungen  erfüllen  soll. 

In  der  That  gibt  die  Bedingung,  das«  die  Curve  durch  den 
Punct  A  gehen  soll,  zwei  Gleichungen,  die  bestimmte  Richtung 
ihrer  Tangente  in  A  fuhrt  zu  einer  dritten  und  vierten  Gleichung 
(§.  325,  a  ,  die  bestimmte  Lage  der  diese  Tangente  enthaltenden 
Krümmungsebene  zu  einer  fünften  Gleichung,  und  die  Bedingung. 
daÄS  der  Punct  A  der  doppelt  gekrümmten  Cur^e  ursprünglich  der 
Punct  A'  der  ebenen  Curve  gewesen,  dass  also  erstere  Curve  in  A 
lind  letztere  in  A'  einander  gleiche  Krümmungshalbmesser  haben, 
leitet  zu  einer  sechsten  Gleichung.  Auf  gleiche  .\rt  ergeben  sich 
auch  für  den  Punct  B  und  für  die  Tangente,  die  Krümmun^sebene 
und  den  Krümmungshalbmesser  daselbst  sechs  Gleichungen.  Man 
hat  dahor  in  Allem  zwölf  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  Constanten 
und  kann  damit  letztere  vollkommen  bestimmen. 

Statt  der  einen  der  zwei  Gleichungen  für  die  Krümmungshalb- 
messer in  A  und  B  kann  auch  die  Gleichung  gesetzt  werden,  welche 
ausdrückt,  dass  die  Länge  der  doppelt  gekrümmten  Curve  von  A 
bis  B  ebc;n  so  gross,  als  die  der  ursprünglichen,  einfach  gekrümmten 
von  A'  bis  B  ist. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  ursprüngliche  Curve  ein 
Kreis  ist,  hat  man  von  diesen  zwei  Gleichungen  für  den  einen 
Krümmungshalbmesser  und  die  Länge  von  A  bis  B  nur  die  letztere 
beizubehalten,    da   der    alsdann    constante   Krümmungshalbmesser  in 


§.  333.        Achtes  Kapitel    Vom  Gleichgewichte  an  elastischen  F&den.  495 

der  zweiten  Differentialgleichung  selbst  mit  vorkommt.  Die  Anzahl 
der  Bedingnngsgleichungen  reducirt  sich  daher  in  diesem  Falle  auf 
elf.  Von  der  anderen  Seite  ist  dann,  wie  gehörig,  auch  die  Zahl  der 
durch  Integration  entstehenden  Constanten  um  eins  geringer,  als  im 
allgemeinen  Falle,  da  beim  Kreise  die  zweite  Differentialgleichung 
sich  nur  bis  zur  zweiten  Ordnung  erhebt. 

b)  Wird  die  Curve  in  einem  Puncte  M  unterbrochen,  und  soll 
nichtsdestoweniger  das  Gleichgewicht  fortdauern,  so  genügt  es  hier 
nicht,  wie  in  §.  318,  c  und  §.  325,  6,  bloss  das  letzte  Element  LM 
fest  zu  machen,  sondern  es  müssen,  um  die  zwei  durch  die  Unter- 
brechung in  M  verloren  gehenden ,  nach  KN  und  L  O  gerichteten, 
elastischen  Ejräfte  zu  ersetzen,  die  zwei  letzten  Elemente  KL  und 
LMj  oder,  was  dasselbe  ist,  die  letzte  Tangente  und  die  letzte  Krüm- 
mungsebene, unbeweglich  gemacht  werden. 


§.  333.  Ziehen  wir  zum  Schlüsse  noch  den  einfachsten  Fall  in 
Betracht,  wenn  X,  Y,  Z  Null  sind,  und  daher  nur  durch  Kräfte, 
welche  am  Anfang  und  Ende  des  Fadens  angebracht  sind,  die 
zweite  Krümmung  desselben  erzeugt  wird.  Die  Kräfte  am  Anfange, 
d.  h.  die  endlichen  Kräfte,  welche  auf  Puncte  wirken,  die  mit  den 
beiden  ersten  Elementen  in  unveränderlicher  Verbindung  stehen, 
seien,  wie  in  §.  326,  auf  eine  einfache  Kraft  A  und  ein  Paar  redu- 
cirt, dessen  Moment  gleich  m,  und  dessen  Ebene  auf  A  normal 
stehe;  auch  werde,  wie  dort,  die  Richtung  von  A  zur  Axe  der  x 
genommen.  Die  Momente  dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  drei  Axen, 
die  man  durch  den  Punct  {x,  y,  z)  parallel  mit  den  Axen  der 
X,  y^  z  gelegt  hat,  sind  alsdann: 

(X)  =  m,         (Y)=-Az,         {Z)=Ay, 

und  die  erste  Differentialgleichung  der  Curve  wird  damit: 

mdx  4-  A[ydz  —  zdy)  =  —  vds  =  —  ^dx  - 

Wir  ersehen  hieraus  unter  anderen ,  dass,  wenn  auf  den  Anfang 
des  Fadens  bloss  ein  Kräftepaar  wirkt,  die  zweite  Krümmung,  gleich 
dX'  ds,  in  jedem  Puncte  proportional^  mit  dx :  ds,  d,  i,  mit  dem  Co- 
sinus  des  Winkels  ist,  den  die  Tangefite  der  Curve  mit  der  Axe  der 
X  macht,  also  mit  dem  Sinus  des  Winkels^  den  die  Tangente  mit  der 
Ebene  des  Paares  macht,  dass  folglich  an  de7i  Stellen  der  Ourve,  wo 
ihre  Tangente  mit  der  Ebene  des  Paares  parallel  läuft,  die  zweite 
Krümmung  verschunndet ,  und  an  den  Stellen  am  grössten  ist,  wo  die 
Tangente  auf  der  Ebene  des  Paares  normal  steht. 
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Zasatz.  I«t  die  Gestalt  des  Fadens,  auf  welchen  nur  am  An- 
fang und  Ende  Kräfte  wirken,  ursprnnzlich  kreisföriDig.  so 
kann  »eine  nachheri^e  Gestalt  auch  die  einer  CTlindrischen 
Spirale  sein,  deren  Axe.  wenn  die  Kräfte  am  Anfange,  wie  Torhin. 
auf  eine  einfache  Kraft  A  und  ein  auf  der  Kichtune  Ton  A  nor- 
males  Paar  reducirt  worden,  mit  der  Richtung  ron  A  zusammen- 
fallt. Denn  erstens  hat  diese  Spirale  ebenso,  wie  ein  Kreis,  einen 
Constanten  Krümmungshalbmesser,  der  hier  dem  des  ursprunglichen 
Kreises  gleich  sein  muss:  und  zweitens  wird  auch  der  Momenten- 
gleichung  durch  die  Gleichungen  einer  crlindrischen  Spirale,  deren 
Axe  die  Axe  der  x  ist.  Genüge  geleistet.  Diese  Gleichungen  sind 
nämlich  (§.  327*.  wenn  a  den  Halbmesser  des  Crlinders  der  Spirale 
und  b  die  Weite  ihrer  Gänge  bedeutet,  und  wenn  man  der  Küne 
willen  2rr  :  i  =  /i  setzt : 

y  =  acosAx  ,         r  =  a6inAj:  . 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  gibt  unter  der  Annahme, 
dass  dz  constant  ist: 

dy  =  —  hzdz      .         dz  =  +  hydz 
d*y  =  —  h*ydz*  .         d*z  =  —  h*2dz*    , 
(Ty  =  +  /i»rc/x*  ,         d^2  =  —  h^ydx^  : 

folglich 

rf«*  =  (l  +A^a*)dx*  . 

und  wenn  man 

ydz  —  zdy  =  t  .         dyd^z  —  dzd-y  =  f'   , 
d^y  d^z  —  d^z  d^y  =  t"     und     d^ y^  -^  d- z''  =  u 
setzt : 
/  =  ha- dz  ,         t'  =  h'a'dx^  ,         f  =  h^d'dx^  ,         u  =  h'a^dx'  . 

Die  Momentengleichung  aber,  welche  sich  mit  den  jetzt  ansre- 
nommenen  Zeichen  also  schreiben  lässt: 

,  . ,  ,,  ,  ('  dx 

mdx  -4-  At  =  —  xtas  -,-5 — ; 3—,  . 

/  -  -f-  udx* 

wird  dadurch 


m  -f-  Aha*  =  — 


V  I  -h  Ä*a*  f 


wo  /  die  Länge  eines  Ganges  der  Spirale  ausdrückt  .§.  327).  Diese 
Gleichung  enthält  nun  bloss  Constanten  und  gibt  eben  damit  zu 
erkennen ,  dass  unter  den  vorausgesetzten  Umständen  der  Faden 
die  Spiralform  annehmen  kann.  Hiernach  sind  wir  berechtigt  zu 
srhliessen : 
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Wird,  wie  dies  immer  möglich  ist,  ein  elastisch  drehbarer  und 
ursprünfflich  kreisförmiger  Faden  in  die  Gestalt  einer  cylindrischen 
Spirale  gebracht,  Und  werden  die  zwei  ersten,  so  wie  die  zwei  letzten 
Elemente  des  Fadens  in  der  dadurch  erhaltenen  Lage  unbeweglich 
gemacht,  so  wird  der  daztcischen  begriffene  Faden  von  selbst  in  der 
Spiralform  verharren. 

Noch  kann  man  bemerken,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der 
Spirale,  also  auch  der  Halbmesser  des  ursprünglichen  Kreises, 

_  ds'  __  i+A^g'  _  _l[_ 

""  V  f*  +  udx^  ^        >i*ö       ~    47r*a 

ist. 


Möbiui  Werke  III.  32 


Beweis  eines  neuen,  von  Herrn  Chasles 
in  der  Statik  entdeckten  Satzes,  nebst  einigen 

Zusätzen. 

[Crelle'g  Journal,  1829,  Band  4,  p.  179—184.] 
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§.  1.  Wie  auch  die  Kräfte  j  welche  auf  ein  freies  und  seiner 
Form  nach  unveränderliches  System  wirken^  auf  zum  Kräfte  reducirt 
werden  mögen,  so  ist  dus  Tetraeder ^  welches  zu  gegenüberliegefide7i 
Kanten  die  Geraden  hat,  wodurch  die  zwei  resultirenden  Kräfte  ihrer 
Stärke  und  Kichtwig  nach  vorgestellt  tverden,  immer  vo7i  demselben 
Inhalte, 

Diesen  merkwürdigen  Satz  der  Statik  habe  ich  bei  de  F6rus8ac, 
Bulletin  des  sciences  math^matiques  etc.,  September  1828,  p.  187,  in 
der  Anzeige  von  Gergonne,  Annales  math^matiques  pures  et  appli- 
-quees,  Tome  X\lll,  p.  372,  angeführt  gefunden  mit  der  Bemer- 
kung, dass  Herr  Gergonne,  dem  dieses  Theorem  von  Herrn  Chasles 
ohne  Beweis  mitgetheilt  worden  sei,  es  daselbst  bewiesen  habe. 

Ohne  diesen  Beweis  zu  kennen,  indem  jenes  Heft  der  Ger- 
gonne'sehen  Annalen  mir  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  habe 
ich  selbst  einen  solchen  aufzufinden  gesucht,  den  ich,  da  er  durch 
eine  neue  dabei  angewendete  Ansicht  der  statischen  Momente  und 
durch  die  damit  bewirkte  Kürze  einige  Aufmerksamkeit  verdienen 
dürfte,  hier  mittheilen  will. 


».. 


4<c: 


^ 


a 


F^ 


Ö' 


§.  2.  Wie  bekannt,  erhält  man  das  Moment  einer  Kraft  in 
Bezug  auf  eine  gewisse  Axe,  wenn  man  die 
Kraft  auf  eine  die  Axe  rechtwinklig  schnei- 
dende Ebene  projicirt,  und  diese  Projection 
mit  ihrem  Abstände  von  der  Axe  multi- 
plicirt.  Werde  daher  durch  die  Gerade  PQ 
(vergl.  Fig.  1)  eine  Kraft,  ihrer  Stärke  und 
Kichtung  nach,  vorgestellt.  Durch  einen  be- 
liebigen Punct  A  der  Axe  AB  lege  man  eine 
Ebene  rechtwinklig  auf  die  Axe,  und  "seien 
P'  und  Q!  die  Fusspuncte  der  auf  diese  Ebene 
von  P  und  Q  gefällten  Perpendikel,  so  ist  das 
Moment  der  Kraft  P  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  AP'Q'  gleich. 


/■i 


Fig.  1. 
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Efc  ist  aber,  wo  aach  der  Panct  B  in  der  Axe  angenonunen  werden 
ma^.  das  Product  AP'Q' .  AB  gleich  dem  dieibchen  Inhalte  des 
Tetraeder»  ABP'Q,  and  ABP'Q  =  ABP'Q.  wcfl  beide  Tetraeder 
eine  gemeinschaftliche  Basis  ABP^  haben  und  ihre  Spitaen  Q*.  Q 
in  einer  Parallele  mit  dieser  Basis  liegen.  Ebenso  ist  femer 
ABP'Q  =  ABPQ,  wefl  die  Linie  durch  die  Spitaen  P'P  dieser 
xwei  Tetraeder  parallel  mit  ihrer  gemeinschaftlichen  Gmndflache 
ABQ  läuft. 

Man  hat  daher  AP'Q  .  AB  =  Z  .  ABQP.  und  folglich  das 
Moment  der  Kraft  PQ  in  Besag  anf  die  Axe  AB  dargestellt  darch: 

und  ebenso  das  Moment  einer  anderen  Kraft  RS.  in  Bezog  auf  die- 
selbe Axe  dargestellt  dorch 

^ABRS 
^—Äß-- 

Da  es  aber  bei  den  Momenten  nicht  sowohl  auf  ihre  absolute  Grösse. 
als  vielmehr  auf  ihr  gegenseitiges  Yerhältniss  ankommt,  so  kann  man 
die  Momente  von  PQ^  RS  in  Bemg  auf  AB  geradezu  den  Tetra- 
edern ABPQy  AB  RS  gleich  setxen.  Auf  eben  die  Art  werden  die 
Momente  derselben  Kräfte  in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  Axe 
CD  durch  die  Tetraeder  CDPQ,  CD  RS  ausgedruckt  werden  können, 
wobei  man  noch  den  Abschnitt  CD  in  der  anderen  Axe  dem  Ab- 
schnitte AB  in  der  ersten  gleich  anzunehmen  hat,  wenn  man  die 
letzten  Momente  nicht  bloss  unter  sich,  sondern  auch  mit  den  ersten 
vergleichen  \nll. 

So  tcie  also  bei  einem  Systeme  ton  Kräften  in  einer  Ebene  die 
Momente  derselben  in  Bezug  auf  einen  getcissen  Punct  der  Ebene  durch 
die  Dreiecke  dargestellt  werden^  welche  diesen  Punct  zur  gemeiftschaff- 
liehen  Spitze  und  die  Kräfte  selbst  zu  Grundlinien  haben,  so  lassen  sich 
bei  einem  Systeme  von  Kräften  im  Räume  die  Momente  derselben  in 
Bezug  auf  eine  gewisse  Axe  durch  die  Tetraeder  ausdrücken,  icelrhe 
einen  beliebigen^  aber  von  unveränderlicher  Länge  zu  nehmenden  Ab- 
schnitt dieser  Axe  zur  gemeinschaftlichen  Kante^  die  Kräfte  selbst  aber 
zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben, 

§.  3-  Wenn  daher  bei  einem  Systeme  von  Kräften,  PQ,  RS. 
TU^  . . . ,  die  auf  einen  freien,  festen  Körper  ^virken ,  Gleichge^^-icht 
stattfindet,  so  muss  immer,  wie  auch  die  zwei  Puncte  A  und  B  ge- 
nommen werden,  die  algebraische  Summe  der  Tetraeder 

ABPQ  +  ABRS^-ABTU-^r,...  =t) 
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sein,  weil  unter  der  Voraussetzung  des  Gleichgewichtes  die  Summe 
der  Momente  für  jede  Axe  gleich  Null  sein  muss. 

Was  die  Vorzeichen  anlangt,  mit  denen  diese  Tetraeder  zu 
nehmen  sind,  so  kann  man  sich  jedes  derselben,  wie  ABPQ  oder 
AB  RS  erzeugt  denken,  indem  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  AB, 
und  dessen  Spitze  veränderlich  ist,  um  AB^  als  Axe,  so  gedreht  wird, 
dass  seine  Spitze,  von  P  nach  Q  gehend,  die  Gerade  PQ,  oder,  von 
R  nach  S  gehend,  die  Gerade  RS  beschreibt.  Hiemach  sind  je 
zwei  Tetraeder,  wie  ABPQ  und  ABRS,  mit  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzten Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  die  Drehungen,  durch 
welche  sie  auf  die  besagte  Weise  erzeugt  werden,  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzte Bichtung  haben. 

Sind  femer  die  Kräfte  PQ,  RS,  ...  gleichwirkend  mit  den 
Kräften  P'Q' ,  RS',  ...,  so  ist  für  jede  beliebige  Lage  der  Axe  die 
Summe  der  Momente  der  ersteren  Kräfte  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  letzteren,  und  man  hat  folglich  für  jede  Lage  der 
Puncto  A  und  B  die  Gleichung: 

ABPQ  +  ABRS+  ,..  =  ABrQ:  +ABRS'  +  ,.,.  , 

wo  rücksichtlich  der  Vorzeichen  dasselbe  wie  vorhin  zu  bemerken  ist. 
Die  Untersuchungen,  welche  ich  mit  Hilfe  dieser  neuen  Ansicht 
der  Momente,  als  Tetraeder,  schon  seit  längerer  Zeit  angestellt  habe, 
und  die  damit  gewonnenen,  zum  Theil  neuen  Besultate  werde  ich 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  mittheilen*),  und  jetzt  nur  noch  die 
Anwendung  dieser  Ansicht  auf  das  Theorem  des  Herrn  Chasles 
zeigen,  das,  wie  man  schon  im  Voraus  wahrnimmt,  sich  hiermit  sehr 
einfach  darthun  lässt. 

§.  4.  Ein  System  von  Kräften,  welche  auf  einen  freien,  festen 
Körper  wirken,  sei  das  eine  Mal  auf  die  zwei  Kräfte  PQ  und  RS, 
das  andere  Mal  auf  die  zwei  Kräfte  P'  Q'  und  RS'  reducirt  worden, 
so  ist  zu  beweisen,  dass  die  zwei  Tetraeder  PQRS  und  P'Q'RS' 
gleichen  Inhalt  haben. 

Weil  die  ersteren  zwei  Kräfte  mit  den  zwei  letzteren  gleich- 
wirkend sind,  so  hat  man  für  jede  Lage  und  Grösse  der  Axe  AB 
die  Gleichung: 

ABPQ'\-ABRS=ABP'Q'  +  ABR'S'  . 
Man  lasse   nun  die  willkürlichen    zwei  Puncte   A  und  B  resp. 


*)  Man  vergL  das  Lehrbuch  der  Statik,  Theil  I,  Kap.  V   (p.  81  ff.  des  vor- 
liegenden Bandes). 
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mit  P  und  Q  zusammenfallen,  so  wird  das  Tetraeder  ABPQ  gleich 
Null  und  man  erhält 

(1)  PQRS  =  PQP'Q'  +  PQRS'  . 

Ebenso  ergibt  sich,  wenn  man  AB  nach  und  nach  mit  RS,  P'Q', 
7f  Ä"  coincidiren  lässt: 

(2)  RSPQ  =  RSP'Q'  +RSRS  , 

(3)  PQ'PQ  +  P'  Q'RS=^  PQ'R'S'.  , 

(4)  R^SrPQ  +  RS' RS  =  r:s'pq'  . 

Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  den  zwei  nur  durch  die  Folge 
der  Buchstaben  verschiedenen  Ausdrücken  PQRS  und  RSPQ  des- 
selben Tetraeders  einerlei  Vorzeichen  zukommen.  Wird  nämlich 
das  eine  Mal  PQ  zur  Axe  genommen,  die  man  sich  in  verticaler 
Lage  denke,  P  oben,  Q  unten,  —  und  geschieht  alsdann  die  Drehung 
des,  das  Tetraeder  PQRS  erzeugenden  Dreiecks,  indem  es  sich  auff 
der  Lage  PQR  in  die  Lage  PQS  begibt,  von  der  Rechten  nach 
der  Linken,  so  wird  auch,  wie  die  Anschauung  lehrt,  wenn  zufolge 
des  Ausdruckes  RSPQj  RS  zur  Axe,  R  oben,  S  unten  genommen 
wird,  das  nunmehr  erzeugende  und  um  RS  sich  drehende  Dreieck, 
um  mit  seiner  Spitze  von  P  nach  Q  zu  kommen,  sich  gleichfalls 
von  der  Rechten  nach  der  Linken  drehen  müssen.  —  Dasselbe  gut 
auch  von  den  übrigen  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (4)  vorkommenden 
Paaren  von  Ausdrücken,  in  denen  die  zwei  ersten  und  die  zwei 
letzten  Buchstaben  miteinander  vertauscht  sind.  (Ve^l.  Baryc.  Cal- 
cul,  §.  20,  a.)*) 

Addirt  man  daher  jene  vier  Gleichungen,  und  lässt  die  zu  bei- 
den Seiten  des  Gleicliheitszeicliens  einander  gleichen  Glieder  weg. 
so  kommt: 

2.  PQRS  =2.  P'Q' RS' 
und  somit 

PQRS  =  P'Q' RS'  , 

wie  zu  erweisen  war. 


§.  5.  Zusätze.  Weü  PQ  und  RS  mit  P'Q'  und  RS  gleich- 
wirkend sind,  so  halten  die  vier  Kräfte  PQ,  RSj  Q'P'y  SR'  ein- 
ander das  Gleichgewicht.     Dieses  vorausgesetzt,  ist  also 

PQRS=  P'Q'R'S'  =  Q'P'S'K  , 


*j  Vergl.  p.  42  des  I.  Bandes  der  vorliegenden  Ausgabe. 


§.  5.  Beweis  eines  Satzes  Ton  Chasles.  505 

auch  dem  Zeichen  nach^  'wie  sich  auf  eine  der  vorigen  ganz  ähn- 
liche Weise  zeigen  lässt.  Hiemach  kann  der  Satz  des  Herrn  Chasles 
auch  so  ausgedrückt  werden: 

Hat  fna?i  vier  Kräfte  j  die  mit  einatider  im  Gleichgewicht  sifulj 
80  ist  das  aus  irgend  zweien  derselben  gebildete  Tetraeder  dem  Tetra- 
eder aus  den  beiden  anderen  gleich. 

Um  die  vorige  Rechnung  bequemer  und  damit  noch  auf  meh- 
rere Kräfte  leicht  ausdehnbar  zu  machen,  will  ich  die  Kräfte,  oder 
vielmehr  die  Linien,  wodurch  sie  vorgestellt  werden,  mit />,  y,  r,  ..., 
die  Axe  AB^  worauf  ihre  Momente  bezogen  werden,  mit  a,  und  die 
Tetraeder,  welche  a  und  p,  a  und  y,  p  und  y,  u.  s.  w.  zu  gegenüber- 
stehenden Seiten  haben,  mit  ap,  aq,  pq  u.  s,  w,  bezeichnen.  Als- 
dann ist  beim  Gleichgewicht  z^-ischen  den  vier  Kräften  p,  y,  7%  s: 

ap  +  aq  '{'  ar  -{■•  as  =  0  , 

und,  wenn  man  a  nach  und  nach  mit  p,  q,  r,  s  zusammenfallen 
lässt: 

(1)  pq  +  pr+ps  =  (i  , 

(2)  pqJ^qr  +  q8  =  {>  , 

(3)  jDr  -f-  yr  -I-  r«  =  0  , 

(4)  ps  +  qs-\-r8  =  (i, 

weil  die  Tetraeder  pp^  qq,  rr^  ss  gleich  Null  sind.  Die  halbe 
Summe  dieser  vier  Gleichungen  gibt: 

(I)  pq -\- pr -\- ps  +  qr -{- qs -{- rs  =^{^  , 

d.  h.:  Sind  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe  der  sechs 
Tetraeder,  welche  durch  paarweise  Verbvidung  der  Kräfte  hervorgehen, 
gleich  Null, 

Zieht  man  von  (Ij  die  Gleichung  (4)  ab,  so  kommt: 

(H)  /?y -f-pr  +  yr  =  0  ; 

d.  h. :  Haben  drei  Kräfte  (p,  q,  r)  eine  einzige  Resultante  ( — s),  so 
ist  die  Summe  der  drei  Tetraeder,  welche  durch  paarweise  Verbindung 
der  drei  Kräfte  erhalten  werden,  gleich  Null, 

Wird  endlich  von  (Hi  die  Gleichung  (3)  abgezogen,  so  kommt: 

(Hli  pq  —  rs  =  (S  , 

welches  der  Satz  des  Herrn  Chasles,  auf  die  kurz  vorhin  gedachte 
Weise  ausgedrückt,  ist. 

Auf  ähnliche  Art  wollen  wir  jetzt  ein  System  von  fünf  Kräften 
p,  q,  r,  s,  t,  die  im  Gleichgewicht  mit  einander  stehen,  behandeln. 
—  Aus 'der  Gleichung 

ap  +  aq  -\-  ar  +  as  +  at  ^=  (S 


Bevü  ifa 


f.  3. 

ffAzt  dojcb  fuccesHTe»  ZriiainTr,pn€iRea  der  Axe  4  inx:  p.  ;.  r.  «.  f 

1  />y  — />r  -t-pi  —pt  =  ■>  . 

5;  pj  —  qr  —  q4  —  qt  =  t9 

3  ^r  —  yr  -^  r4  -^  r/  =  M  . 

4  />*  -^  yj  -f-  r#  -^  j  /  ^  0  . 

5  />f  —  y/ —  rf  —  #f  =0  : 
die  halbe  Summe  dieser  fonf  Gleidmngen  ist: 

I      j^f -^/>r -r />* -f-/>/ -f- jr  4- jj  —  yf -^  r# -7- rf -^  #^  =  «  . 

Hierron  die  Gleichung    5    abeexogen.  kommt: 

U  |>^  -j-|>r  -f-/>*  —  yr  -t-  y#  -T-  r*  =  0  , 

and.  wenn  man  daron  noch  die  Gleichon^    4    abzieht: 

in  pq+pr'^qr=  *f  . 

Man  erkennt  bierans  zor  Genüge,  welches  die  Formeln  bei 
einer  noch  grosseren  Anzahl  Ton  Kräften  sein  werden,  nnd  kann 
damit  ohne  weitere  Rechnung  folgendes  allgemeine  Theorem  auf- 
stellen: 

Hai  man  eirte  beliebige  Anzahl  n  c<m  Sräftenj  welche  auf  einen 
freien .  fetten  Körper  wirken  und  sind  diese  Eräfte  im  Gleichgewicht 
wie  die  fünf  Kräfte  in  p.  q,  r,  s,  t  in  I  .  oder  lassen  sie  sich  auf 
eine  einzige  Kraft  redueiren   wie  die  vier  Kräfte  p,  q,  r.  s  in  TL  auf 
die  Kraft  —  t  .  so   ist  die  algebraische  Summe  der  \n  n  —  1      Te- 
traeder, welche  hervorgehen^   irtdem  man  die  Kräfte  durch  Linien  aus- 
drückt,    und  je  zwei  derselben   zu  gegenüberliegenden  Seifen  eines  Te- 
traeders   nimmt,    gleich    XulL      Im    allgemeinen    Falle    aber,     wo    die 
n  Kräfte  hieh   nicht  auf  eine,  jedoch   immer  auf  zwei  Kräfte  zurück- 
fuhren lassen    wie  die  drei  Kräfte  p,  q,  r  in  HL,   deren  Resultanten 
—  s  und  —  t  sind,   ist  Jene  Summe   von  Tetraedern  dem  aus  den  zwei 
resultirenden  Kräften  gebildeten  Tetraeder  selbst  gleich. 

Letzteres  ist  daher  von  constanter  Grösse,  wie  auch  die  /•  Kräfte 
auf  zwei  reducirt  werden  mögen,  welches  wiederum  der  Chasles'sche 
.Satz  ist. 


Entwickelung  der  Bedingungen  des 

Gleichgewichtes  zwischen  Kräften,  die  auf 

einen  freien,  festen  Körper  wirken. 

[Crelle'g  Journal,  1831.  Band  7,  p.  205—216.] 


§.1.  Im  zweiten  Hefte  des  IV.  Bandes  dieses  Journals*)  habe 
ich  eine  neue  Art  angegeben,  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf 
eine  gewisse  Axe  auszudrücken,  durch  die  dreiseitige  Pyramide  näm- 
lich, von  welcher  die  Axe  und  die  ihrer  Bichtung  und  Intensität 
nach  durch  eine  Linie  vorgestellte  Kraft  zwei  gegenüberliegende 
Seiten  sind.  Ist  daher  ein  System  von  Kräften ,  welche  auf  einen 
freien  festen  Körper  wirken,  im  Gleichgewicht,  so  ist  die  algebraische 
Summe  der  Pyramiden,  welche  eine ' gemeinschaftliche  Kante  und 
die  Kräfte  der  Beihe  nach  zu  gegenüberliegenden  Kanten  haben, 
immer  gleich  Null,  welches  auch  die  Lage  und  Grösse  der  gemein- 
schaftlichen Kante  oder  Axe  sein  mag;  und  umgekehrt:  findet  sich 
diese  Summe  für  jede  Axe  gleich  Null,  so  herrscht  Gleichgewicht. 
Diesen  Satz,  aus  welchem  sich,  wie  leicht  zu  erachten,  als  aus  einer 
gemeinschaftlichen  Quelle  alle  übrigen  hierher  gehörigen  Gesetze 
des  Gleichgewichtes  ergeben  müssen,  habe  ich  in  vorliegenden  Blät- 
tern aus  den  ersten  Principien  der  Statik  zu  entwickeln  gesucht. 
Das  Mittel,  dessen  ich  mich  dazu  bedient  habe,  sind  die  von  Poinsot 
schon  seit  längerer  Zeit  in  die  Elemente  der  Statik  mit  grossem 
Vortheil  eingeführten  Couples,  oder  Systeme  von  je  zwei  einander 
gleichen,  nach  parallelen  aber  entgegengesetzten  Bichtungen  wirken- 
den Kräften,  Kraft epaarc  in  dem  Folgenden  genannt. 

Poinsot  gründet  in  seinen  Elementen  der  Statik  seine  schöne, 
die  zusammengesetzteren  Untersuchungen  dieser  Wissenschaft  über- 
aus vereinfachende  Theorie  der  Kräftepaare  auf  die  derselben  vor- 
ausgeschickte Lehre  der  Zusammensetzung  von  parallelen  Kräften 
und  von  Kräften,  die  auf  einen  Punct  wirken.  Es  scheint  mir  aber 
noch  vortheilhafter  zu  sein,  wenn  man  die  Elemente  der  Statik  nach 
Auseinandersetzung  der  Fundamentalbegriffe  von  Kraft,  Gleichgewicht, 
gleichwirkenden  Kräften,    u.  s.  w.  mit  der  Theorie  der  Kräftepaare 


*)    Beweis  eines  neuen,  von  Herrn  Chasles  in  der  Statik  entdeckten  Satzes, 
nebst  einigen  Zusätzen,  §..2  (p.  501  des  vorliegenden  Bandes). 


vj^^'i-L  'rttiy^z^H:^  Um::.  xhJL  kh  \afAb:  ixs/t  Bttaapmns  doreli  die 
eiii£kr;L^  W#ift^.  mit  velurh^r  seh  die  Paare  clekh  b€fb&  Eingang  in 
di^  ?n4iak  wi^  Toxi  **Mbs^  ijurä^jeL^  and  darcL  die  Küixe.  mit 
welcb^  ich  hi^  die  TOTZÖ^chfteiÄ  EäeesfchafxRi  der  PaAze  bewiesen, 
tind  difcmi:  r^  dem  Tc/rhin  angefahrten  »Dgemcsnen  Sa:ae  des  Gleich- 
;;ew]r:hte^  gelangt  bin.  genugsam  gerechtfertigt  m  haben.  Mit  Hälfe 
die«eA  Sat»;f  und  mitteUt  des  bekannten  anaHtiichen  Aosdmcks  für 
diE;n  Inhalt  einer  PTramide  habe  ich  hierauf  die  sechs  bekannten 
allgemeinen  Bedingnng^^deichnngen.  al^  den  endlichen  Zveck  dieser 
kleinen  Abhandln ng.  hergeleitet. 

Ich  bemerke  nur  noch.  dac^.  um  möglichst  kmx  xa  sein  mehrere 
Eigenschaften  der  Paare,  die,  obschcm  an  sich  keineswegs  unwichtig, 
doch  zu  dem  genannten  Endzweck  nicht  weiter  forderlich  waren, 
weggelassen  worden  sind.  Auch  erwihne  ich  noch  für  Diejenigen, 
welche  Poinsot's  Elemente  der  Statik  nicht  näher  kennen,  dass  die 
Kcrtrachtong  im  letzten  Abschnitte,  aus  welcher  herrorgeht.  dass  ein 
Svstem  von  Kräften  im  Baume  im  Allgemeinen  auf  eine  ein&che 
Kraft  und  ein  Paar  zuruckgefiihit  werden  kann,  nicht  mir.  sondern 
Poinsot  zugehört. 


//? 


Begriir  der  Kräftepaare  und  Haupteigensehaften  deiselben. 

§.  2.     Auf  den    Punct  A    vergl.  Fig.  1)   wirken   zwei  einander 
y^ft\i'\\it  Kräfte  P,  Q  nach  den  Richtungen  AB,  AD:  die  Resultante 

dieser  Kräfte,  welche  mit  ihnen  in  einer  Ebene 
liegt,  und  den  Winkel  BAD  halbirt.  habe  die 
Richtung  AC.  Da  nun  die  Intensität  der 
Resultante  nur  von  den  Intensitäten  der  Kräfte 
selbst  und  von  dem  Winkel,  den  sie  mit  ein- 
ander bilden,  abhängig  sein  kann,  so  wird. 
/fj  wenn  man  in  einem  beliebigen  anderen  Punete 

C  der    nach   A  C  gerichteten  Resultante    von 
^y        *^'  P,   Q  zwei  andere  diesen  Kräften  gleiche  und 

mit  ihnen  parallele,  nach  CE,  CF  gerichtete 
Kräfte  I{,  S  anbringt,  die  Resultante  der 
letzteren  mit  der  Resultante  der  erstereu 
einifrh'i  Richtung  und  Intensität  haben,  und  es  werden  folglich 
(lif;  Kräfte  /^,  .S'  mit  den  Kräften  P,  Q  gleich  wirkend  sein.  Man 
verlängere  noch  die  Richtungen  CE,   CF  rückwärts  bis  zum  Zusam- 


Fig.  1. 
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mentreffen  mit  AD,  ABj  so  ist,  weil  AC  die  Winkel  BAD,  BCD 
halbirt,  das  dadurch  entstehende  Parallelogramm  ein  Bhombus,  und 
wir  haben  somit  folgenden  Satz: 

Sind  Ay  Bj  C,  D  die  vier  auf  einafide?'  folgenden  Spitzen  eifies 
Mhombus,  so  mid  von  vier  einander  gleichefi  Kräften  P,  Q,  R,  S, 
welche  resp.  die  Richtungen  A}B^  AD,  DC^  BC  hahefi ^  P  und  Q 
gleichwirkend  mit  R  und  S, 

Dieser  höchst  einfache,  aus  den  allerersten  Principien  der  Statik 
hervorgehende  Satz  wird  uns  nun,  etwas  anders  nur  dargestellt,  zur 
Basis  aller  folgenden  Untersuchungen  dienen.  Sind  nämlich  P,  Q 
gleichwirkend  mit  Ä,  Sj  so  sind  es  auch  P  und  —  R  mit  —  Q  und 
S]  d.  h.  von  vier  einander  gleichen,  und,  wenn  AB  CD  wieder 
einen  Bhombus  vorstellt,  nach  ABj  CD,  DA,  -B C  gerichteten  Kräften, 
haben  die  zwei  ersten  mit  den  zwei  letzteren  einerlei  Wirkung. 

Um  diesen  Satz  bequemer  ausdrücken  und  somit  besser  benutzen 
zu  können,  wollen  wir  zwei  sich  gleiche  Kräfte,  die,  wie  P  und  —  JR, 
nach  zwei  einander  parallelen  aber  entgegengesetzten  Richtungen 
AB  und  CD  wirken,  ein  Kräftepaar,  oder  schlechthin  ein  Paar 
nennen;  der  gegenseitige  Abstand  ihrer  parallelen  Bichtungen  heisse 
die  Breite  des  Paares;  und  wenn  wir  uns  für  einen  Augenblick 
vorstellen,  dass  die  Ebene,  in  welcher  die  zwei  Kräfte  wirken,  in 
irgend  einem  zwischen  ihnen  liegenden  Puncte  befestigt  sei,  so  heisse 
der  Sinn,  nach  welchem  die  eine,  wie  die  andere  Kraft,  die  Ebene 
um  diesen  Punct  drehen  würde,  der  Sinn  des  Paares.  So  hat  in 
unserer  Figur  jedes  der  beiden  Paare  P,  — R,  und  — Q,  S  einen 
Sinn  von  der  Bechten  nach  der  Linken;  sie  sind  also  beide  von 
einerlei,  nicht  von  entgegengesetztem  Sinne. 

Da  nun  zwei  Paare,  in  einer  Ebene,  die  einander  gleiche  Breiten 
haben,  mit  den  Bichtungen  ihrer  vier  Kräfte  offenbar  immer  einen 
Bhombus  bilden,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  die  Kräfte  des 
einen  Paares  mit  denen  des  anderen  parallel  sind,  so  können  wir 
mit  einstweiliger  Beseitigung  dieses  Falles  den  obigen  Satz  kurz  so 
ausdrücken : 

Zwei   Paare   in   einer  Ebene  ^   die   einander  gleiche   Kräfte  und 
Breiten  und  einerlei  Sinn  haben j  sind  gleichwirkend; 
oder  noch  kürzer: 

Ebenso,  wie  die  Wirkung  einer  einfachen  Kraft  unverändert 
bleibt,  welcher  Pufwt  ihrer  Richtung  auch  zum  Angriffspuncte  genom- 
men tcird,  so  kann  auch  ein  Kräftepaar  in  seiner  Ebene,  wohin  man 
will,  verlegt  werden. 

Was  noch  den  dabei  beseitigten  Fall  anlangt,  wo  die  Kräfte  der 
zwei  einander  gleichen  Paare  einander  parallele  Bichtung  haben,   so 
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denke  man  sich  noch  ein  drittes  Paar  hinzu,  das  mit  jenen  zweien 
in  einer  Ebene  li^,  jedem  derselben  gleich  ist,  mit  ihnen  einerlei 
Sinn  hat,  und  dessen  Kräfte  die  Kräfte  der  ersteren  unter  einem 
beliebigen  Winkel  schneiden.  Vermöge  des  eben  Erwiesenen  ist  nun 
dieses  Paar  mit  jedem  der  beiden  ersten  gleichwirkend,  mithin  sind 
auch  die  beiden  ersteren  selbst  yon  gleicher  Wirkung,  und  unser 
Satz  gilt  daher  ohne  alle  Beschränkung. 


Znsamineiisetzimg  yon  Kräftepaaren  in  einer  Ebene. 

§.  3.  Indem  wir  jede  Kraft  ihrer  Intensität  und  Richtung 
nach  durch  die  Länge  und  Bichtung  einer  geraden  Linie  vorstellen, 
seien  AB,  AB'  und  CD,  C U  (vergl.  Fig.  2)  zwei  Paare  in  einer 
Ebene  von  einander  gleichen  Breiten  und  einerlei  Sinne.  Man  mache 
in  den  Verlängerungen  von  AB  und  A' b'  über  B  und  R  hinaus, 
BE=B  E'  =CB=C'D\  so  ist  nach  dem  Vorigen  das  Paar 
CD,  C'U  gleichwirkend  mit  dem   Paare  BE,   B'E',  und   folglich 
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Fig.  2.  Fig.  3. 


die  zwei  Paare  AB,  AB'  und  CD,  CD'  gleichwirkend  mit  AB, 
BE,  AB',  B'E',  d.  i.  mit  dem  Paare  AE,  AE',  welches  denselben 
Sinn  und  dieselbe  Breite,  wie  jedes  der  zwei  ersteren  hat,  dessen 
Kräfte  aber  die  Summen  der  Kräfte  der  ersteren  sind. 

Seien  zweitens  AB,  AB'  und  CD,  CD'  (vergl.  Fig.  3)  zwei 
Paare  in  einer  Ebene,  die  einerlei  Sinn  und  einander  gleiche  Kräfte 
haben.     Man   ziehe   auf  der  Seite  von  AB',    auf  welcher  AB  nicht 
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liegt,  mit  AB*  eine  ihr  gleiche  Parallele  EF,  welche  eben  so  weit 
von  A!B\  als  B*  C*  von  (7Z>,  entfernt  liegt.  Alsdann  ist  das  Paar 
CD,  CD'  gleichwirkend  mit  dem  Paare  B' A\  EF,  und  folglich 
die  beiden  Paare  AB,  A' B'  und  CD,  CD'  gleich^drkend  mit  AB, 
Ä B\  B A,  EF,  d.  i.  mit  dem  Paare  AB,  EF,  welches  denselben 
Sinn  und  dieselben  Kräfte,  wie  die  zwei  ersteren,  aber  eine  Breite 
hat,  die  der  Summe  der  Breiten  der  ersteren  gleich  ist. 

Man  sieht  nun  leicht,  wie  das  von  der  Zusammensetzung  zweier 
Paare  Gesagte  auf  die  Zusammensetzung  jeder  grösseren  Anzahl 
ausgedehnt  werden  kann,  so  dass  immer  ein  System  von  Paaren, 
die  in  einer  Ebene  liegen,  von  einerlei  Sinn  sind,  und  entweder  ins- 
gesammt  einerlei  Breite,  oder  sämmtlich  dieselben  Kräfte  haben, 
gleichwirkend  mit  einem  einzigen  in  derselben  Ebene  liegenden  und 
nach  demselben  Sinne  gerichteten  Paare  ist,  welches  im  ersteren 
Falle  mit  den  zusammenzusetzenden  Paaren  einerlei  Breite  hat,  und 
dessen  Kräfte  den  Summen  der  Kräfte  dieser  Paare  gleich  sind,  im 
letzteren  Falle  aber  mit  den  Paaren  des  Systems  einerlei  Kräfte  und 
eine  Breite  hat,  die  der  Summe  der  Breiten  aller  dieser  Paare 
gleich  ist. 

Hat  man  demnach  ein  System  von  m  einander  gleichen  Paaren, 
die  einerlei  Sinn  haben,  von  deren  Kräften  jede  gleich  P,  die  Breite 
eines  jeden  aber  gleich  jt?  ist,  so  ist  dieses  System  gleich  wirkend 
mit  einem  Paare,  von  dessen  Kräften  jede  gleich  mP,  und  dessen 
Breite  gleich  p  ist,  so  wie  auch  gleich  wirkend  mit  einem  Paare, 
dessen  Kräfte  einzeln  gleich  P,  und  dessen  Breite  gleich  mp. 

Umgekehrt  wird  sich  daher  ein  Paar,  dessen  Kräfte  gleich  mP, 
und  dessen  Breite  gleich  np  ist,  in  m  andere  Paare  zerlegen  lassen, 
von  deren  jedem  die  Kräfte  gleich  P,  die  Breite  gleich  np\  und 
jedes  dieser  m  Paare  wird  in  n  andere  zerlegbar  sein,  von  deren 
jedem  die  Kräfte  gleich  P,  die  Breite  gleich  p.  Das  Paar  mit  den 
Kräften  mP  und  der  Breite  np  ist  folglich  gleich^virkend  mit  m,n 
Paaren,  deren  jedes  die  Kräfte  P  und  die  Breite  p  hat,  folglich  auch 
gleich  wirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Kräfte  gleich  nP  sind,  und 
dessen  Breite  gleich  mp  ist;  d.  h. 

Wenn  van  zwei  Paaren,  die  in  ei7ierlei  Ebene  liefen  utid  einerlei 
Sinn  haben j  die  Kräfte  sich  umgekehrt  taie  die  Breitest  verhalten,  so 
sind  die  Paare  gleichtcirkefid. 

Allerdings  ist  dieser  Satz  durch  das  Vorhergehende  nur  für 
commensxirable  Verhältnisse  der  Kräfte  und  Breiten  bewiesen.  Um 
ihn,  will  man  streng  sein,  auch  für  incommensurable  Verhältnisse 
darzuthun,  bedarf  man  noch  einiger  anderer,  nicht  schwer  zu  er- 
w^eisender  Sätze,    dass  nämlich  mit  zwei  Kräften,    welche  ein  Paar 
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aaMna/'hen.  eine  drin«  Kzafx  nicht  gleich  wirkend  sein  kann,  da« 
aiber.  wenn  die  dritter  in  der  Ebene  des  Paares  lieet.  es  immer  mög- 
lich ikx,  eine  vierte  Kraft  in  dieser  Ebene  hinzaznfaeen.  welche  mit 
der  dritten  crin  zweites,  dem  ezsteren  zleichwirkendes  Paar  bfldet: 
und  das«»  von  zwei  gleich  wirkenden  Paaren  demjenigen,  welches  die 
gr'>SM;ren  Kräfte  hat.  die  kleinere  Breite  zukommt.  Doch  will  ich 
Aieftes  nicht  weiter  aasfahren  und  nur  noch  bemerken,  dass  der 
auch  «späterhin  noch  anzuwendende  Satz,  mit  einem  Paare  könne 
eine  dritte,'  einfache  Kraft  nicht  von  gleicher  Wirkung  sein,  ganz 
leicht  daraus  erhellt,  dass  sich  immer  wenigstens  noch  eine  vierte 
Kraft  angelten  lässt.  welche  von  der  dritten  der  Bichtung  nach  ver- 
«tchieden.  doch  einerlei  Lage  mit  der  dritten  gegen  das  Paar  hat: 
dass  folglich,  wenn  diese  vierte  Kraft  die  Intensität  der  dritten  er- 
hielt/^  sie  gleichfalls  mit  dem  Paare,  also  auch  mit  der  drinen  Kraf^ 
seihfst.  von  gleicher  Wirkung  sein  müsste.  was  aber  bei  Kräften, 
deren  Richtungen  nicht  identisch  sind,  nicht  möglich  ist. 

Mittelst  derselben  Principien  lässt  sich  auch  der  umgekehrte 
Satz  des  vorigen  darthim:  Wenn  zwei  Paare  in  einer  Ebene  gleich- 
wirkend  find,  so  stehen  ihre  Kräfte  in  dem  umgekehrten  Verhältnisse 
ihrer  Breiten. 

§.4.  Es  gibt  noch  eine  andere,  sehr  anschauliche  Art,  diese 
Sätze  auszudrücken.  Bezeichnen  nämlich,  wie  im  Vorigen,  die 
Linien  A  B,  A  B'  die  zwei  Kräfte  eines  Paares,  so  sind  A,  B,  Ä,  B 
dif;  vier  auf  einander  folgenden  Spitzen  eines  Parallelogramms,  wo- 
von, wenn  eine  der  l>eiden  Kräfte  zur  Grundlinie  genommen  ^vird. 
die  Breite  des  Paares  die  Höhe  ist.  Vermöge  der  bekannten  Eigen- 
srhaft^jn  des  Parallelogramms  können  wir  daher  auch  sagen: 

Zwei  Paare  AB,  AB  und  CD,  C D\  die  in  einer  Ebene  liegen, 
und  einerlei  Sinn  hahen^  sind  gleichicirkend^  wenn  die  Parallelogramme 
AB  AB'  und  CD  CD'  ton  gleichem  Inhalte  sind;  und  umgekehrt: 
sind  zwei  Kräftepaare  in  einer  Ebene  gleichvcirkend,  so  haben  die 
durch  sie  gebildeten  Parallelogramme  gleichen  Inhalt. 

Iliernadi  ist  es  immer  ganz  leicht,  zwei,  und  also  auch  mehrere, 
in  einer  E])ene  liegende  Paare  zu  einem  Paare  zusammenzusetzen. 
Denn,  vorausgesetzt,  dass  die  ZT\ei  zu  verbindenden  Paare  ABy  AK 
und  CDj  CD'  (vergl.  Fig.  1)  einerlei  Sinn  haben,  construire  man  in 
dc?r  Flbene  derselben  ein  Parallelogramm  EFE'F',  welches  der 
Summe  der  Parallelogramme  AA  und  CC  gleich  ist,  und  es  wird 
das  Paar  E l'\  E'P',  von  dem  ich  annehme,  dass  es  mit  ersteren 
fiiKjrlei  Sinn  hat,   mit  ihnen    auch   gleiche   Wirkung  haben.     Denn 
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theilt  man  das  Parallelogramm  EE'  durch  eine   mit  EF  gezogene 

Parallele    GH  in   zwei    Parallelogramme    EH  und    GE'j    so    dass 

EH=  AA\  und  folglich  GE'  =  CC\  so  sind  die  Paare  AB,  AB 

und  CJO,  CJO'  resp.  gleichwirkend 

mit  den  Paaren  EF,  HG  und  GH, 

E'F\    d.  i.    mit   dem    Paare    EF, 

E'F. 

Jedes  andere  Paar,  dessen  Pa- 
rallelogramme nicht  gleich  EE\ 
also  auch  nicht  gleich  AA'-^  CC, 
kann  nicht  mit  dem  Paare  EF, 
E'F',  also  auch  nicht  mit  den 
Paaren  AB,  AB'  und  CD,  C U 
gleiche  Wirkung  haben,  woraus  'wir 
umgekehrt  schliessen :  Haben  zwei  Paare  in  einer  Ebene  einerlei  Sinn, 
80  ist  das  Parallelogramm  eines  dritten  mit  ihnen  gleichwirfcenden  Paares 
der  Summe  i/trer  Parallelogramme  gleich. 

Sind  die  zwei  zu  verbindenden  Paare  von  einander  entgegen- 
gesetztem Sinne,  so  sieht  mau  ohne  Schwierigkeit,  dass  statt  der 
Summe  die  Differenz  ihrer  Parallelogramme  zu  nehmen  ist,  und  dass 
das  resultirende  Paar  mit  demjenigen  der  beiden  ersten  einerlei  Sinn 
hat,  dessen  Parallelogramm  dass  grössere  ist. 


Fig.  4. 


Zusammensetzung  von  Paaren,  die  in  verschiedenen 

Ebenen  liegen. 

§.  5.  Seien  NB,  ND  (vergl.  Fig.  5) 
die  Ebenen  zweier  zusammenzusetzenden 
Paare  p  und  p\  N  und  A  seien  zwei  be- 
liebige Puncte  in  der  Durchschnittslinie  bei- 
der Ebenen,  und  NC,  NE  zwei  in  letzteren 
nach  beliebigen  Richtungen  durch  N  ge- 
zogene grade  Linien,  deren  Längen  man  so 
bestimme,  dass  die  Parallelogramme  ANCB 
und  ANED  resp.  den  Parallelogrammen 
von  p  und  p'  gleich  werden,  und  man  da- 
her die  Paare  NC,  BA  und  NE,  DA  den 
zusammenzusetzenden  Paaren  p  und  p'  substituiren  kann. 

Sei  nun  von  NC,  NE  die  Resultante  gleich  NG  und  von  BA, 
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/>-4  die  Re<Tjtante  gleich  J'J.  ««j  «ini  weil  BA  sIeich  and  parallel 
mit  yC  ist.  u.  *.  w.,  ^VGr.  /"J  xwei  in  den  parallelen  Ebenen  CSE, 
BAD  liesende,  einander  zleiche.  parallele  und  nach  en ugegengt?a4> u len 
Richtungen  wirkende  Kräfte.  Sie  bOden  mithin  ein  Paar,  welches 
r  heisre,  da-»  resultirende  aus  den  gegebenen  Paaren,  und  wir 
Ächliessen  daher:  Ztcei  Paar^.  die  wi  rtcei  tieh  t^hRetdenden  Khanen 
liegen,  lai^sen  neh  zu  einem  Paare  zu^ammemeizen.  de**em  Ebe-i^  dur*-h 
die  iHirch^hnitUUnie  der  er$teren  Ebenen  geht. 

Man  nehme  noch  in  der  Ebene  CSE  willkürlich  einen  Punct 
M  und  ziehe  durch  ihn  MH,  MI,  MK  resp.  gleich  und  parallel 
mit  yC.  yE.  yO.  so  ist,  weil  JVGr  die  Resultante  von  yC  und 
yE  war,  KM  die  Resultante  Ton  HM  und  IM\  folglich  sind  die 
Paare  -VC.  UM  und  yE,  IM  gleichwirkend  mit  dem  Paare  yo. 
KM:  und  da  diese  drei  Paare  in  einer  Ebene  liegen,  s«^  sind  die 
Parallelogramme 

I)         MycH  —  MyEi  =  MyoK . 

also  auch  ihre  Hälften,  oder  die  Dreiecke 

* 

i%)  Myc  -f  MyE  =  MyG  . 

folglich  auch  die  Pyramiden,  welche  diese  in  einer  Ebene  liegenden 
Dreiecke  zu  Grundflächen,  und  den  Punct  A  zur  gemeinschaftlichen 
Spitze  haben: 

(3)  MyCA  +  MyEA  =  MyOA  . 

Diese  drei  Pyramiden  lassen  sich  aber  auch  als  solche  betrachten, 
deren  gemeinschaftliche  Spitze  M  ist.  und  deren  Grundflächen  die 
Dreiecke  yCA.  yEA.  yOA  sind,  oder  mit  anderen  Worten  als 
drei  Pyramiden,  wilche  ^en  Punct  M  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
liaben,  und  deren  Grundflächen  in  den  Ebenen  der  Paare  p,  //.  r 
liegen  und  den  halben  Parallelogrammen  der  letzteren  gleich  sind. 
Der  Punct  M  ist  aber  ein  willkürlicher  Punct  im  Räume  überhaupt, 
weil  er  in  der  beliebig  zu  legenden  Ebene  CyE  nach  Willkür  fry^ 
nommen  werden  konnte. 

Bezeichnen  wir  daher  eine  Pyramide,  deren  Spitze  M,  und  deren 
Grundfläche  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  das  Parallelogramm  eines 
Paares  p  ist,  der  Kürze  willen  durch  J//?,  so  haben  wir: 

(4)  Mp  +  Mp  =  Mr  . 

wo  auch  M  liegen  mag,  wenn  nur  die  Zeichen  gehörig  berücksichtigt 
werden.  Denn  da  in  der  Gleichung  (1-  je  zwei  Parallelogramme 
nur  dann  einerlei  Zeichen  bekommen,  wenn  die  Paare,  zu  denen  sie 
gehören,  von  einerlei  Sinn  sind,  und  da  offenbar,  nachdem  je  zwei 
dieser  Paare,  wie  NC%  UM  und   ySy  IM  einerlei    oder   entgegen- 
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gesetzten  Sinn  haben,  die  Paare  iVC,  BA  und  NE^  DA,  von  3/ aus 
gesehen,  mit  einerlei  oder  entgegengesetztem  Sinne  erscheinen,  so 
werden  sich  auch  die  Vorzeichen  der  Pyramiden  in  (3)  und  (4)  nach 
dem  Sinne  richten,  mit  welchem  die  Paare  />,  p\  r,  von  M  aus  be- 
trachtet, sich  zeigen. 

Sei  p"  irgend  ein  anderes  Paar,  dessen  Ebene  gleichfalls  durch 
den  Punct  N  gehe ;  das  resultirende  Paar  von  r  und  p'\  dessen  Ebene 
durch  den  Durchschnitt  der  Ebenen  von  r  und  p"  und  daher  eben- 
falls durch  N  geht,  heisse  r',  so  ist  r'  auch  das  resultirende  Paar 
von  jo,  p\  p'\  und  man  hat 

Mr  +  Mp"  =  Mr'  , 

folglich  in  Verbindung  mit  voriger  Gleichung 

Mp  +  Mp'  +  Mp"  =  Mr'  , 

und  so  fort  bei  noch  mehreren  durch  denselben  Punct  N  gelegten 
Paaren,  wenn  auch  hier  je  zwei  Pyramiden  mit  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzten Zeichen  genommen  werden,  jenachdem  die  Paare,  zu 
denen  sie  gehören,  von  M  aus  gesehen,  einerlei  oder  entgegengesetzten 
Sinn  haben. 

Haben  die  Paare,  p^  p\  p"  kein  resultirendes  Paar,  sondern 

halten  sie  einander  das  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe 

Mp  +  Mp  -f-  Mp"  + =  0  . 

Denn  alsdann  ist  jedes  der  Paare,  wie  p,  sobald  man  es  nach  einem, 
dem  anfänglichen  entgegengesetzten  Sinne  wirken  lässt,  das  resul- 
tirende von  den  jedesmal  übrigen,  und  daher 

Mp'  +  Mp"  + =  —  Mp  ; 

folglich  u.  s.  w. 

Hat  man  also  ein  System  von  Paaren^  die  mit  einander  im  Gleich- 
gevnchte  sind,  und  dereii  Ebenefi  sich  in  einem  und  demselbeti  Puncto 
N  schneiden j  so  ist  die  algebraische  Summe  der  Pyramiden^  welche 
einefi  beliebigen  ander e^i  Punct  zur  gemeinschaftlichen  Spitze^  und  die 
Parallelogramme  der  Paare  zu  Grundflächen  haben,  immer  gleich  Null, 
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Yom  Gleichgewichte  zwischen  Kräften,  die  nach 
beliebigen  Richtungen  wirken. 

§.  6.  Seien  die  Kräfte,  wie  bisher,  durch  gerade  Linien  vor- 
gestellt: AB^  CD,  EF  ,,,\  das  von  ihnen  gebildete  System  heisse  «Sl 
Durch  einen  willkürlichen  Punct  iV  lege  man  A'ff^  CD',  JE'F'  ... 
resp.  den  AB,  CD,  EF  ,.,  parallel  und  gleich,  aber  von  ent- 
gegengesetzter Richtung.  Alsdann  ist  das  System  S  gleichwirkend 
mit  dem  System  der  Paare  AB,  ÄBf-,  CD,  CU-,  ...,  deren 
Ebenen  insgesammt  durch  den  Punct  N  gehen,  in  Verbindung  mit 
dem  System  der  einfachen,  sich  in  N  schneidenden  Kräf):e  B'Ä, 
U  C\  F*E* ,  —  Man  bezeichne  letzteres  System  mit  V,  und  das 
System  der  Paare  mit  W, 

Nun  ist  V  entweder  im  Gleichgewicht  oder  hat  eine  einfache 
Kraft  zur  Resultante;  ebenso  ist  W  entweder  im  Gleichgewicht  oder 
reducirt  sich  auf  ein  Paar.  Folglich  ist  das  System  S,  welches  mit 
V  und  W  in  Verbindung  gleiche  Wirkung  hat,  entweder  im  Gleich- 
gewicht, oder  lässt  sich  auf  eine  einfache  Kraft  oder  auf  ein  Paar, 
oder  auf  eine  einfache  Kraft  und  ein  Paar  zusammen  zurückfuhren. 
Da  nun,  wie  bereits  oben  gezeigt  worden,  eine  einfache  Kraft  mit 
einem  Paare  nicht  gleich  wirkend  sein  kann,  folglich  z\^H[schen  der 
einen  und  dem  anderen  kein  Gleichgewicht  möglich  ist,  so  muss, 
wenn  S  im  Gleichge^vicht  sein  soll,  jedes  der  beiden  Systeme  V  und 
W  für  sich  im  Gleichgewicht  sein.  Ist  aber  W  im  Gleichgewicht, 
so  ist  nach  dem  Vorigen  die  Summe  der  PjTamiden 

MNAB  +  MNCD  +  ...  =  0  , 

wo  auch  M  liegen  mag.  Denn  NAB ,  NCD  sind  offenbar  die 
halben  Parallelogramme  der  Paare  AB,  ÄB'\  CD,  CfD'\  ...,  aus 
denen   W  zusammengesetzt  ist. 

Es  ist  aber  N  eben  sowohl,  als  3f,  ein  von  dem  System  unab- 
hängiger Punct,  und  wir  schliessen  daher: 

Wenn  zwischen  mehreren  auf  einen  freien  Körper  icirkemhn 
Kräften  Gleichgexoicht  herrscht ,  so  ist  die  algebraische  Summe  der 
Ptjramiden,  welche  eine  Gerade  MN  von  beliebiger  Lage  und  LUage 
zur  gemeinschaftlich e)i  Kante,  mid  die  Kräfte,  durch  gerade  Linien 
vorgestellt,  zu  gegenüberstehenden  Kantefi  haben,  immer  gleich  Null. 

Die  Vorzeichen  der  Pyramiden  können  hier  entweder  ebenso. 
vne  im  Vorigen,  bestimmt  werden,  oder  auch  für  gegenwärtigen  Zweck 
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noch  passender  also,  dass  man  je  zwei  Pyramiden  mit  einerlei  oder 
entgegengesetzten  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die  ihnen  zugehörigen 
Kräfte  den  Körper  um  die  Gerade  MN^  falls  er  an  dieser  befestigt 
wäre,  nach  einerlei  oder  entgegengesetzten  Seiten  drehen  würden. 

Ist  ein  System  von  Kräften  nicht  im  Gleichgewicht,  sondern 
gleich  wirkend  mit  einem  zweiten  System,  folglich  im  Gleichgewicht 
mit  den  nach  entgegengesetzter  Richtung  genommenen  Kräften  des 
zweiten  Systems,  so  ist  für  eine  und  dieselbe  Axe  MN  die  Summe 
der  Pyramiden  des  einen  Systems  der  Summe  der  Pyramiden  des 
anderen  gleich.  Ist  daher  ein  System  von  Ej*äften  nicht  im  Gleich- 
gewicht, so  ist  auch  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  n  heisse, 
nicht  für  jede  Lage  von  MN  gleich  Null.  Denn  ein  solches  System 
ist  entweder  gleichwirkend  mit  einer  einzigen  Kraft  /?,  oder  mit 
einem  Paare  y,  y',  oder  mit  einem  Paare  y,  q'  und  einer  einfachen 
Kraft  p,  welche  nicht  in  der  Ebene  des  Paares  liegt,  indem  sonst 
/>,  y,  q'  auf  eine  einzige  Kraft  reducirbar  wären.  Es  ist  demnach 
entweder 

7t  =  tnp  j 
oder 

7t  =  tnq  -{-  mq'  , 
oder 

7t  =  mp  +  mq  +  mq'  , 

wo  m  für  MN  gesetzt  worden,  und  wo  mp  die  Pyramide  bezeichnet, 
welche  m  und  p  zu  gegenüberliegenden  Seiten  hat.  Hieraus  sieht 
man  nun  leicht,  dass  der  Axe  m  immer  und  auf  unendlich  viele 
Arten  eine  solche  Lage  gegeben  werden  kann,  wobei  tt  nicht  gleich 
Null  ist.  Legt  man  im  dritten  Falle  z.  B.  m  in  die  Ebene  des 
Paares  y,  y',  jedoch  so,  dass  m  nicht  auch  mit  p  in  einer  Ebene  ist, 
so  werden  mq  und  mq'  gleich  Null,  und  7t  reducirt  sich  auf  ;w/?, 
welches  nicht  gleich  Null  ist. 

Jenachdem  also  in  einem  System  von  Kräften  Gleichgewicht 
herrscht,  oder  nicht,  ist  die  Summe  der  Pyramiden  für  alle,  oder 
nicht  für  alle,  Lagen  der  Axe  7n  gleich  Null.  Wir  schliessen  folg- 
lich umgekehrt: 

Ist  die  algebraische  Summe   der  Pyramiden,    toelche  eine  gemein- 
schaftliche Kante  und  die  Kräfte  zu  gegenüberliegenden  Kante7i  haben, 
für  jede  beliebige  Lage  der  gemeinschaftlichen  Kante  oder  Axe  gleich 
Nullj  so  halten  sich  die  Kräfte  das  Gleichgewicht. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  diese  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
analytisch  auszudrücken  suchen  und   zu   dem  Ende  das  System  der 
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Kr'dfte  AB.  CD  ...  auf  ein  System  paralleler  Coordinaten  be- 
ziehen. —  Seien  bei  der  Kraft  AB  die  Coordinaten  des  Punctes  A 
jr.  y.  z:  die  Coordinaten  von  B  x  -f-  X.  y  -r  V.  -  -r-  Z:  also  jr.  y.  z 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Pnnctes  in  der  Richtung  der  Kraft, 
und  X.  Y.  Z  die  Projectionen  von  AB  auf  die  Axen  der  -r,  y.  r. 
oder  vielmehr  drei  Kräfte,  die  sich  ihrer  Intensität  nach  ebenso  zu 
der  durch  AB  vorgestellten  Kraft  verhalten,  wie  die  Projectionen 
von  AB  za  AB  selbst.  Seien  femer  f.  y.  h  die  Coordinaten  von 
M.  und  f  +  F,  g  +  G.  h  +  H  die  Coordinaten  von  A':  endlich  be- 
zeichne man  durch  r  den  sechsten  Theil  des  Products  aus  dem  Sinus 
de*»  Winkels,  den  die  Axe  der  y  mit  der  Axe  der  x  macht,  in  den 
Sinus  des  Winkels  der  Axe  der  z  mit  der  Ebene  der  jr,  y :  so  ist  der 
Inhalt  der  Pvramide  MX  AB: 

m 

MXAB  =  r  '^gH  —  hG)  X  +  [hF—fH^  Y+i/G  —  gT^  Z 

+  FifjZ  —  zY)  +  G[zX  —  xZ)  +  H!^Y—gX)]  . 

Wird  daher,  wie  die  Kraft  AB  durch  x,  y,  r,  X.  Y.  Z.  so  die  fol- 
gende Kraft  CD  durch  x\  y\  z\  X\  Y',  Z\  u.  s.  w.  bestimmt,  so 
ist  mit  Anwendung  des  Summationszeichens  ^  die  Summe  der  Py- 
ramiden MX  AB,  MXCD.   ... 

MXAB  +  MXCD  +  ,..  =r  [[gH—h  G)  JSX^-  (hF—fH)  ^Y 
+  ifG  —  gF)SZ  +  F.S'j/Z—zY)  +  G.2(zX  —  xZ) 

+  H.2{xY—yX)]  . 

Sollen  nun  die  Kräfte  einander  das  Gleichgemacht  halten,  so 
muriiy  die  Summe  für  jede  beliebige  Lage  von  MX,  mithin  fiir  alle 
beliebigen  Wertlie  der  sechs  Grössen  /,  y ,  // ,  jF,  O,  II  gleich  Null 
sein.     Dieses  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn 

fi)      2^x  =  o.      :^y=o.      2z  =  o. 

2(t/Z  —  zY)=()  ,         I(zX  —  xZ)  =  i)  ,         2{xY—i/X)  =  u  . 

Und  da  umgekehrt,   wenn   diese  sechs  Gleichungen    erfüllt    werden, 
die  Summe  der  Pyramiden  für  alle  möglichen  Werthe  von  /,  g,  h.  F. 
(i .    77,    also   für  jode  Lage  von  MX  gleich  Null   ist,   und   mithin 
Gleichgewicht  herrscht,  so  folgt: 

JJie  Gleichungeyt  (I;  sind  die  nothxcendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen des  Gleichgetcichtes . 

§.  S.  Zusätze.  I)  Sind  sämmtliclie  Kräfte  auf  einen  Punci 
gerichtet,  und  nimmt  man  diesen  zum  Anfangspuncte  der  Coordi- 
naten, so  kann  man  x ,  y ^  z ,  x\  y\  z    ...,   insgesammt    gleich  Null 
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setzen.  Hiermit  werden  von  den  sechs  Gleichungen  die  drei  letzten 
identisch,  und  es  bleiben  bloss  die  drei  ersten 

als  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  übrig. 

Angenommen,  dass  ein  solches  System  nur  aus  vier  Kräften 
P,  Q,  -ß,  S  bestehe,  von  denen  P,  Q,  R  resp.  nach  den  Axen  der 
X,  y,  z  wirken,  S  aber  eine  beliebige  andere  Richtung  und  X,  Y,  Z 
zu  Projectionen  habe,  so  werden  die  Bedingungen,  unter  denen 
P,  ö,  R,  S  im  Gleichgewicht  sind: 

P+X=0,         ö+y=0,         ii  +  Z=0; 
oder 

P  =  — X,    Q  =  —Y,R  =  —  Z. 

Die  Kraft  S  ist  folglich  im  Gleichgewicht  mit  —  X,  —  Y,  —  Z, 
und  daher  gleich  wirkend  mit  ihren  Projectionen  auf  die  drei  Co- 
ordinatenaxen ,  wenn  diese  Projectionen  parallel  mit  den  Axen  in 
irgend  einem  Puncte  der  Richtung  der  Kraft  angebracht  werden  — , 
der  bekannte  Satz   vom  Parallelepipedum  der  Kräfte. 

Dass  man  durch  die  Annahme  von  Z  =  0  auf  gleiche  Weise 
zu  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  gefuhrt  wird,  bedarf  keiner 
Erinnerung. 

2)  Ohne  erst  die  allgemeinen  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
entwickelt  zu  haben,  kann  man  das  Parallelogramm  der  Kräfte  aus 
der  Theorie  der  Paare  auch  unmittelbar  ableiten.  —  Seien  Et]  EG 
(vergl.  Fig.  4  auf  pag.  5 1 5)  zwei  auf  einen  Punct  E  wirkende  Kräfte. 
Man  vollende  das  Parallelogramm  GEFII,  so  sind  die  Paare  EF, 
HG  und  FH,  GE  gleichwirkend,  indem  sie  beide  einerlei  Sinn 
haben  und  demselben  Parallelogramm  angehören.  Mithin  sind  auch 
die  Kräfte  EF,  EG  gleichwirkend  mit  FH,  GH^  und  es  haben 
daher  erstere  zwei  in  E  angebrachte  Kräfte  mit  den  zwei  letzteren 
auf  H  wirkenden  einerlei  Resultante,  deren  Richtung  folglich  EU 
ist.  Wie  aber  daraus,  dass  die  Diagonale  EH  die  Richtung  der  Re- 
sultante angibt,  sich  weiter  folgern  lässt,  dass  sie  auch  die  Grösse 
der  Resultante  vorstellt,  ist  aus  den  Lehrbüchern  der  Statik  be- 
kannt genug. 


üeber  den  Mittelpunct  nicht  paralleler 

Kräfte. 

[CrcUe'g  Journal,  1837,  Band  16,  p.  1—10.] 


§.  1.  Herr  Dr.  Min  ding  hat  in  einer  sehr  scharfsinnigen  Ab- 
handlung, im  vierten  Hefte  des  1 4.  Bandes  dieses  Journals,  die  Lehre 
vom  Mittelpuncte  paralleler  Kräfte  auf  ein  System  nicht  paralleler 
Kräfte  auszudehnen  gesucht.  Da  ich  gleichfalls  —  bei  Gelegenheit 
statischer  Untersuchungen,  mit  denen  ich  mich  seit  längerer  Zeit 
beschäftige  —  diesen  Gegenstand  in  Betracht  gezogen  habe,  so 
dürfte  es  dem  Herrn  Dr.  Minding  und  den  Lesern  seines  Aufsatzes 
vielleicht  nicht  unangenehm  sein,  wenn  ich  ihnen  die  Ergebnisse 
meiner  Untersuchungen  hier  kürzlich  vorlege.  Eine  ausführlichere 
Darstellung  verspare  ich  für  eine  Statik  fester  Körper,  die  ich  mit 
Nächstem  herauszugeben  beabsichtige. 


Die  Hauptaufgabe,  um  welche  es  sich  hier  handelt,  lässt  sich 
folgendermaassen  in  Worte  fassen: 

Ein  frei  beweglicher  festet'  Körper  ist  der  Wirkimg  vvn  Kräften 
unteitoorfen.  Die  Veränderung  dieser  Wirkuiig  zu  bestimmen,  wenn 
dei*  Körper  beliebig  aus  seiner  Lage  gerückt  icird,  und  dabei  jede 
Kraft  mit  unveränderlicher  Intensität ,  und  parallel  mit  ihrer  anfäng- 
lichen Richtung^  auf  ihren  Angriffspunct  zu  wirken  fortfährt. 

Die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  können  nun  entweder 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  oder  auf  eine,  oder  auf  z^vei  Kräfte 
reducirbar  sein.  Sie  können  femer  ihrer  Lage  nach  entweder  pa- 
rallel, oder  nicht  parallel,  und  dann  in  einer  Ebene  oder  im  Haume 
überhaupt  enthalten  sein.  Die  Fälle,  welche  sich  hieraus  zusammen- 
setzen lassen,  will  ich  jetzt  einzeln  durchgehen,  und  zuvor  nur  noch 
erinnern,  dass  die  überall  vorauszusetzende  Bedingung,  dass  jede 
Kraft  ihren  Angriffspunct  und  ihre  Intensität  behalte,  und  ihrer  an- 
fänglichen Richtung  parallel  bleibe,  um  der  Kürze  willen  nicht 
wieder  besonders  erwähnt,  sondern  überall  bei  der  Verrückung  mit 
hinzu  gedacht  werden  soll. 


\ 
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§.  2  B^tnchiA  vir  n^in  rana^hi«  ein  Svfrem  paralleler 
Krifte, 

<7,  Hikl^EfEi  die  parftUeU^  Krifie  eine  einzelne  Kraft  zur  Besul- 
Urtite.  v>  iiit  diese  ihnen  parallel:  ae  selfasc  Ueiben  bei  jeder  Ver- 
nick ang  de«  Korper«  auf  eine  Be«altante  Ton  der  nämlicken  Inten- 
sität und  Bichtun;!:  redacirbar.  and  es  lässt  sich  ein  mit  ihren 
AnzrUbpunfrUfik  in  fefter  Verbindons  stehender  Pnnct  angeben,  der 
Mittelpunct  der  parallelen  Kräfte,  welchem  die  Besnltante 
ikteui  begegnet.  Die  parallelen  Kräfte  §ind  daher  bei  allen  Ver- 
mcknngen  des  Körper«  gleichwirkend  einer  nnd  deReiben,  mit 
ihnen  parallelen,  an  diesem  Mittelpnncte  anzubringenden  Kraft. 

^  Halten  die  parallelen  Kräfte  einander  das  Gleichgewicht,  and 
ist  A  der  Mittelpanct  eines  Theües  derselben  and  R  die  Resaltante 
dieses  Theiles.  B  der  )Iittelpanct  and  S  die  Besaltante  der  äbrigen. 
so  sind  die  Kräfte  B  und  .S'  einander  gleich  and  direct  entgegen- 
gesetzt, wirken  also  in  der  Geraden  AB.  die  mit  den  Kräften  des 
Systems  selbst  paraUel  ist.  Wird  hieranf  der  Körper  Terrückt.  so 
bilden  die  KriUfte  li  and  -S'  '==  —  S,  ein  sogenanntes  Kräftepaar: 
die  Fälle  aasgenommen,  wenn  erstens  die  nachherige  Lage  der  an- 
fanglichen parallel  ist.  oder  zweitens  die  Yerrückang  des  Körpers  in 
einer  l>rehung  am  eine  mit  den  Kräften  paraUele  Axe  besteht,  oder 
endlich  dritten.«»,  wenn  A  und  B  coincidiren.  ab  in  welchem  Falle 
dcrr  Angriflbpunet  jeder  Kraft  des  Systems  der  Mittelpunct  der  jedes- 
mal übrigen  Kräfte  ist. 

Bei  Verrückung  eines  Körpers.,  an  welchem  parallele  Kräfte  im 
OU;irhgewicht  sind,  geht  demnach,  mit  Ausnahme  der  eben  ge- 
iiachtz-n  drffi  Fälle,  das  Gleichgewicht  verloren,  und  die  Kräfte  wer- 
den trleich wirkend  mit  einem  Paare,  dessen  Kräfte  mit  den  ersteren 
parallele  Richtung  haben  und  auf  zwei  bestimmte  Puncte  des  Kör- 
per« wirken.  —  Auch  kann  man  diesen  Satz  folgendergestalt  aus- 
drücken : 

»Sind  an  einem  Körper  parallele  Kräfte  im  Gleichgetcicht,  so  kann 
man  immer  an  zwei  Puncten  des  Körpers,  die  mit  den  Kräften  in 
einer  Parallele  liegen ,  zvcei  neue  mit  den  Kräften  ebenfalls  parallele, 
sich  das  Gleichgewicht  haltende^  und  daher  das  torige  Gleichgetcichi 
nicht  störende  Kräfte  ( —  R  an  A  und  -f-  R  an  B^  hifizufügen :  »ro- 
durch  es  geschieht  ^  dass ,  tcie  auch  die  Lage  des  Körpers  geändert 
werden  mag^  das  Anfangs  bestehende  Gleichgetcicht  nicht  unter- 
lyrochen  wird, 

L'ebrigcns  erhellt  aus  der  Theorie  der  Kräftepaare,  dass  man, 
statt  der  an  A  und  B  anzubringenden  Kräfte  R  auch  in  irgend 
zwei   anderen  Puncten   des  Körpers,    die  in    einer  Parallele  mit  den 
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ursprünglichen  Kräften  enthalten  sind,  zwei  einander  gleiche  und 
direct  entgegengesetzte  Kräfte  K  anbringen  kann,  wenn  nur 
A  ff  ,R  =  AB,  R  i&t,  und  die  Kräfte  R  (Ue  Puncte  A'  und  R 
einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen  streben,  jenach- 
dem  das  eine  oder  das  andere  bei  den  Kräften  R  in  Bezug  auf  die 
Puncte  A  und  B  der  Fall  ist. 

c)  Da  die  Kräfte,  wenn  sie  Anfangs  im  Gleichgewichte  sind, 
sich  nach  der  Verrückung  des  Körpers  im  Allgemeinen  auf  ein  Paar 
reduciren,  so  ist  der  dritte  mögliche  Fall,  wenn  die  Kräfte  schon 
bei  der  anfänglichen  Lage  des  Körpers  einem  Paare  gleichwirkend 
sind,  von  dem  vorigen  nicht  wesentlich  verschieden  und  bedarf  da- 
her keiner  weiteren  Erörterung. 

§.  3.  Betrachten  vni  ferner  ein  System  von  Kräften,  die 
in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

a)  Bei  jedem  System  von  Kräften  in  einer  Ebene  lässt  sich, 
wenn  sie  eine  Resultante  haben,  in  der  Richtung  derselben  ein 
Mittelpunct,  d.  h.  ein  Punct  des  Körpers  angeben,  welchem  die 
Resultante  bei  jeder  Verrückung  des  Körpers,  wobei  die  Ebene  sich 
selbst  parallel  bleibt,  also  bei  jeder  parallelen  Fortbewegung  und  bei 
jeder  Drehung  um  eine  auf  der  Ebene  normale  Axe,  immer  begegnet. 
Das  System  bleibt  also  nach  jeder  solcher  Verrückung  gleichwirkend 
einer  einzigen,  an  einem  bestinmiten  Puncte  des  Körpers  anzu- 
bringenden Kraft. 

Besteht  das  System  nur  aus  zwei  Kräften,  so  findet  sich  der 
Mittelpunct,  als  der  zweite  Durchschnitt  ihrer  Resultante  mit  dem 
durch  die  Angriffspuncte  und  den  Durchschnitt  der  Richtungen  der 
beiden  Kräfte  zu  beschreibenden  Kreise.  (Der  erste  Durchschnitt 
der  Resultante  mit  dem  Kreise  ist  der  Durchschnitt  der  Richtungen 
selbst.) 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Regel  lässt  sich  auch  bei 
einem  System  von  mehr  als  zwei  Kräften  der  Mittelpunct  bestimmen. 
Denn  zuerst  kann  man  statt  irgend  zweier  Kräfte  des  Systems  und 
ihrer  Angriffspuncte  eine  einzige  Kraft  und  deren  Angriffspunct 
setzen,  von  denen  erstere  die  Resultante  und  letzterer  der  Mittel- 
punct jener  beiden  ist.  Auf  diese  Art  ist  das  System,  wenn  es  An- 
fangs aus  n  Kräften  bestand ,  auf  n  —  1  reducirt  worden ;  dieses 
System  von  n  —  1  Kräften  kann  man  gleicherweise  auf  n  —  2  re- 
duciren, und  so  fort,  bis  man  zuletzt  auf  die  Resultante  und  den 
Mittelpunct  des  ganzen  Systems  kommt.  Da  das  System  nur  einen 
einzigen  Mittelpunct  hat,  so  ist  es  gleichgültig,  in  welcher  Ordnung 
man  die  Kräfte  nach  und  nach  mit  einander  verbindet.     Dies  gibt 
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zu  einigen  eleganten  geometrischen  Sätzen  Vennlaäsnng .   bei  denen 
irrh  mich  aber  hier  nicht  aufhalten  wüL 

i  Aa§  dem  jetzt  betrachteten  Falle,  wenn  die  in  einer  Ebene 
wirkenden  Kräfte  eine  Resultante  haben,  lassen  «ich  die  Umstände 
für  den  zweiten  FalL  wenn  sie  einander  das  Gleichgewicht  halten, 
ganz  ebenso  herleiten,  wie  vorhin  bei  parallelen  Kräften,  tind  wir 
gelangen  damit  zu  folgendem  Satze: 

Ein  System  von  Eraf(en  in  einer  Ebene,  ^reiche  sich  das  Gleich- 
getticht  halten,  tcird  bei  Drehung  der  Ebene  in  wich  selbst  im  Allge- 
meinen gleichtrirlend  mit  einem  Paare,  dessen  Kräfte,  ebenso  wie  die 
des  Systems,  /crticahrend  auf  dieselben  stcei  Puncte  der  Ebene  fcirhend 
sich  annehmen  lassen.  Dabei  ionnen  die  eine  Kraft  und  deren  An- 
grißspunct.  oder,  wenn  man  statt  dessen  lieber  wUl.  die  Angriffspuncfe 
beider  Kräfte,  nach  Willkör  bestimmt  werden,  indem  nur  das  Product 
aus  der  gegenseitigen  Entfernung  der  beiden  AngrifTspuncit  in  die  ge- 
meinschaftliche Intensität  der  beiden  Kräfte  eine  durch  die  Beschaffett- 
heit  des  Systems  gegebene  Grösse  ist. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Zu  einem  in  einer  Ebene  enthaltenen  und  im  Gleichgewicht  be- 
findlichen Systeme  ton  Kräften  lassen  sich  immer  an  zwei  beliebigen 
Puncten  der  Ebene  zwei  sich  ebenfalls  das  Gleichgewicht  halfende 
Kräfte  ton  solcher  Intensität  hinzusetzen,  dass  das  Gleichgewicht  bei 
Drehung  der  Ebene  in  sich  selbst  fortdauert. 

Findet  eine  solche  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  statt,  ohne 
dass  man  zwei  Kräfte  hinzuzufügen  genöthigt  ist.  so  ist  der  An- 
j^riffjjpunct  jeder  Kraft  der  3^Iittelpunct  der  jedesmal  übrigen  Kräfte. 

c)  Der  dritte  Fall,  wenn  die  Kräfte  mit  einem  Paare  gleiche 
Wirkung  haben .  reducirt  sich  hier  ebenso ,  wie  Torhin  bei  den  pa- 
rallelen Kräften,  auf  den  vorhergehenden  zAveiten. 

§.  4.  Hetrachteu  wir  endlich  eih  System  von  Kräften  im 
Räume  überhaupt. 

Wir  wollen  hier  zuerst  die  Sätze  aufstellen,  welche  ein  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichtes  befindliches  System  betreffen.  Es  sind 
folgende : 

A^\)  Zu  zwei  einander  nicht  parallelen  Lagen  eines  Köq>ers 
lässt  sich  immer  eine  solche  Richtung  finden,  dass  der  Körper  durch 
Drehung  um  eine  mit  dieser  Richtung  parallele  Axe  aus  der  einen 
Lage  in  eine  mit  der  anderen  parallele  Lage  gebracht  werden  kann: 
und  woiin  der  Körper  unter  Ein>virkung  von  Kräften,  die  beliebige 
Richtungen    im   Räume    haben,    in   jeder    dieser  Lagen    im    Gleich- 
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gewichte  ist,  so  ist  er  es  auch  in  jeder  dritten,  in  welche  er  durch 
weitere  Drehung  um  jene  Axe  und  durch  parallele  Fortbewegung 
versetzt  wird. 

Wenn  das  Gleichgewicht  durch  Drehung  des  Körpers  um  eine 
Axe  nicht  aufgehoben  ^^-ird,  so  wollen  wir  die  Axe  eine  Axe  des 
Gleichgewichtes*)  nennen.  Jede  andere  mit  einer  solchen  paral- 
lele Axe  ist  ebenfalls  eine  Axe  des  Gleichgewichtes.  —  So  ist  es  z.  B. 
bei  einem  System  paralleler  Kräfte,  welche  sich  das  Gleichgewicht 
halten,  jede  Gerade,  welche  mit  den  Kräften  parallel  läuft  (vergl. 
§•  2,  b). 

Ay  2)  Damit  eine  Axe  des  Körpers  eine  solche  Gleichgewichts- 
axe  sei,  ist  es  nöthig  und  hinreichend,  dass,  erstens,  wenn  die 
Kräfte  und  ihre  Angriffspuncte  auf  eine  die  Axe  -  rechtwinklig 
schneidende  Ebene  projicirt  werden,  das  Gleichgewicht  zwischen  den 
projicirten  Kräften  bei  der  Drehung  des  Körpers  um  die  Axe  nicht 
aufhöre,  und  dass  zweitens  die  Projectionen  der  Kräfte  auf  Linien, 
welche  man  parallel  mit  der  Axe  durch  die  Angriffspuncte  der  Kräfte 
legt,  für  sich  im  Gleichgewichte  sind**). 

Aj  3)  Sind  bei  einem  System  zwei  einander  nicht  parallele  Axen 
des  Gleichgewichtes  vorhanden,  so  ist  es  auch  noch  jede  dritte, 
welche  mit  den  beiden  ersteren  einer  und  derselben  Ebene  parallel 
läuft. 


*)  Vergl.  Lehrbuch  der  Statik,  Theil  I,  Kap.  VUI  (p.  185  ff.  des  vorliegen- 
den Bandes). 

♦♦)  Wird  jede  Kraft  des  Systems  parallel  mit  drei  Axen  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  in  drei  andere  X,  Y,  Z  zerlegt,  und  sind  ar,  y,  z  die  Coordi- 
naten  des  Angriffspunctes  der  Kraft,  so  ist,  wegen  des  vorausgesetzten  Oleich- 
gewichtes : 

Setzt  man  nun: 

S  Yz  =  SZy  ^  F  ,        SZx^  SXz  =  G  ,        SXy  =  £  Yx  ^  H 

und 

2'  Yy  +  IZz  =/  ,        IZz  4-  £Xx  =  g    ,        £Xx  +  l"  Ty  =  Ä  , 

so  ist 

2FOH-\-  FFf  -\-  OOg  -\-  HHh—fgh^  0 

die  Bedingung,  unter  welcher  das  System  eine  Oleichgewichtsaxe  hat. 

Wird  diese  Gleichung  erfüllt,  so  ergeben  sich  die  Cosinus  p^  q,  r  der  Win- 
kel, welche  die  Oleichgewichtsaxe  mit  den  Axen  x^  y,  z  bildet,  durch  Verbindung 
zweier  der  drei  Oleichungen: 

Or-i-Hq'^fp  ,        Hp-h  Fr=^gq  ,         Fq  +  Op  ^^  hr  , 

aus  denen,   wenn  p,  q»  r  sämmtlich  eliminirt  werden,  jene  Bedingungsgleichung 
hervorgeht. 

HÖbius  Werke  UI.  34 


Uienia^  ist  leicht  weiter  za  foleem.  duM.  wenn  cm  System  diiei 
Gleichgewkrktisaxen  hat.  welche  nicht  einer  und  derselben  Ebene 
psiraJle]  «nd.  arnch  jede  vierte  Axe  eine  solche  ist,  oder  mit  andern 
Worten.  Ist  ein  Körper  im  Gleichgewicht,  und  wird  dieses  durch 
drei  verschiedene  Verräckungen  de&  Körpers  nicht  anfedioben.  so 
dauert  es  im  Allgemeinen  auch  nach  jeder  vierten  Veirückans  fort: 
oder  noch  anders  ausgedrückt:  Ist  ein  Körper  in  vier  Terschiedenen 
Lagen  im  Gleichgewicht,  so  ist  er  es  im  Allgemeinen  amrh  in  jeder 
fünften. 

A.4  Ein  im  Gleichgewicht  befindliches  System  hat  im  AUge- 
meiaen  keine  Axe  de^  Gleichgewichtes.  Indessen  ist  es  immer 
möglich,  zu  den  sich  anfangs  das  Gleichgewicht  haltenden  Krüten 
zwei  neue,  einander  gleiche  und  direct  entgegengesetde .  also  das 
Gleichgewicht  nicht  störende  Kräfte  hinzuzufügen,  welche  ebenso, 
wie  die  schon  vorhandenen,  auf  bestimmte  Puncte  des  Körpers,  nach 
sich  pandlel  bleibenden  Richtungen  wirken,  und  wodurch  es  ge- 
schieht, dass  der  Körper  eine  Gleichgewichtsaxe  von  gegebener 
Richtung  erhält. 

Da  die  zwei  neuen,  sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kriifte  bei 
Drehung  des  Körpers  nicht  mehr  einander  direct  entgegengesetzt 
sind,  sondern  parallel  werden  und  in  ein  Paar  äbergehen.  so  kann 
man  den  vorigen  Satz  auch  also  ausdrucken: 

Wird  ein  Körper,  auf  welchen  mehrere  sich  das  Gleichgewicht 
haltende  Kräfte  wirken,  um  eine  Axe  gedreht,  so  hört  das  Gleich- 
gewicht im  Allgemeinen  auf,  und  die  Wirkung  der  Kräfte  reducirt 
sich  auf  die  eines  Paare*» .  dessen  Kräfte  B  und  —  R  man  ebenso, 
wie  die  ersteren  Kräfte,  auf  zwei  gewisse  Puncte  A,  B  des  Körpers 
mit  unveränderter  Richtung  und  Intensität  wirkend,  setzen  kann. 

Dabei  bleibt,  ^vie  in  §.  2.  h,  der  eine  dieser  Puncte  A,  B  und 
ihre  Entfernung  AB  der  Willkür  überlassen,  indem  durch  die  Be- 
schaffenheit des  Systems  und  die  Richtung  der  Gleichgewichtsaxe 
nur  die  Richtung,  mit  welcher  AB  parallel  sein  muss,  und  das 
Product  AB .  R  bestimmt  werden. 

B,  1)  Der  z\^eite  Fall,  den  wir  jetzt  in  Betrachtung  ziehen,  ist 
der,  wenn  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  nicht  im  Gleich- 
gewichte sind,  sondern  nur  durch  Hinzufügung  zweier  neuer,  nicht 
in  einer  Ebene  liegender  Kräfte  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden 
können.  Diese  zwei  Kräfte  lassen  sich  nun  immer  und  auf  unend- 
licli  viele  Arten,  so  bestimmen,  dass  ein,  auch  bei  der  Drehung  um 
eine  gegebene  Axe  fortdauerndes  Gleichgewicht  zu  Wege  gebracht 
wird.  Es  lässt  sich  nämlich  ein,  durch  die  Beschaffenheit  des 
Systems   und  die  Lage   der   Drehungsaxe  bestimmtes  hyperbolisches 
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Hyperboloid  angeben ,  von  dessen  zwei  die  Fläche  erzeugenden  Ge- 
raden die  eine  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Angriffspuncte  der 
zwei  Kräfte  willkürlich  in  irgend  einer  der  Lagen  dieser  Geraden 
genommen  werden  können. 

J3, 2)  Die  zwei,  zu  einem  solchen  Systeme  hinzuzusetzenden 
Kräfte,  damit  dasselbe  in's  Gleichgewicht  komme,  lassen  sich,  nebst 
ihren  Angriffspuncten,  entweder  auf  doppelte  Weise,  oder  gar  nicht, 
so  bestimmen,  dass  die  Gerade  durch  die  beiden  Angriffspuncte  selbst 
eine  Gleichgewichtsaxe  wird,  und  dass  daher,  wenn  man  diese  Axe 
unbeweglich  und  den  Körper  mit  ihr  fest  verbunden  annimmt,  ein 
auch  während  der  Drehung  um  die  Axe  dauerndes  Gleichgewicht 
hervorgebracht  wird,  und  ohne  dass  man  zwei  Kräfte  hinzuzufügen 
nöthig  hat;  und  dass  die  Pressungen,  welche  die  Axe  erleidet,  ihrer 
Richtung  und  Stärke  nach,  bei  der  Drehung  unverändert  bleiben. 
Eine  solche  Axe  mag  eine  Hauptaxe  des  Gleichgewichtes 
heissen. 

So  geht  z.  B.  bei  einem  Systeme  von  zwei  Kräften,  welche  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  die  eine  der  beiden  Hauptaxen  durch  die 
zwei  Angriffspuncte  selbst;  die  andere  ist  auf  der  Ebene,  welche  mit 
beiden  Kräften  parallel  läuft,  normal  und  trifft  diese  Ebene  in  dem 
Mittelpuncte  der  auf  sie  projicirten  Kräfte.  Dasselbe  gilt  auch, 
wenn  die  zwei  Kräfte  einander  nicht  parallel,  aber  in  derselben 
Ebene  enthalten  sind,  und  nicht  blos  die  Drehungen  der  Ebene  in 
sich  selbst,  (wie  in  §.  3),  sondern  auch  alle  übrigen  Drehungen  be- 
rücksichtigt werden. 

Auf  solch  ein  einfaches  System  von  nur  zwei  Kräften  reducirt 
sich  auch  jedes  andere,  dessen  Kräfte  einer  Ebene  parallel  sind, 
oder  in  einer  Ebene  selbst  wirken.  Denn  zieht  man  in  der  Ebene 
zwei  beliebige  Geraden  a  und  b,  zerlegt  jede  Kraft  P  des  Systems, 
an  ihrem  Angriffspuncte,  in  zwei  andere  X  und  Y,  welche  diesen 
Geraden  parallel  sind,  und  bestimmt  von  den  parallelen  Kräften  X 
die  Resultante,  welche  X, ,  und  den  Mittelpunct,  welcher  A  sei,  und 
von  den  parallelen  Kräften  Y  die  Resultante  Y,  und  den  Mittel- 
punct J5:  so  ist  das  System  bei  jeder  Verrückung  gleich  wirkend  den 
auf  A  und  B  wirkenden  Kräften  Xj  und  Y^ ,  und  hat  folglich  zwei 
Hauptaxen,  von  denen  die  eine  die  Verbindungslinie  von  A  mit  B 
ist  und  die  andere  die  Ebene  in  dem  Mittelpuncte  der  auf  sie  pro- 
jicirten Kräfte  X^  und  Y^ ,  wenn  sie  nicht  schon  in  der  Ebene  selbst 
liegen,  rechtwinklig  schneidet.  Da  nun  das  System  nicht  mehr  als 
zwei  Hauptaxen  haben  kann,  und  gleichwohl  die  Geraden  a  und  b 
in  der  Ebene  ganz  nach  Willkür  gelegt  werden  können,  so  ziehen 
wir  den  merkwürdigen  Schluss: 

34» 
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a)  Hat  man  ein  System  von  Kräften,  welche  mit  einer  und  der- 
selben Ebene  parallel  sind  und  sich  weder  das  Gleichgewicht  halten, 
noch  mit  einem  Paare  gleiche  Wirkung  haben,  und  zerlegt  man 
jede  Kraft  an  ihrem  Angriffspuncte  in  zwei  andere  X  und  Yj  welche 
parallel  mit  zwei  sich  schneidenden  Geraden  a  und  b  der  Ebene 
sind:  so  sind  der  Mittelpunct  der  parallelen  Kräfte  X  und  der 
Mittelpunct  der  parallelen  Kräfte  Y  in  einer  von  der  Lage  der 
Linien  a  und  b  unabhängigen  Geraden  enthalten.  Sie  heisse  die 
Centrallinie  des  Systems  paralleler  Kräfte.  Oder  mit  anderen 
Worten : 

Werden  durch  die  Angriffspuncte  parallel  mit  einer  Ebene  wir- 
kender Kräfte  Parallelen  mit  irgend  einer  Geraden  der  Ebene  ge- 
zogen, und  auf  diese  Parallelen  die  Kräfte  durch  Parallelen  mit 
irgend  einer  anderen  Geraden  der  Ebene  projicirt:  so  ist  der  Ort 
des  Mittelpunctes  der  projicirten  Kräfte,  wenn  sie  anders  einen 
solchen  haben,  eine  gerade  Linie,  —  die  Centrallinie. 

Dieser,  auch  ohne  die  vorhergehende  Theorie  leicht  erweisliche 
Satz  lässt  sich  auch  auf  ein  System  im  Räume  ausdehnen,  und  lautet 
dann  also: 

ß)  Hat  man  ein  System  von  Kräften  im  Räume,  welche  sich 
weder  das  Gleichgewicht  halten,  noch  auf  ein  Paar  reducirbar  sind, 
und  zerlegt  man  jede  Kraft,  an  ihrem  Angriffspuncte,  parallel *mit 
drei  beliebigen  Geraden  a,  i,  c,  welche  nicht  einer  und  derselben 
Ebene  parallel  sind,  in  drei  andere,  X,  Y,  Z:  so  liegen  der 
Mittelpunct  der  Kräfte  X,  der  Mittelpunct  der  1"  und  der  der  Z  in 
einer  von  der  Lage  der  Geraden  a,  J,  c  unabhängigen  Ebene,  welche 
die  Centralebene  des  Systems  genannt  werde.     Oder: 

Zieht  man  durch  die  Angriffspuncte  nach  beliebigen  Richtungen 
im  Räume  wirkender  Kräfte  Parallelen  mit  irgend  einer  Geraden  a 
und  projicirt  auf  diese  Parallelen  die  Kräfte  durch  Linien,  welche 
einer  beliebig  angenommenen,  die  Gerade  a  schneidenden  Ebene 
parallel  sind ;  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunctes  der  projicirten  Kräfte, 
^venn  anders  ein  solcher  stattfindet,  eine  Ebene,  —  die  Centralebene. 

Haben  die  vorigen  drei  Geraden  a,  6,  c  gegen  die  Centralebene 
eine  solche  Lage,  dass  a  und  b  mit  ihr  parallel  sind,  und  c  auf  ihr 
normal  steht,  so  liegen  die  Mittelpuncte  der  Kräfte  X  und  der 
Kräfte  Y  nach  a)  in  einer  bestimmten  Geraden,  welche  nach  ß)  in 
der  Centralebene  selbst  enthalten  ist.  Sie  heisse  die  Centrallinie 
des  Systems  beliebig  im  Räume  wirkender  Kräfte.  Wenn 
überdies  bei  derselben  Lage  von  a,  b,  c  gegen  die  Centralebene,  die 
Gerade  a  mit  der  Centrallinie  parallel  läuft  und  b  auf  a  normal  ist, 
so  wollen  wir  auf  gleiche  Weise  den  Mittelpunct  der  mit  a  parallelen 
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Kräfte  X,  welcher  nach  a)  in  die  Centrallinie  selbst  fallt,  den  Cen- 
tralpunct  des  Systems  nennen. 

In  Bezug  auf  die  eben  bestimmten  Centralpunct ,  Centrallinie 
und  Centralebene,  haben  nun  die  beiden  Hauptaxen  folgende  merk- 
würdige Lage: 

B,  3)  Die  zwei  Hauptaxen  des  Gleichgewichtes,  wenn  solche 
anders  möglich  sind,  und  die  Centrallinie  des  Systems,  sind  einer 
und  derselben  Ebene  parallel.  Die  Puncte,  in  denen  die  zwei 
Hauptaxen  die  Centralebene  schneiden,  liegen  mit  dem  Centralpuncte 
in  einer  Geraden,  und  diese  Gerade  ist  normal  auf  der  Resultante 
aller  Kräfte,  wenn  diese,  parallel  mit  ihren  Richtungen,  an  einen 
und  denselben  Punct  getragen  werden. 

(7,1)  Wird  ein  System  von  Kräften  im  Räume,  das  eine  ein- 
zelne Kraft  zur  Resultante  hat,  um  eine  Axe  gedreht,  so  wird  es  im 
Allgemeinen  ebenso,  wie  die  bisher  betrachteten  Systeme,  gleich- 
wirkend mit  zwei  Kräften,  die  man  mit  unveränderter  Intensität  und 
Richtung  auf  zwei  bestimmte  Puncte  des  Körpers  wirkend  setzen 
kann,  und  die  nur  in  der  anfänglichen  Lage  des  Körpers  und  nach 
einer  halben  Umdrehung  sich  auf  eine  einzelne  Kraft  —  auf  die 
anfängliche  Resultante  —  reduciren  lassen. 

C,  2)  Bei  einem  auf  eine  einzelne  Kraft  reducirbaren  Systeme 
im  Räume  sind  die  zwei  Hauptaxen  immer  möglich.  Es  lassen  sich 
nämlich  zwei  die  Richtung  dieser  Kraft  schneidende  Axen  angeben, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  wenn  der  Körper  um  die  eine  oder  die 
andere  Axe  gedreht  wird,  das  System  nicht  aufhört,  sich  auf  eine 
einzige,  mit  der  anfänglichen  Resultante  der  Lage  und  Intensität 
nach  identische  Kraft  zu  reduciren;  dass  folglich,  wenn  der  Körper 
in  dem  Durchschnittspuncte  der  einen  oder  der  anderen  Axe  mit 
der  Resultante  befestigt  wird,  ein  auch  bei  Drehung  des  Körpers 
um  die  bezügliche  Axe  fortdauerndes  Gleichgewicht  entsteht,  und 
dass  somit  diese  beiden  Durchschnitte  als  wahrhafte  Mittelpuncte 
des  Systems,  obwohl  jeder  nur  rücksichtlich  der  Drehung  um  eine 
bestimmte  Axe,  betrachtet  werden  können. 

Diese  zwei  Hauptaxen  haben  übrigens  eine  solche  Lage,  dass 
1)  ihre  Projectionen  auf  eine  die  Resultante  normal  treffende  Ebene, 
sowie  2)  ihre  Projectionen  auf  die  Centralebene  sich  rechtwinklig 
schneiden;  dass  3)  eine  mit  den  beiden  Axen  parallele  Ebene  zu- 
gleich der  Centrallinie  parallel  ist,  und  dass  4)  die  zwei  Puncte,  in 
denen  die  Centralebene  von  den  Axen  getroffen  wird,  mit  dem  Cen- 
tralpuncte in  einer  Geraden  liegen,  welche  5)  mit  der  Resultante 
rechte  Winkel  bildet. 

d)  Ein  System  im  Räume,   welches  auf  ein  Paar  reducirbar  ist. 
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hat  im  Allgemeinen  keine  Hauptaxen.  Sind  aber  dergleichen  vor- 
handen, so  sind  sie  es  in  unendlicher  Zahl,  indem  dann  jede  mit 
einer  gewissen  Richtung  parallele  Axe  eine  Hauptaxe  abgibt. 

§.  5.  Zum  Schlüsse  noch  folgende  Bemerkung.  Wird  ein 
Körper,  auf  welchen  Kräfte  wirken,  an  einer  unbeweglichen  Axe  be- 
festigt, und  soll  er  bei  Drehung  um  die  Axe  fortwährend  im  Gleich- 
gewichte sein;  wird  aber  nicht  zugleich  gefordert^  dass  die  Axe,  vrie 
eine  Hauptaxe  des  Gleichgewichtes,  während  der  Drehung  einen 
seiner  Richtung  und  Intensität  nach  unveränderlichen  Druck 
erleide:  so  kann,  wenn  die  Kräfte  auf  eine  einzelne  Kraft,  oder  auf 
zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Kräfte  reducirbar  sind,  die  Axe 
jeder  gegebenen  Richtung  parallel  sein.  Man  projicire  nämlich  die 
Kräfte  auf  eine  die  gegebene  Richtung  rechtwinklig  schneidende 
Ebene,  und  bestimme  von  den  projicirten  Kräften  den  Mittelpunct 
(§.  3,  o),  so  wird  eine  durch  letzteren  mit  der  Richtung  parallel  ge- 
legte Axe  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen.  Eine  Ausnahme  hier- 
von macht  der  Fall,  wenn  die  Kräfte  eine  einzelne  Kraft  zur  Resul- 
tante haben,  die  Axe  mit  der  Resultante  parallel  sein  soll,  und  wenn 
nicht  von  den,  auf  eine  die  Resultante  rechtwinklig  schneidende 
Ebene  projicirten  Kräften  der  Angriffspunct  einer  jeden  der  Mittel- 
punct der  jedesmal  übrigen  ist.  Wird  aber  letztere  Bedingung  er- 
füllt, so  kann  hinwiederum  jede  mit  der  Resultante  parallele  Gerade 
zu  der  in  Rede  stehenden  Axe  genommen  werden. 


Anwendungen  der  Statik  auf  die  Lehre  von 
den  geometrischen  Verwandtschaften. 

[Crelle's  Journal,  1840,  Band  21,  p.  64—73;  p.  156— 176.J 


Unter  den  Aufgaben  der  elementaren  Statik  ist  die  wichtigste 
unstreitig  diejenige,  welche  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
zwischen  Kräften  verlangt,  die  nach  gegebenen  Richtungen  auf  ge- 
gebene Puncte  eines  freibeweglichen  festen  Körpers  wirken:  zwischen 
Kräften  also,  deren  Angriffspuncte  in  unveränderlichen  Entfernungen 
von  einander  stehen.  Diese  Bedingung  für  die  Angriffspuncte  lässt 
sich  auch  dadurch  ausdrücken,  dass  sie  eine  sich  immer  gleich  und 
ähnlich  bleibende  Figur  bilden  sollen ;  und  man  kann  hierdurch  ver- 
anlasst werden,  nach  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zu  fragen, 
wenn  die  Angriffspuncte  nur  dergestalt  mit  einander  verbunden  sind, 
dass  sie  auch  in  jede  andere  der  anfänglichen  bloss  ähnliche  Figur 
gebracht  werden  können. 

Die  hierdurch  sich  bildende  Aufgabe  habe  ich  für  den  Fall,  wenn 
die  Puncte  und  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte  in  einer  Ebene  ent- 
halten sind,  bereits  in  meinem  Lehrbuch  der  Statik*)  zu  lösen  ge- 
sucht. Ich  dachte  mir  nämlich  ein  System  von  Geraden,  welche 
sich  unter  unveränderlichen  Winkeln  in  einem  beweglichen  Puncte 
treffen,  mit  einem  anderen  Systeme  von  derselben  Beschaffenheit 
dei^estalt  verbunden,  dass  eine  Gerade  des  einen  Systems  mit  einer 
Geraden  des  anderen  zusammenfiel  und  längs  derselben  verschiebbar 
war^  und  suchte  nun  die  Bedingungen  des  Gleichgewischtes  zwischen 
Kräften,  welche  ich  auf  die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  Geraden 
des  einen  und  anderen  Systems  wirken  liess;  denn  offenbar  mussten 
diese  Puncte  bei  der  angenommenen  Beweglichkeit  eine  sich  ähnlich 
bleibende  Figur  bilden. 

Es  gibt  aber,  wie  ich  in  meinem  Barycentrischen  Calcul  gezeigt 
habe,  ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  und  der  blossen  Aehn- 
lichkeit  noch  einige  andere  Verwandtschaften,  in  denen  Figuren  zu 
einander  stehen  können,  und  welche  gleichfalls  in  das  Gebiet  der 
niederen  Geometrie  gehören;  namentlich  die  blosse  Gleichheit,  die 
Affinität  und  die  Verwandtschaft  der  Collineation.  Man  kann 
daher  auf  analoge  Weise  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zu  er- 

*)  Zweiter  Theil,  Kap.  III.  (vergL  p.  351  des  vorliegenden  Bandes). 
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forschen  suchen,  wenn  die  Beweglichkeit  der  Angrifispuncte  der  Kräfte 
dadurch  bestimmt  wird,  dass  sie  eine  sich  immer  bloss  gleich,  oder 
affin  y  oder  coUinear  verwandt  bleibende  Figur  bilden  sollen.  Da  je 
zwei  einander  gleiche  und  ähnliche  Figuren  auch  in  jeder  entfernteren 
Verwandtschaft  zu  einander  stehen,  so  werden  die  bekannten  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes,  welche  bei  UnTeränderlichkeit  der  gegen- 
seitigen Entfernungen  der  Angriffspuncte  stattfinden,  auch  bei  jeder 
entfernteren  Verwandtschaft,  an  welche  die  Beweglichkeit  der  An- 
griffspuncte gebunden  wird,  wiederkehren,  zu  ihnen  aber  neue,  von 
der  Natur  der  jedesmaligen  Verwandtschaft  abhängige ,  hinzutreten, 
und  dieses  in  desto  grösserer  Zahl,  je  entfernter  die  Verwandtschaft, 
und  je  grösser  folglich  die  Beweglichkeit  der  Puncte  ist. 

Die  im  Obigen  gedachte  Untersuchung  in  Betreff  sich  ähnh'ch 
bleibender  ebener  Figuren  habe  ich  daher  späterhin  noch  auf  die 
Aehnlichkeit  im  Räume  und  auf  die  entfernteren  Verwandtschaften 
ausgedehnt,  und  dieses  vorzüglich  mit  aus  dem  Grunde,  weil  zu  er- 
warten stand,  auf  diesem  Wege  zu  einigen  neuen  Eigenschaften  der 
Verwandtschaften  selbst  zu  gelangen.  Ich  veröffentliche  jetzt  diese 
Untersuchungen  in  der  Hoffnung,  dass  es  vielleicht  auch  Anderen 
angenehm  sein  dürfte,  die  Gleichgewichtsbedingungen ,  welche  bei 
den  entfernteren  Verwandtschaften  hinzutreten,  und  die  etwaigen  daraus 
gezogenen  geometrischen  Folgerungen  kennen  zu  lernen.  Uebrigens 
habe  ich  mich  hier  stets  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten, als  des  einfachsten  dabei  anzuwendenden  Mittels,  bedient  und 
mit  Hülfe  desselben  die  frühere  Untersuchung  sich  ähnlich  bleiben- 
der Figuren  von  Neuem  angestellt. 


I.  Bedingungen  des  Gleichgemchtes  bei  sich  ähnlich 

bleibenden  Figuren. 

§.1.  In  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Coordinatensysteme  in 
einer  Ebene  seien  a-,  y  und  t^  u  die  Coordinaten  eines  Punctes  der 
Ebene.     Man  hat  alsdann  : 

X  =/  -f-  t  cos  a  —  u  sin  a  , 

y  =:  ff  -\-  i  sin  a  -{-  u  cos  a  , 

wo  f  und  (/  die  Coordinaten  des  Anfangspunctes    des    Systems  der  t 

und  u  in  Bezug  auf  das  System  der  x  und  y  sind,  a  aber  der  Winkel 

der  Axe  der  t  mit  der  Axe  der  x  ist. 

Setzen  %vir  nun,  dass  auf  gleiche  Weise  noch  mehrere  andere 
Puncte  der  Ebene  auf  beide  Coordinatensysteme  bezogen  seien,  Asl^ 
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diese  Puncte  gegen  das  System  der  Axen  t  und  t«  eine  unveränder- 
liche Lage  haben,  dass  aber  dieses  Axensystem  sammt  den  Puncten 
seine  Lage  gegen  das  in  der  Ebene  ruhig  bleibende  System  der 
Axen  X  und  y  beliebig  ändern  könne:  so  sind  in  den  obigen  Glei- 
chungen i  und  u  constant,  dagegen  /,  ^,  a  beliebig  veränderlich, 
und  damit  auch  x  und  y  veränderlich. 

Wir  wollen  jetzt  die  Lage  der  Puncte  gegen  die  Axen  der  t  und 
u  nicht  mehr  constant,  jedoch  nur  dergestalt  veränderlich  annehmen, 
dass  die  von  ihnen  mit  den  Axen  gebildete  Figur  sich  immer  ähnlich 

bleibt.     Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  für  t  und  u  bezü&:lich  —  und  — 

^^         n  n 

zu    schreiben,    wo   n,    ebenso  wie  y)  g  und  a,   von   einem  Puncte. 

zum  anderen  gleich  gross,  aber  mit  der  Zeit  beliebig  veränderlich  ist. 

Hiermit  werden  die   obigen  Gleichungen,    wenn    wir  noch  a  und  h 

für  nf  und  ng  setzen: 


,  .  {nx^^a-^-t  cos  a» —  u  sin  a 


ty  =  J  +  ^  sii^  a  +  «  cos  a  . 
Durch  diese  Gleichungen,  in  denen  nur  t  und  u  constant  sind,  wer- 
den daher  Puncte  (ar,  y)  in  der  Ebene  bestimmt,  die  ihre  Lage  der- 
gestalt auf  jede  Weise  ändern  können,  dass  die  von  ihnen  gebildete 
Figur  sich  immer  ähnlich  bleibt. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  gibt: 
,  .  f  ndx  -(-  xdn  =  da  —  [ny  —  b)  da  , 

^  \ndy  -{-  ydn  =  db  +  [nx  —  a)  da  . 

Wirkt  nun  auf  jeden  Punct  [x,  y)  des  Systems  eine  Kraft  (X,  Y), 
d.  h.  eine  Kraft,  welche,  nach  den  Axen  der  ar,  y  zerlegt,  die  Kräfte 
X  und  Y  gibt,  so  hat  man  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten als  Bedingung  des  Gleichgewichtes  zwischen  allen 
Kräften  die  Gleichung  2[Xdx  +  Ydy)  =  0,  und  wenn  man  darin 
für  dx  und  dy  ihre  Werthe  aus  (2)  substituirt: 

{da  +  bda)  2X  -f-  {db  —  ada]  2Y+nda  2{Yx  —  Xy) 

—  dn2(Xx+  Yy)  =  0  . 

Da  aber  die  Differentiale  da,  db^  da  und  dn  von  einander  ganz 
unabhängig  sind,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in  folgende  vier  einzelne : 

IX  =  0;    2Y=0,    2{Yx—Xy)  =  0  ,     2{Xx+Yy)  =  0. 

Die  drei  ersten  derselben  sind  die  bekannten  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes, wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Angriffspuncte  der  Kräfte 
unveränderlich  ist.  Die  vierte  kommt  wegen  der  gemachten  Voraus- 
setzung hinzu,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte  zwar  veränder- 
lich sein  soll,  jedoch  nur  so,  dass  die  von  ihnen  gebildete  Figur  sich 
immer  ähnlich  bleibt. 
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§.  2.  Zusatz,  \aurh  dem  §.  122  meines  Lehrbaches  der  Statä 
ergeben  sich  diese  vier  Gleichungen  als  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes zwischen  Kräften,  welche  auf  Puncte  in  einer  Ebene  wir- 
ken, auch  in  dem  Falle,  wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte 
unveränderlich  ist  und  wenn  das  Gleichgewicht  nicht  bloss  bei  einer 
bestimmten  Lage  des  Systems  der  Puncte  in  der  Ebene  stattfindet, 
sondern  auch  noch  bei  jeder  beliebigen  Drehung  in  der  Ebene, 
während  die  Kräfte  mit  paraUel  bleibenden  Bichtungen  und  un- 
veränderten Intensitäten  auf  dieselben  Puncte  zu  wirken  fortfidiren. 
noch  besteht.  Hiemach  kann  man  folgende  zwei  Sätze  ^ebend.  §§.  235 
und  236^   au&tellen : 

Sind  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene  dergestalt  beweglich,  dost 
die  ton  ihnen  gebildete  Figur  eich  immer  ähnlich  bleibt,  und  halten 
eich  Kräfte j  welche  auf  sie  in  der  Ebene  wirken,  das  Gleichgewicht, 
so  herrscht  auch  noch  Gleichgewicht  bei  Jeder  anderen  Lage,  welche 
man  den  Puncten  zufolge  ihrer  Beweglichkeit  geben  kann,  wenn  nur 
die  Kräfte  ihren  anfänglichen  Richtungen  parallel  bleiben ; 
und  umgekehrt: 

Sind  Kräfte,  u>elche  auf  fest  miteinander  verbundene  Puncte  in 
einer  Ebene  wirken,  im  Gleichgewichte,  und  dauert  dasselbe  noch  fort^ 
wenn  das  System  der  Puncte  in  seiner  Ebene  beliebig  verschoben  wird, 
die  Kräfte  aber  parallel  mit  ihren  anfanglichen  Eichtungen  fortwirketi. 
so  unrd  das  Gleichgewicht  auch  nicht  unterbrochen,  wenn  man  den 
Puncten  eine  solche  gegenseitige  Beweglichkeit  noch  beilegt,  bei  welcher 
die  von  ihnen  gebildete  Figur  sich  immer  ähnlich  bleibt. 

§.  3.  Um  von  dieser  Theorie  eine  Anwendung  auf  die  ein- 
fachsten Fälle  zu  machen,  wollen  wir  zuerst  setzen,  das  System  be- 
stehe nur  aus  zwei  Puncten  (x^  y)  und  (x^,  y,\  auf  welche  resp.  die 
Kräfte  (X.  Y)  und  (X, ,  Y^)  wirken.  Die  vier  Bedingungen  def 
Gleichgewichtes  sind  alsdann : 

X  +  A\  =  0  ,       y  +  y,  =  0  ,       Yx—Xy+  Y,x,  —  X.y,  =  0  . 

Xx  +  Yy  4-  X,x,  +  y,y^  =  0  . 

Die  Elimination  von  X^  und  y,  aus  diesen  Gleichungen  gibt: 

Y(x  -  X,)  —  X(y  —  yj  =  0  ,        X(x  —  X,)  +  Yiy  —  y J  =  0  : 

und  wenn  wir  hieraus  noch  X  und  Y  wegschaffen: 

(^  -  ^,)*  +  (y  -  yj*  =  0  , 

folglich  x^  =  X  und  y^'=  y\  d.  h.  die  beiden  Angriffspuncte  müssen 
zusammenfallen.  Auch  folgt  dieses  schon  aus  der  Natur  der  Sache 
selbst.   Denn  ein  System  von  zwei  nicht  zusammenfallenden  Puncten 
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bleibt  bei  jeder  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Lage  sich  ähnlich. 
Zwei  Kräfte  aber,  angebracht  an  zwei  Puncten,  deren  gegenseitige 
Lage  beliebig  veränderlich  ist,  können  nicht  im  Gleichgewichte  sein. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  zu  den  zwei  Puncten  ein  dritter 
(^«>  y»)^  getrieben  von  der  Kraft  (X^,  Y^)  hinzukommt.  Die  vier 
Gleichungsbedingungen  sind  in  diesem  Falle: 

(  X  +  X,  +  X,  =  0  ,      r+  r*  +  y,  =  0  , 

(3)    }  Yx  -  Xy  +  Y,x,  -  X,y,  +  Y,x,  -  X,y,  =  0  , 
\Xx+Yy+  X,x,  +  Y,y,  +  X^x^  +  Y^y^  =  0   . 

Man  multiplicire  von  diesen  Gleichungen  die  erste,  zweite  und 
vierte  resp.  mit  — /j  —  ff  und  1,  addire  sie  hierauf  und  setze  zur 
Bestimmung  von  /  und  ff : 

SO  ist  auch 

(5)  X,(x,-/)+r.(y,-i^)  =  0  . 

Betrachtet  man  /,  ff  nun  als  die  Coordinaten  eines  Punctes  und  be- 
zeichnet die  Puncte  {x,  y),  (x^,  yj,  (ar,  y^),  (/,  ff)  mit  A,  A^y  A^,  i^und 
die  drei  Kräfte  (X,  Y),  (X,,r,),  (X,,  YJ  mit  P,  P„  P„  so  sind  nach  (4) 
die  Linien  FA  und  FA^  resp.  auf  P  und  Pj  rechtwinklig,  d.  h.  F 
ist  der  Durchschnitt  der  auf  P  und  P^  in  A  und  A^  errichteten 
Perpendikel.  Den  so  bestimmten  Punct  F  muss  aber  nach  (5)  auch 
das  auf  P,  in  A^  errichtete  Perpendikel  treffen,  und  die  Bedingung 
wegen  der  dauernden  Aehnlichkeit  besteht  hiernach  darin,  dass  sich 
die  drei  auf  den  Kräften  in  ihren  Angriffspuncten  errichteten  Per- 
pendikel in  einem  Puncte  F  schneiden. 

Noch  anders  kann  diese  Bedingung  ausgedrückt  werden,  wenn 
man  sich  erinnert,  dass  die  Richtungen  dreier  sich  das  Gleichgewicht 
haltender  Kräfte  sich  in  einem  Puncte  begegnen  (eine  Eigenschaft, 
welche  auch  unmittelbar  aus  den  drei  ersten  der  obigen  vier  Glei- 
chungen (3)  hergeleitet  werden  kann).  Ist  nun  K  dieser  gemein- 
schaftliche Punct  der  Richtungen  von  P,  P^,  P^,  so  sind  dem  Vo- 
rigen zufolge  FAKj  FA^K,  FA^K  rechte  Winkel  und  K  liegt 
folglich  mit  A,  A^^  A^  in  einem  Kreise. 

Sollen  demnach  in  einer  Ebene  drei  Kräfte  an  drei  Puncten^ 
welche  ein  sich  ähnlich  bleibendes  Dreieck  zu  bilden  ffenöthifft  sindj  im 
Gleich  ff  emchte  sein^  so  mussy  nächst  deti  Bedinffungen  des  Gleich- 
gewichtes  für  den  Fall,  wenn  die  Puncte  in  unabänderlicher  Entfemunff 
von  einander  sind,  auch  noch  die  erfüllt  werden,  dass  die  drei  Puncte 
mit  demjeniffen,  in  welchem  sich  die  Richtunffen  de7'  drei  Kräfte 
schneiden,  in  einem  Kreise  lieffen. 
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Eine  leichte  Folgerung  hieraus  ist,  dass  die  Winkel,  welche  die 
Kräfte  mit  einander  bilden,  den  Supplementen  der  Winkel  des 
Dreiecks  AA^A^  gleich  sind,  nämlich  der  Winkel  der  Kräfte  an  A^ 
und  A^  gleich  180°  —  A^AA^^  etc.  und  dass  deshalb,  und  weil  beim 
Gleichgewichte  zwischen  drei  Kräften  jede  Kraft  dem  Sinus  des  von 
den  beiden  anderen  Kräften  gebildeten  Winkels  proportional  ist,  die 
Kräfte  sich  wie  die  ihren  Angriffspuncten  -4,  A^^  A^  gegenüber 
liegenden  Seiten  des  Dreiecks  AA^A^  verhalten. 

Man  bemerke  hierbei  noch,  wie  von  dem  Umstände,  dass  der 
gegenseitige  Durchschnitt  der  drei  Kräfte  mit  ihren  Angriffspuncten 
in  einem  Kreise  liegt,  die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  bei  der 
Drehung  des  Dreiecks  AA^A^  in  seiner  Ebene  eine  unmittelbare 
Folge  ist.  Ob  nämlich  das  Dreieck  gedreht  wird,  während  jede 
Kraft  ihrer  anfänglichen  Sichtung  parallel  bleibt,  oder  ob  das  Drei- 
eck in  Ruhe  bleibt  und  jede  Kraft  um  einen  gleich  grossen  Winkel 
um  ihren  Anfangspunct  gedreht  wird,  kommt  hier,  wo  es  sich  nur 
um  die  gegenseitige  Lage  handelt,  offenbar  auf  dasselbe  hinaus. 
Wenn  aber  drei  von  A,  A^ ,  A^  ausgehende  Geraden  um  diese 
Puncte  um  gleich  grosse  Winkel  gedreht  werden,  so  rücken  ihre 
Durchschnitte  mit  dem  durch  A,  A^^  A^  zu.  beschreibenden  Kreise 
um  gleich  grosse  Bogen  fort.  Wenn  folglich  diese  drei  Geraden 
sich  Anfangs  in  einem  Puncte  K  des  Kreises  schnitten,  so  wird 
dieses  auch  nach  der  Drehung  noch  der  Fall  sein;    folglich  u.  s.  w. 

§.  4.  Die  im  Vorigen  für  eine  Ebene  angestellten  Unter- 
suchungen wollen  wir  jetzt  auf  den  Raum  ausdehnen.  Seien  daher 
bei  einem  System  von  Puncten  im  Räume  die  Coordinaten  eineiJ 
derselben  in  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Axensysteme  ar,  y,  z  und 
tj  w,  i'y  so  kann  man  setzen: 

X  =f  -[-  a  ^  -f-  ö'^^  +  «"^  j 

WO  a  =  cos  x^^tj  a'  =  cos  x'^Uy  etc.  und  fy  g,  h  die  Coordinaten  des 
Anfangspunctes  des  Systems  der  /,  w,  r  in  Bezug  auf  das  System 
der  Xy  y,  z  sind. 

Hieraus  lässt  sich,  wie  im  Obigen,  weiter  folgern,  dass,  wenn  man 

Inx  =^  a  -{-  at  -\-  au  +  «"c  , 
ny=h  +  ßt  +  ß'u  +  ß^'t  y 
nz  =  c  -{-  yt  +  y'u  '\'  y"v 

setzt  und  dabei  ty  w,  v  constant,  w,  a,  J,  c  aber  und  a,  //,  /',  wovon 
die  übrigen  a',  a",  /^,  .  .  .   auf  bekannte  Weise  abhängen,   verändcr- 
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lieh  annimmt:  dass  dann  das  System  der  Puncte,  zu  welchem  Xj  y,  z 
gehört,  bei  beliebiger  Aenderung  von  »,  a,  J,  c,  a,  ß\  y"  seine  Lage 
sowohl  als  Grösse  beliebig  ändert,  sich  dabei  aber  stets  ähnlich  bleibt. 
Ist  nun  (X,  y,  Z)  die  auf  den  Punct  [x^  y,  z)  wirkende  Kraft, 
und  soll  zwischen  ihr  und  den  an  den  übrigen  Puncten  des  Systems 
angebrachten  Ejräften  Gleichgewicht  herrschen,  so  muss  bei  allen 
Verrückungen,  deren  das  System  fähig  ist, 

^[Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  0 

sein.     Es  findet  sich  aber,   wenn  man  hierin  für  dx,   dy,   dz  ihre 
aus  der  Differentiation  von  (1)  fliessenden  Werthe  setzt: 

(2)     2{Xx  +  Yy  +  Zz)dn  —  2X(da  +  tda  +  uda'  +  vda") 

—  2Y(db  +  tdß  +  udß'  +  vdß")  —  2Z(dc  +  ldy  +  udy'  +  vdy")  =  0. 

Da  das  Differential  dn  von  den  übrigen  hierin  vorkommenden 
Differentialen  unabhängig  ist,  so  ergibt  sich,  als  erste  Bedingung  des 
Gleichgewichtes : 

2{Xx  +  Yy  +  Zz)=0  . 

Um  die  übrigen  Bedingungsgleichungen  zu  erhalten,  hat  man 
in  dem  übrigen  Theile  der  Gleichung  (2)  die  Coordinaten  t,  w,  v  mit- 
telst [1]  durch  Xj  y,  z  auszudrücken  und  dann  noch  die  neun  Diffe- 
rentiale da,  da\  ...,  dy"  auf  drei  von  einander  unabhängige  zu 
reduciren.  Ohne  aber  diese  etwas  weitläufige  Rechnung  anzustellen, 
sieht  man  schon  im  Voraus,  dass  die  auf  solche  Weise  zu  erhalten- 
den Bedingungsgleichungen  keine  anderen  als  die  bekannten  sechs 
sein  können,  welche  stattfinden  müssen,  wenn  die  gegenseitige  Lage 
der  Angriffspuncte  unveränderlich  ist.  Denn  da  der  übrige  Theil 
der  Gleichung  (2)  von  n  unabhängig  ist,  so  müssen  die  aus  ihm  zu 
folgernden  Gleichungen  einerlei  sein  mit  denen,  welche  man  erhält, 
wenn  man  n  constant  setzt.  Ist  aber  n  constant,  so  bleibt  sich  das 
System  der  Puncte  {Xj  y,  z)  nicht  bloss  ähnlich,  sondern  auch  gleich ; 
folglich  u.  s.  w. 

Der  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  an  einem  sich 
ähnlich  bleibenden  Systeme  von  Puncten  im  Räume  gibt  es  dem- 
nach in  Allem  sieben:  nämlich  die  bekannten  sechs 

^X  =  0  ,  2Y=0  ,  SZ=0  , 

I(Yz  —  Zy)  =  0  ,      I{Zx  —Xz)  =  0  ,      2{Xy  —  Yx)  =  0  , 
und  die  vorhin  zuerst  gefundene: 

2{Xx-{-  Yy  +  Zz)  =0  . 

§.  5.  Zusätze,  a)  Bezeichnet  A  den  Punct  [x,  y,  z)  des 
Systems,    P  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  (X,   Y,  Z],  und  0  den  An- 
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fangspunct  der  Coordinaten,  so  ist  der  summatorische  Ausdruck 
2{Xx  +  Yy  +  Zz)  =SOA.P.  cos  OA'^P  ; 

er  ist  folglich  unabhängig  von  dem  durch  O  gelegten  Systeme  der 
Coordinatenaxen ^  was  auch  für. Kräfte  P  auf  die  Puncte  A  wirken 
mögen.  Gegenwärtig  aber,  wo  zugleich  2X  =  Oy  J^y=0,  2Z  =  0 
sein  soll;  ist  jener  Ausdruck  auch  von  dem  Anfangspuncte  der 
Coordinaten  unabhängig.  Denn  für  einen  neuen  Anfangspunct, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  alten  gleich  a,  b,  c  sind,  wird 
der  Ausdruck  gleich 

2[X[x  -  a)  +  Y[y  -  b]  +  Z(z  —  c)]  ; 

und  dieser  ist  von  dem  vorigen  Ausdrucke  ^[Xx  +  Yy  +  Zz)  um 
a  ,'2X  -{-  b  .1Y  -^  c  ,  3Z,  das  heisst  um  nichts  verschieden. 

Die  specielle  Bedingung,  unter  welcher  Kräfte  an  einem  Systeme 
von  Puncten,  welches  sich  immer  ähnlich  bleiben  soll,  im  Gleich- 
gewichte sind,  kann  hiemach  folgendergestalt  ausgedrückt  werden: 

Wählt  man  beliebig  einen  Punct  (0)  und  multiplicirt  jede  Kraft 
[P]  in  den  Abstand  OA  .  cos  OA^P  ihres  Angriffspunctes  [Ä)  von  einer 
durch  den  erster en  Punct  (0)  perpendiculär  auf  die  Richtung  der 
Kraft  gelegten  Ebene,  so  muss  die  Summe  dieser  Producta  Null  sein, 

b)  Sind  sämmtliche  Kräfte  mit  einander  parallel,  und  nimmt 
man  mit  ihnen  die  Axe  der  z  parallel  an,  so  werden  X  und  1"  Null, 
und  die  obigen  sieben  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich  auf 
folgende  vier: 

:EZ=0,        2Zx  =  0  /       2Zy  =  0,        :^Zz  =  0: 

d.  h.  der  Angriffspunct  jeder  Kraft  ist  der  Mittelpunct  der  jedesmal 
übrigen. 

Denn  sind  ausser  Z  die  übrigen  Kräfte  Z^ ,  Z, ,  ...  und  (j-, ,  y^ ,  r,), 
(a-, ,  y^,  -4),  ...  ihre  Angriffspuncte ,  so  kann  man  stJitt  der  letzten 
vier  Gleichungen  auch  schreiben: 

Z+2Z,  =  0  ,         Zx  +  IZ,x,  =  0  ,         Zy  +  ^Z,y,  =  0  , 

Zz  +  ^Z^z^  =0   . 
Hieraus  folgt: 

^_^^.  „--^«y«  z-l^i^ 

^/j^  -^A  -*"^i 

Die  so  bestimmten  Werthe  von  x,  y,  z  sind  aber  die  Coordi- 
naten des  Mittelpunctes  der  Kräfte  Z^,  Z, ,  ...   . 

c)  Liegen  daher  die  Angriffspuncte  aller  parallelen  Kräfte,  bis 
auf  einen,  in  einer  Ebene,  so  muss  auch  der  letztere  in  dieser  Ebene 
enthalten   sein,    wenn    das   System  unter  der  Bedingung  bleibender 
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Aehnlichkeit  im  Gleichgewichte  verharren  soll.  Denn  der  Mittel- 
piinct  eines  Systems  paralleler  Kräfte,  deren  Angriffspuncte  in  einer 
Ebene  liegen,  ist  gleichfalls  in  dieser  Ebene  begriffen. 

IJebrigens  sieht  man  von  selbst,  wie  die  jetzt  gemachten 
Schlüsse  mit  gehöriger  Modification  auf  den  früher  behandelten  Fall 
anwendbar  sind,  wo  die  Puncte  und  die  auf  sie  wirkenden  Kräfte 
in  einer  und  derselben  Eberie  enthalten  waren. 

§.6.  Eine  besondere  Betrachtung  wollen  wir  noch  dem  ein- 
fachen Falle  widmen,  wenn  das  System  aus  vier  Kräften  P,  P^j  P^j  P, 
besteht,  welche  auf  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Puncte 
Aj  A^y  A^y  A^  wirken.  Durch  einen  beliebigen  fünften  Punct  O 
lege  man  vier  Ebenen  perpendiculär  auf  die  Sichtungen  von 
P,  P^y  Pj,  P,  und  nenne  Z>,  Z)^,  2>,,  D,  die  Durchschnitte  dieser 
Ebenen  mit  den  Richtungen  von  P,  P^,  P,,  P,.  Alsdann  ist  nach 
§.  5,  a  die  specielle  Bedingung  des  Gleichgewichtes,  welche  bei 
der  Annahme  dauernder  Aehnlichkeit  des  Systems  der  Angriffspuncte 
erfüllt  werden  muss: 

Man  wähle  nun  zum  Puncte  O  denjenigen,  in  welchem  sich 
drei  auf  P,  P^ ,  P,  resp.  in  -4,  -4^ ,  A^  perpendiculär  gelegte  Ebenen 
schneiden,  so  sind  DA^  X)^-4^,  D^A^  einzeln  Null.  Zufolge  der 
Bedingungsgleichung  muss  daher  bei  dem  also  bestimmten  0  auch 
D^A^  gleich  Null  sein,  d.  h.  die  durch  0  perpendiculär  auf  P,  ge- 
setzte Ebene  muss  P,  in  A^  treffen,  und  wir  schliessen  hieraus: 

Sind  vier  Puncte  im  Räume  dergestalt  heweglichj  dass  die  von 
ihnen  gebildete  Figur  sich  immer  ähnlich  bleibt  ^  und  sollen  vier  auf 
sie  toirkende  Kräfte  sich  das  Gleichgetoicht  halten,  so  muss  ausser  den 
zum  Gleichgevnchte  nöthigen  Erfordernissen ,  wenn  die  Puncte /est  mit 
einander  verbunden  sind,  auch  noch  die  Bedingung  erfiült  werden^  dass 
die  vier  Ebenen,  welche  durch  die  vier  Puncte,  jede  perpendiculär  auf 
der  Richtung  der  den  Punct  treibenden  Kraft,  gelegt  werden,  sich  in 
einem  Puncte  (0)  schneiden. 

Zum  Gleichgewichte  zwischen  vier  Kräften,  deren  Angriffspuncte 
fest  mit  einander  verbunden  sind,  ist  unter  anderen  erforderlich,  dass 
jede  Gerade,  welche  die  Richtungen  dreier  der  vier  Kräfte  schneidet, 
auch  der  Richtung  der  vierten  begegnet  (Lehrbuch  der  Statik,  §.  99,  a). 
Wenn  daher  drei  Richtungen,  welche  nicht  in  einer  Ebene  enthalten 
sind,  sich  in  einem  Puncte  K  schneiden,  so  muss  auch  die  vierte 
Richtung  den  Punct  K  treffen.  Bei  dieser  speciellen  Lage  der  Rich- 
tungen   lässt    sich    die    besondere    Bedingung    des    Gleichgewichtes, 
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wegen  der  Aehnlichkeit.  auf  analoge  Weise  als  wie  oben  beim 
Gleichgewichte  zwischen  drei  Kräften  ausdrucken.  Es  müssen  näm- 
Uch  die  vier  Winkel  OAK,  OA,K,  OA^K,  OA^K  rechte  Winkel 
sein,  d.  h.  Es  muss  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  vier  Rich- 
tungen in  der  durch  die  zier  Angriffspuncte  zu  beschreibenden  Kugel-- 
ßäche  liegen. 


n.  Vom  Gleichgewichte  bei  sich  gleichbleibenden  Figuren. 

§.  7.  Zwei  Systeme  von  Puncten  in  Ebenen  heissen  einander 
gleich,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein  Punct  des  anderen 
auf  eine  solche  Weise  entspricht,  dass  je  zwei  geradlinige  Figuren, 
deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind,  einerlei  Flächeninhalt 
haben. 

Soll  hiemach  zu  dem  Systeme  von  Puncten  F^  G^  H,  A,  A^,... 
in  der  einen  Ebene  ein  entsprechendes  F',  G\  JT,  A\  A^' ,  ... 
in  der  anderen  construirt  werden,  so  nehme  man  F'  und  G'  ganz 
willkürlich  und  H'  von  F  G'  in  solchem  Abstände,  dass  das  Drei- 
eck FG'H'  mit  FGH  gleichen  Inhalt  hat.  Der  dem  A  ent- 
sprechende Punct  A'  wird  hierauf  dadurch  bestimmt,  dass  die  Drei- 
ecke A'F'G'  und  A'G'H  resp.  den  Dreiecken  AFG  \md.AGH  dem 
Inhalte  nach  gleich  werden.  Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  der  dem 
A^  entsprechen  sollende  Punct  A^'  finden  u.  s.  w. ,  und  es  werden 
alsdann  ausser  den  einander  gleich  gemachten  Dreiecken  auch  je 
zwei  andere,  deren  Ecken  sich  entsprechende  Puncte  sind,  gleichen 
Inhalt  haben,   und   mithin   die  beiden  Figuren  einander  gleich  sein. 

Um  dieses  zu  zeigen,  beziehe  man  in  jeder  der  beiden  Ebenen 
die  Puncte  derselben  auf  zwei  in  ihr  beliebig  gezogene,  sich  unter 
rechten  Winkeln  schneidende  Axen  und  bezeichne  hiemach  die 
Coordinaten  von  A  mit  z,  y\  die  von  A'  mit  t,  u.  Die  Bedingung 
dass  die  Dreiecke  AFG  und  A'FG'  gleichen  Inhalt  haben  sollen, 
führt  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

a  +  /Ja;  -}-  yy  4-  5^  -}-  €w  =  0  , 

deren  Coefficienten  a,  /?,  y,  <J,  €  Functionen  der  Coordinaten  von 
F,  Gr,  F\  &  sind.  Eine  ebenso  geformte  Gleichung  mit  Coefficienten. 
welche  Functionen  der  Coordinaten  von  Cr,  H,  G\  H'  sind,  erhält^ 
man  aus  der  Gleichheit   der  Dreiecke  AGH  und  AG'H'.     Elimi- 
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nirt  man  aus  diesen  zwei  Gleichungen  das  einemal  y,  das  andere- 
mal  X,  so  kommen  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

f  x  =  at'{'hu+f  , 

<*J  \y  =  aU+Vu+f  , 

deren  Coefficienten  a,  i,/",  a',  h\f'  von  den  Coordinaten  von  F,  G,  H, 
F',  G\  H'  abhängen,  und  zwischen  welchen  wegen  der  Gleichheit 
der  Dreiecke  FGH  und  FG'H'  noch  eine  gewisse  Relation  statt- 
linden muss. 

Sind  nun  a?^,  y^\  ar, ,  y,;  /j,  u^\  <,,  t/,  resp.  die  Coordinaten  der 
Puncte  A^j  A^  und  der  ihnen  entsprechenden  -4/,  -4/,  so  hat  man 
auf  gleiche  Weise 

y,  =  a't,  +  i'tt,  +/'  ,         y,  =  a'^,  +  b\  +/'  . 
Substituirt  man  diese  Werthe  von  x,  y,  x^,  y^J  ar, ,  y^  in 

^(yi  —  y*)  +  «1  (y«  —  y)  +  ^i(y  —  yi)  » 

als  dem  Ausdrucke  für  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  AA^A^^ 
80  kommt  nach  gehöriger  Reduction: 

^iVi  —  y%)  +  ^K  ivt  —  y)  +  ^«  (y  —  Vi) 

=  [aV  —  a'b)  {t{u,  —  «,)  +  t^{u,  —  u)  +  t^(u  —  u,)]  , 

AA,A^  =  (ab'  —  a'b)A'A,'A^'. 

Indem  man  daher  jedem  Puncte  {t,  u)  der  einen  Ebene  nach 
dem  durch  die  Gleichungen  (1)  ausgedrückten  Gesetze  einen  Punct 
x^  y)  in  der  anderen  entsprechen  lässt,  werden  je  zwei  einander 
entsprechende  Dreiecke  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen; 
und  wenn  man  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (1)  noch 
die  Relation 

(2)  ab'  — a'b  =1 

festsetzt,  so  werden  je  zwei  einander  entsprechende  Figuren  einan- 
der gleich  sein. 

Die  Puncte  (tj  u)  einer  Ebene  als  gegeben  angenommen,  wird 
man  demnach  irgend  ein  diesem  Systeme  von  Puncten  gleiches 
System  von  Puncten  [x^  y)  erhalten,  wenn  man  letztere  aus  ersteren 
mittelst  der  Gleichungen  (1)  bestimmt  und  dabei  den  Coefficienten 
a,  bj  f,  a',  J',  f  mit  Berücksichtigung  der  Relation  (2)  beliebige 
constante  Werthe  beilegt;  oder  mit  anderen  Worten:  nimmt  man  die 
Coordinaten  der  Puncte  (t,  ü)  constant  an,  und  die  Coefficienten 
ö,  b,  f,'  a'j  b\  f  von  einem  dieser  Puncte  zum  anderen  in  einem 
und  demselben  Zeitpuncte  ebenfalls  constant,  aber  von  einem  Zeit- 
puncte    zum  anderen  beliebig  veränderlich,    nur  dass  die  Function 

35* 
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aV  —  a'b  =  1  bleibt,  oder  doch  einen  constanten  Werth  behält,  so 
sind  die  durch  die  Gleichungen  (\,  bestimmten  Pimcte  :>,  y)  auf 
jede  beliebige  Weise  so  beweglich,  dass  die  von  ihnen  gebildete  Fi- 
gur sich  immer  gleich  bleibt. 

§.  8.  Wir  wollen  nun  auf  die  solchergestalt  in  einer  Ebene 
beweglichen  Puncte  (x,  y)  Kräfte  (X,  Y)  wirken  lassen,  deren  Rich- 
tungen in  derselben  Ebene  begriffen  sind,  und  wollen  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  zwischen  denselben  untersuchen.  Diese  Be- 
dingungen ergeben  sich  sofort  durch  Entwickelung  der  Gleichung 
^(Xdx  +  Ydy]  =  0,  wenn  man  darin  für  dx  und  dy  ihre  aus  der 
Differentiation  von  (1)  folgenden  Werthe  setzt,  bei  dieser  Differen- 
tiation aber  t  und  u  constant  und  a ,  . . . ,  /^  dergestalt  veränderlich 
nimmt,  dass  aV  —  a'b  constant  bleibt.     Dies  gibt: 

dx  =  d/  -f-  tda  4-  udb   , 

dy  =  df  +  tda'  +  udb'  , 

oder,  weil  aus  (1)  in  Verbindung  mit  (2) 

t=b'{x-f)-b{y-f) 

u  =  a{y-f)-a'{x-f) 
folgt: 

dx  =  df  —  (x  —f)  [a'db  —  b'da)  +  [y  —f)  [adb  —bda)  , 

dy  =  df—  [x  —f)  [a'dV  —  b'da')  +  (y  — /)  [adV  —  bda')  ; 

und  wenn  man  noch  wegen  (2): 

adb'  —  bda'  =  a'db  —  b'da  =  dp 

und  überdies 

adb  —  bda  =  dq  ,         a' db'  —  b'da'  =  dq' 

setzt ' 

dx  =  df—  {X  —f)  dp  +  (y  — /)  dq  , 

dy  =  df-  (X  -f)  dq'  +  [y  -/')  dp  , 

wo  dfy  df ,  dp,  dqj  dq'  fünf  von  einander  unabhängige  Differentiale 
sind.     Hiermit  wird: 

2{Xdx  +  Ydy)  =  {df+fdp  —fdq)  :i  X  +  [df  —fdp  +fdq[)  Z  Y 
—  dp.  2  [Xx  —Yy)-\'dq,:^Xy  —  dq'  ,:^Yx  , 

woraus,  wegen  der  Unabhängigkeit  zwischen  den  Differentialen 
(//,  df  dp,  dq,  dq  ,  folgende  fünf  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
fliessen : 

2[Xx  —  Yy)  =  0  . 
Wie  gehörig,  sind  hierunter  die  drei  Bedingungen  mit  begriffen, 
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wenn  die  gegenseitigen  I^ntfemungen  der  Angriffspuncte  unveränderlich 
sind,  die  Bedingungen  nämlich:  2X  =  0,2  Y=  0,  2[Xy  —  Yx)  =  0. 
Ausserdem  aber  müssen  noch  die  zwei  Bedingungen  2  Xy  =  Oj  oder 
2Yx  =  0  und  2{Xx—  Yy)  =  0  erfüllt  werden. 

Femer  sieht  man  schon  im  Voraus,  dass  die  fünf  erhaltenen 
Gleichungen  unabhängig  von  der  Lage  der  Coordinaten-Axen  sein 
müssen.  Dies  bestätigt  sich  auch  leicht  durch  Rechnung.  Denn 
gehen  x,  y,  X,  Y  für  ein  anderes  Axensystem  über  in  x'j  y',  X',  Y', 
und  macht  die  Axe  der  x'  mit  der  Axe  der  x  einen  Winkel  a,  so 
hat  man,  bei  unverändert  bleibendem  Anfangspuncte : 

x'  =       X  cos  a  +  y  sin  a  ,         X'  =       X  cos  a  -j-  Y  sin  a  , 
y'  =  —  a:  sin  a  +  y  cos  a,         Y'  =  —  Xsina+Y  cos  a  ; 
woraus  folgt: 

2  Xy  =  —  sin  a  .  cos  a .  -2(X  ar  —  Yy)  +  cos  a* .  :^  Xy  —  sin  a* .  ^  Yi  , 
2  Yx'  =  —  sin  a  .  cos  a .  2[Xx  —  Yy)  —  sin  a* .  2  Xy  +  cos  a* .  2Yx  , 

2[X'x'  —  Yy')  =  cos  2  a  .  2[Xx  —  Yy)  +  sin  2  a  .  (^Xy  +  :?  Yx)  . 

Vermöge  der  drei  letzten  unter  den  fünf  Bedingungsgleichungen  sind 
daher  auch 

2  X'y'  =  0  ,        2  YV  =  0  ,        2{X'x'  —  Y'y')  =  0  . 

Dass  endlich  auch  ^X'  =  0  und  2Y  =  0  und  dass  die  Verände- 
rung des  Anfangspunctes  der  Coordinaten  an  der  Form  der  Bedin* 
gungsgleichungen  nichts  ändert,  bedarf  keiner  Erörterung. 

§.  9.  Das  einfachste  Beispiel,  auf  welches  wir  die  jetzt  vorge- 
tragene Theorie  anwenden  können,  ist  ein  System  von  drei  Puncten, 
da  bei  nur  zwei  Puncten  von  Gleichheit  der  Figuren  in  der  hier 
festgesetzten  Bedeutung  des  Wortes  noch  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Bei  drei  Puncten  werden  die  fünf  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes : 

X  +  X,  +  X,  =  0  ,  r+  r»  +  y,  =  0 , 

Xy  +  X,y,  4- X,y,  =  0  ,  Yx  +  Y^x,  +  Y^z,  =  0  , 

Xx—Yu+  X,x,  -Y,y,  +  X,«,  —  Y^y^  =  0  . 

Aus  diesen  Gleichungen  mittelst  der  zwei  ersten  X,  und  Y, 
eliminirt,  erhält  man: 

X(y  -  y,)  +  X.  (y,  -  y,)  =  0  ,  Y(x  -a:,)  +  Y,  {x,  -  a:,)  =  0  , 

X{x-x^)  -  Yin-y,)  +  X,{x,-x;,  -  Y,{y,-y,)  =  0  ; 

und  wenn  man  hieraus  noch  X^  und  Y^  wegschafft: 

X(ar,-ar,)4-r{y.-y,)  =  0  , 

eine  Gleichung,  welche  zu  erkennen  gibt,  dass  die  Richtung  der  am 
Puncto  [x,  y)  angebrachten  Kraft  (X,   Y)  auf  der  Geraden,  welche 
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die  beiden  anderen  Puncte  {x^,  y^]  und  {x^.  yj  Terbindet.  perpen- 
dic)ilär  sein  muss.  Da  non  dasselbe  auf  analere  Weise  auch  fiir 
jede  der  beiden  anderen  Kräfte  gelten  muss,  so  schliessen  wir  Fol- 
gendes : 

Sind  drei  Puncte  in  einer  Ebene  dergestalt  betceglicAy  dass  der 
Inhalt  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks  immer  derselbe  bleibt^  und 
sollen  drei  auf  sie  in  der  Ebene  wirkende  Kräfte  sich  das  Gleichge- 
wicht halten  j  so  muss  ausser  den  Bedingungen,  welche  nöthig  sindy 
wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte  unveränderlich  ist,  auch  noch 
die  erfüllt  werden,  dass  jede  Kraft  die  ihrem  Angriffspuncte  gegen-- 
überliegende  Seite  des  Dreiecks  rechtwinklig  schneidet. 

§.10.  Zusätze,  a)  Da  drei  sich  das  Gleichgewicht  haltende 
Kräfte  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so  folgt  hieraus  der  bekannte 
Satz,  dass  die  drei  von  den  Ecken  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten 
eines  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  sich  in  einem  Puncte  treffen. 

b)  Die  Nothwendigkeit  der  Bedingung,  dass  jede  ELraft  auf  der 
ihrem  Angrifispuncte  gegenüberliegenden  Seite  des  Dreiecks  normal 
ist,  lässt  sich  auch  folgendergestalt  ohne  alle  Rechnung  darthun. 
Nennen  wir  A,  B,  C  die  drei  Puncte  und  P,  Q,  R  die  an  ihnen 
sich  das  Gleichgewicht  haltenden  Kräfte.  Man  lasse  zwei  der  Puncte^ 
etwa  B  und  C,  unbeweglich  werden.  Hierdurch  wird  das  Toraus- 
gesetzte  Gleichgewicht  nicht  gestört,  die  Kräfte  Q  und  R  verlieren 
ihre  Wirkung,  und  die  Kraft  P  muss  so  beschaffen  sein,  dass  sie 
ihren  allein  noch  beweglichen  Angriffspunct  A  nicht  in  Bewegung 
setzen  kann.  Da  aber  das  Dreieck  ABC  sich  immer  gleich  bleiben 
soll,  und  B  und  C  jetzt  fest  sind,  so  ist  ^  in  einer  Parallele  mit 
BC  beweglich.  Mithin  muss  die  Richtung  von  P  auf  dieser  Pa- 
rallele, folglich  auch  auf  BC  selbst,  perpendiculär  sein. 

c)  Sind  die  Richtungen  von  P,  Q,  R  resp.  auf  BC^  CA,  AB 
perpendiculär,  so  ergänzen  die  Winkel  QT^Rj  RT^P,  P^Q  die  Drei- 
eckswinkel Aj  By  C  zu  ISO".  Da  nun  beim  Gleichgewichte  die 
Kräfte  P,  Q,  R  sich  wie  die  Sinus  von  QTR,  RTP,  P^Q  verhalten, 
und  da  die  Sinus  von  A,  B,  C  den  Dreieckseiten  BC,  CA,  AB 
proportional  sind,  so  ersieht  man,  dass  im  vorliegenden  Falle  die 
Kräfte  den  ihren  Angriffspuncten  gegenüberliegenden  Seiten  propor- 
tional sind. 

d)  Die  im  obigen  Satze  angegebenen  Bedingimgen  des  Gleich- 
gewichtes sind  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend. 
Denn  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Kräfte  bei  Unveränder- 
lichkeit  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Puncte  im  Gleichgewichte 
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sind,  werden  durch  drei  Gleichungen  ausgedrückt;  und  die  Bedin- 
gung, dass  zwei  der  Ejräfte,  mithin  auch  die  dritte,  auf  den  ihren 
Anfangspuncten  gegenüberliegenden  Seiten  perpendiculär  sind,  fuhrt 
zu  zwei  Gleichungen.  Man  hat  daher  in  Allem  fünf  Gleichungen, 
wie  erforderlich. 

§.  11.  Sind  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  die  Oerter  der- 
selben durch  ihre  Coordinaten  gegeben,  so  können  von  den  2n 
Bestimmungsstücken  X,  F,  X^,  Y^y  ...  der  auf  die  n  Puncte  wirkenden 
n  Kräfte  noch  irgend  2n — 5  nach  Belieben  bestimmt  werden.  Die 
fünf  übrigen  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  fünf  Bedingungsgleichungen. 
Es  können  daher  auch  von  den  n  Kräften .  (X,  Y),  (X^,  YJ,  ... 
n  —  3  ihrer  Stärke  und  Richtung  nach  ganz  willkürlich  und  von  der 
(n  —  2)*®^  die  Stärke  oder  die  Richtung  gegeben  sein,  und  es  werden 
sich  daraus  die  n^  und  (» — 1)*®  Kraft  und  von  der  [n — 2)^^  die  noch 
unbekannte  Richtung  oder  Stärke  bestimmen  lassen. 

So  lassen  sich  z.  B.  bei  einem  Systeme  von  vier  Puncten  Aj  B, 
C,  Dy  an  welchem  die  Kräfte  P,  Q,  M,  S  mit  einander  im  Gleich- 
gewichte sein  sollen,  die  Kraft  P  ganz  und  von  Q  etwa  die  Richtung 
nach  Willkür  annehmen  und  daraus  die  Stärke  von  Q  und  die 
Kräfte  S  und  S  finden.  Dies  kann  durch  wiederholte  Anwendung 
des  Satzes  in  §.  10  folgendergestalt  geschehen. 

Man  bringe  an  -4,  J5,  C  drei  Kjräfte  P,  Q',  JR'  an,  welche  für 
sich  mit  einander  im  Gleichgewichte  sind,  also  drei  Kräfte,  deren 
Richtungen  resp.  auf  B  C\  CA,  AB  rechtwinklig  und  deren  Inten- 
sitäten diesen  Linien  proportional  sind.  Ebenso  bringe  man  an 
A,  J5,  D  die  für  sich  im  Gleichgewichte  stehenden  Kräfte  P",  Q",  S", 
und  an  J3,  (7,  D  die  für  sich  das  Gleichgewicht  sich  haltenden  Kräfte 
Q'",  jR"',  Ä'"  an.  Es  werden  daher  auch  alle  diese  Kräfte  zusammen 
an  Aj  J5,  C,  D  im  Gleichgewichte  sein.  Bei  jeder  dieser  drei  Ter- 
nionen  von  Kräften  kann  aber  die  Intensität  einer  Kraft  nach  Will- 
kür bestimmt  werden.  Man  bestimme  demnach,  was  immer  möglich 
ist,  die  Intensitäten  von  P'  und  P"  so,  dass  ihre  Resiiltante  die  In- 
tensität und  Richtung  einer  gegebenen  Kraft  P  erhält.  Hiermit  sind 
auch  die  Intensitäten  von  Q',  iZ',  Q",  S"  bestimmt,  also  auch  die 
Resultante  von  Q'  und  Q",  welche  Q^  heissen  mag.  Man  gebe  end- 
lich, was  gleichfalls  immer  möglich  ist,  der  Kraft  Q'"  eine  solche 
Intensität,  dass  sie,  mit  Q^  verbunden,  eine  Kraft  Q  von  gegebener 
Richtung  erzeugt.  Hiermit  erhalten  auch  die  Intensitäten  von  72"' 
und  S"'  bestimmte  Werthe;  und  wenn  man  jetzt  noch  It\  Ä"'  zu 
einer  Kraft  Ä,  und  ä",  ä'"  zu  einer  Kraft  S  vereinigt,  so  ist  die 
Aufgabe  gelöst. 
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§.  12.  3Iaii  sieht  leicht,  wie  dasselbe  Verfüuen  «ach  auf  ebt 
STftem  Tcm  fünf  und  mehreren  Pnncten  ansewendet  weiden  kaxn. 
und  es  würde  aberflüssie  sein,  hierbei  langer  za  rerweden-  Dassgen 
wird  man  xa  einigen  bemerkenswerthen  Besoltaten  eefahrt.  wenn 
nnan  die  Aoüzabe  fnr  Tier  und  mehrere  Poncte  aof  ahnliche  Art,  wie 
oben  bei  drei  Pnncten  geschah,  analytisch  behandelt. 

In  dieser  Absicht  wollen    wir  zonächst  bei  einem  Svsem  von 

Tier  Pnncten  die  fünf  Bedingongsgleichongen  zwischen  jr.  y 

Xj.  y,  nnd  X,  T.  ....  X^.  Y^  au&tellen  und  die  ans  ihnen  durch 
Elimination  Ton  X.  Y.  X^,  T^  sich  ergebende  Gleichung  suchen. 
Um  die  Rechnung  mö^chst  zu  Tereinfiichen.  wollen  wir  zum  An- 
fimgspuncte  der  Coordinaten  den  Punct  x.  y  nehmen  und  die  Axe 
der  z  durch  den  Punct  'x^.  yj  legen,  also  t.  y  und  y,  gleich  Null 
setzen.  Dies  ist  gestattet,  weil  nach  §.  S  die  fünf  Gleichungen  un- 
abhängig Ton  der  Lage  der  Coordinatenaxen  sind.  Die  fünf  Glei- 
chungen werden  damit: 

X  +  X,  -h  X,  -h  X,  =  0 .      y-h  Y,  +  1;  -h  r,  =  o  , 

X,T,  +  X,x,  —  Y^y^  +  X,x,  —  !>,=  0 

Hienron  ist  aber  bereits  die  dritte  Gleichung:  X^y,  -}-  X,y,  =  0  als 
durch  Elimination  Ton  X,  F.  X^,  Y^  herroigegangen  anzusehen  und 
wir  sind  damit  weiterer  Bechnung  überhoben.  Bezeichnen  wir  die 
Puncte  (x,  y  .  x^,  y«  ,  ...  und  die  Kräfte  (X.  Y  .  (X,,  Y^  ,  ... 
kurz  durch  A,  B.  C,  D  und  P,  Q,  i?.  S.  so  drückt  diese  Gleichung 
aus,  das*,  wenn  man  von  den  zwei  auf  C  und  D  wirkenden  Kräften 
R  und  S  jede  in  zwei  zerlegt,  von  denen  die  eine  mit  AB  parallel, 
die  andere  auf  AB  perpendiculär  ist.  und  man  die  zwei  mit  AB 
parallelen  Kräfte  in  die  Abstände  ihrer  Angriffspuncte  C  und  D  von 
AB  multiplicirt,  die  Summe  dieser  Producte  Null  ist. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  sich  von  der  Wahrheit  dieses  Satzes 
immittelbar  zu  überzeugen.  Man  lasse  nämlich  ähnlicherweise,  wie 
vorhin  bei  einem  Systeme  von  drei  Puncten,  die  zwei  Puncte  A  und 
B  unbeweglich  werden.  Wegen  der  Un Veränderlichkeit  des  Inhaltes 
der  Dreiecke  ABC  und  AB D  bleiben  alsdann  C  und  />  nur  noch 
in  Parallelen  mit  AB  beweglich.  Nach  der  Zerlegung  der  jetzt 
allein  zu  berücksichtigenden  Kräfte  11  und  -S"  nach  Richtungen,  die 
auf  AB  perpendiculär  und  mit  AB  parallel  sind,  können  daher  die 
auf -4  Ä  perpendiculären  Kräfte  von  beliebiger  Grösse  sein.  Z>vischeu 
den  mit  AB  parallelen  Kräften  aber,  welche  resp.  K  und  «S*  heissen. 
muss  eine  Relation  stattfinden,  welche  dadurch  bestimmt  wird,  das> 
das  Dreieck  ABC  seinen  Inhalt  nicht  ändert,  wobei  auch  das  Drei- 
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eck  BCD^  wegen  der  Beständigkeit  des  Inhalts  von  ABC^  ABD 
seinem  Inhalte  nach  unverändert  bleiben  wird.  Es  ist  aber  der  In- 
halt des  Dreiecks  ACD: 

AC  D  =  \{x^y^  —  x^y^). 

Soll  nun  derselbe  constant  bleiben ,  während  C  und  D  sich  in  Pa- 
rallelen mit  AB,  d.  i.  mit  der  Axe  der  x  bewegen,  während  also 
y^  und  y,  constant  bleiben  und  x^  und  x^  sich  etwa  um  c  und  d 
ändern,  so  muss  cy^  —  dy^  =  0  sein;  die  mit  AB  parallelen  Wege 
c  und  d  der  Puncte  C  und  D  müssen  sich  daher  wie  die  Entfer- 
nungen y,  und  y,  derselben  von  AB  verhalten.  Nach  dem  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  müssen  aber  die  Wege  c  und  rf, 
welche  C  und  D  vermöge  ihrer  Verbindung  gleichzeitig  beschreiben 
können,  multiplicirt  in  die  nach  diesen  Wegen  wirkenden  Kräfte 
X,  und  X5,  eine  Summe  gleich  Null  geben;  es  muss  folglich 
XjC  +  X^d  =  0  sein;  wie  zu  erweisen  war. 

§.  13.  Verfährt  man  auf  ähnliche  Weise  bei  einem  Systeme 
von  £unf  Puncten  A,  Bj  C,  D,  E,  nimmt  den  ersten  derselben,  A 
oder  [x,  y),  zum  Anfangspuncte  der  Coordinaten  und  legt  die  Axe 
der  X  durch  den  zweiten,  B  oder  {x^,  yj,  so  ist  es  die  Gleichung: 

welche  aus  der  Elimination  von  X,  Y,  Xj,  Y^  hervorgegangen  zu 
betrachten  ist.  Sie  zeigt  an,  dass,  wenn  man  die  auf  C,  2>,  E  wir- 
kenden Kräfte  Q,  JR,  S  auf  AB  projicirt,  und  diese  Projectionen 
resp.  in  die  Abstände  der  Puncte  C,  7>,  E  von  AB  multiplicirt,  die 
Summe  dieser  Producte  Null  sein  muss. 

Um  sich  auch  hiervon  den  Grund  unmittelbar  aus  dem  Princip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  deutlich  zu  machen,  nehme  man 
wiederum  A  und  B  unbeweglich  an.  Da  die  Figur  ABCDE,  und 
folglich  auch  jedes  der  beiden  Vierecke  AB  CD  und  AB  DE,  sich 
immer  gleich  bleiben  sollen,  so  sind  nach  dem  Vorigen  die  Puncte 
CDE  nur  in  Parallelen  mit  AB  beweglich,  und  wenn  c,  d,  e  die 
gleichzeitig  von  ihnen  beschriebenen  Wege  bedeuten,  so  verhalten 
sich  c  :  d  =  y^  :  y^  und  d:e  =  y^:y^\  d.  h.  die  von  C,  D,  E  parallel 
mit  AB  beschriebenen  Wege  sind  den  Abständen  dieser  Puncte  von 
AB  proportional,  und  es  muss  folglich,  da  die  auf  (7,  D,  E  wirken- 
den Kräfte,  nach  den  Richtungen  dieser  Wege  geschätzt,  gleich 
Xj,  X3,  X^  sind,  beim  Gleichgewichte  X,y,  -}-  Xjy,  -(-  X^y^  =  0 
sein. 

JJeherhaupt  also  —  denn  dieselben  Schlüsse  lassen  sich  auch 
auf  jedes  System  von  mehreren  Puncten  ausdehnen  —   müssen   hei 
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einem  Sy&teme  von  n  Puncien,  die  Abstände  von  n  —  2  derselben  von 
der  Geraden,  welche  die  zwei  übrigen  Puncie  verbindet^  tntätipliciri 
mit  den  resp.  auf  die  Puncte  wirkenden  tmd  parallel  mit  jener  Ge- 
raden geschätzten  Kräften,  eine  Summe  gleich  Null  geben.  Der 
Grund  hiervon  aber  kann  unmittelbar  in  der  Anwendung  des  Prin- 
cips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  auf  den  Satz  nachgewiesen 
werden,  dass  bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Ebene,  welches 
sich  immer  gleich  bleiben  soll,  sobald  zwei  der  Puncte  unbeweglich 
gesetzt  werden,  die  übrigen  in  Parallelen  mit  der  jene  zwei  Puncte 
verbindenden  Geraden  beweglich  bleiben,  und  dass  die  gleichzeitig 
von  ihnen  beschriebenen  Wege  sich  wie  ihre  Entfernungen  von  der 
Geraden  verhalten. 

§.  14.  Werden  in  der  Ebene  ausser  dem  Systeme  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x  und  y  noch  zwei  dergleichen  beliebig  an- 
genommen, und  sind  in  Bezug  auf  sie  x',  y'  und  ar",  y"  die  Coordi- 
naten des  Punctes  (ar,  y),  sowie  (X',  Y')  und  (X",  Y")  die  Ausdrücke 
der  auf  diese  neuen  Systeme  bezogenen  Kraft  (X,  Y)\  sind  endlich 
a  und  a'  die  Winkel  der  Axen  der  x'  und  a:"  mit  der  Axe  der  ar, 
so  hat  man  nach  §.  8: 

1 X'  y'= — sin  a  . cos  a  . ^ [X.x  —  Yy]  -}-  cos  a*  .  ^ Xy  —  sin  a*  .  JS  Yx, 

2Xy'=—sm  a'.cos  a\2(Xx—  Yy)  +  cos  a'\2Xy  —  sin  a'\  2  Yx. 

Es    folgt    hieraus,    wenn    man    ^Xy  =  0,    ^X'y'  =  0    und 

2X'y'  =  0  setzt: 

0  =  sin  a  .  cos  a  .  2(Xx  —  Yy)  +  sin  a*  .  2  Yx  , 

0  =  sin  a'.  cos  a,  2(Xx  —  Yy)  +  sin  a'*.  2  Yx  , 

und  liieraus: 

0  =  sin  a  .  sin  a' .  sin  (a'  —  a) .  2  Yx  , 

0  =  sin  a  .  sin  «'.  sin  (a  —  a)  .  2(Xx  —  Yy)  ; 

folglich  2Yx  =  0  und  2(Xx  —  Yy)  =  0,  wofern  weder  a,  noch  a\ 
noch  a'  —  a,  einem  Vielfachen  von  180°  gleich  ist,  d.  h.  wofern  von 
den  drei  Axen  der  x,  der  x'  und  der  x"  keine  zwei  mit  einander 
parallel  sind.  Statt  der  obigen  fünf  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
kann  man  daher  auch  folgende  fünf  setzen: 

2X  =  0  ,    2Y=0  ,    2Xy  =  0  ,     2X'y'  =  0  ,     2X"y"  =  0  ; 

d.  li.  Bei  einem  in  einer  Ebene  enthaltenen  Systeme  von  Kräften,  welche 
auf  Puncte  der  Ebene  wirken,  die  dergestalt  beweglich  sind,  dass  die 
von  ihnen  gebildete  Figur  sich  immer  gleich  bleibt,  ist  es  zum  Gleich- 
gewichte nothwendig  und  hinreichend:  erstens,  dass  die  Kräfte,  wenn 
sie  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  und  denselben  Punct  ge- 
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tragen  werden^  sich  das  Gleichgetcicht  halten^  und'dass  zweitens  für 
jede  von  drei  in  der  Ebene  liegenden  Azen,  van  denen  keine  zwei  mit 
einander  parallel  sind^  die  Summe  der  Entfernungen  der  Puncte  von 
der  Axe,  jede  Entfernung  vorher  mit  der  auf  den  Punct  wirkenden 
und  nach  der  Richtung  der  Axe  geschlitzten  Kraft  multiplicirt^ 
Null  ist, 

Zusätze,  a)  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  gilt  die  Relation^ 
welche  für  jede  der  drei  Axen  stattfindet,  auch  für  jede  vierte. 

h)  Die  Nothwendigkeit  dieser  Belation  für  jede  Axe  der  Ebene 
lässt  sich  auf  ähnliche  Art  wie  im  Obigen  unmittelbar  dadurch  be- 
weisen, dass  man  die  Axe  als  mit  zu  dem  Systeme  der  Puncte  ge- 
hörig betrachtet  und  unbeweglich  annimmt,  als  wodurch  die  Puncte 
nur  parallel  mit  dieser  Axe  beweglich  bleiben,  und  ihre  gleich- 
zeitigen Geschwindigkeiten  sich  wie  ihre  Entfernungen  von  der  Axe 
verhalten. 

c)  Hat  das  System  in  der  That  eine  unbewegliche  Axe,  oder, 
was  dasselbe  ist,  zwei  unbewegliche  Puncte,  so  ist  es  zum  Gleich- 
gewichte schon  hinreichend,  wenn  hinsichtlich  dieser  Axe  allein  die 
vorhin  gedachte  Relation  besteht. 

§.  15.  Ein  System  von  vier  oder  mehreren  Puncten  im 
Räume  bleibt  sich  gleich,  wenn  jede  von  je  vier  Puncten  gebildete 
Pyramide  ihren  Inhalt  nicht  ändert.  Es  entsteht  daher  noch  die 
Frage  nach  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zwischen  Kräften, 
welche  auf  dergestalt  im  Räume  bewegliche  Puncte  wirken,  dass 
jede  von  je  vier  Puncten  gebildete  Pyramide  von  gleichem  Inhalte 
bleibt.  Die  deshalb  anzustellende  Rechnung  ist  der  für  den  eben 
betrachteten  Fall,  wo  das  System  in  einer  Ebene  enthalten  war,  ganz 
ähnlich,  daher  wir  dieselbe  nur  kurz  andeuten  wollen. 

Ist  das  System  der  Puncte  [x^  y,  z)  dem  System  der  Puncte 
(^,  t/,  v]  gleich,  so  finden  zwischen  den  Coordinaten  jedes  Punctes 
des  einen  Systems  und  den  Coordinaten  des  entsprechenden  Punctes 
im  anderen  System  Gleichungen  von  der  Form  statt: 

X  =^  at  -\-hu  ->r  cv  -{-f  , 

y  =  a't  +  Vu  +  c'v+f , 

z  =  a"t+V'u+c"v+f . 

Zwischen  den  von  einem  Puncte  zum  anderen  constanten  Zahlen 
ö,  J,  . . . ,  c"  aber  besteht  die  Relation : 

(1)     a[h'c'  —  J"c')  +  b{c'a"  —  c"a)  +  c{a'b"  —  ä'V)  =  1  . 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Puncte  [t^  t/,  v)  ungeändert  bleiben, 
die  Puncte  (:r,  y,  z)  aber  ihre  Lage  um  ein  unendlich  Geringes  so 
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ändern,  dass  die  von  ihnen  gebildete  Figor  der  Figur  der  Puncte 
(L  u,  t,  und  folglich  aach  sich  selbst,  gleich  bleibt.  Die  dadurch 
entstehenden  Aendemngen  von  x,  y.  z  eigeben  sich  durch  Differen- 
tiation der  obigen  Werthe  dieser  Coordinaten.  indem  man  dabei  blos 
/,  u,   t    constant    annimmt    und    zwischen    den    Differentialen    von 

a,  h c",  die  aus  der  Differentiation  von  '1 )  entspringende  Gleichung 

bestehen  lässt.  Substituirt  man  in  diesen  Werthen  von  dx.  dy.  dz 
für  t,  u.  V  ihre  durch  x^  y.  z  ausgedrückten  Werthe.  so  kommt: 

dx=.df  +  (x—f,  da  +  'y—f'dß  +   z—fdy  . 

dy  =  df^^{x-r,da'^y-f\d§:^^{z-rdy'. 

dz  =  df+  \x-f)  da'  +  (y  -f)  df+  'z  -Ddy"  . 
wo  da,  dß,  ...,  rfy"  Functionen  von  a,  b,  c"  und  deren  Differen- 
tialen sind,  die  ausserdem,  dass  zwischen  da,  dß'  und  dy  wegen  .'!) 
die  Relation 

(2)  da  +  dß'  +  dy"  =  0 

besteht,  von  einander  g^anz  unabhängig  sind. 

Sei  nun  (X,  Y,  Z  die  auf  den  Punct  {z,  y,  z)  wirkende  Kraft. 
Man  entwickele  2{Xdx  +  Ydy  +  Zdz),  indem  man  für  dx,  dy,  dz 
ihre  vorhin  angegebenen  Werthe  setzt.  Da  dieses  Aggregat  bei  jeder 
möglichen  Verrückung  der  Puncte  (x,  y,  z]  Null  sein  muss,  so  er- 
geben sich  mit  Berücksichtigung  von  [2)  und  wegen  der  übrigens 
von  einander  unabhängigen  Differentiale  daj  dß,  ...  dy",  folgende  elf 
Gleichungen  als  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

2X  =  0,  :SY=0  ,  2Z  =  0  , 

:SYz  =  i)  ,  :SZx  =  ()  ,         2Xy  =  ()  , 

IZy  =  0  ,  ^Xz  =  0  ,  ^Fa:  =  U  . 

2Xx  =  :^Yy  =  :SZz  . 

Ganz  wie  bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Ebene,  und  vAe 
auch  schon  aus  der  Natur  der  Sache  folgt,  lässt  sich  auch  hier 
zeigen,  dass  diese  Gleichungen  von  der  Lage  des  Coordinatensystems 
unabhängig  sind.     Legt   man   die  Ebene   der  x,  y  durch  die   Puncte 

(^,  Vi  ^),  (^1,  Vxy  z^y  (^«>  y«>  ^i).  so  werden  2.  z,,  r,  gleich  Null, 
und  die  Gleichungen  2Xz  =  {)  und  ^yz=  0  reduciren  sich  auf 

(3)     XjT,  +  X,  «,  +  ...  =  0       und        Yj^j  +  T,  z,  +  ...  =  0  . 

Sie  sind  als  das  Resultat  der  Elimination  der  neun  Kräfte  X,  Y,  Z, 
Xj  j   Y^,  Z^,   X^j   Y^,  Z^  aus  den  elf  Gleichungen  zu  betrachten. 

§.  16.  Besteht  das  System  nur  aus  vier  Puncten,  so  ist  zufolge 
letzterer  zwei  Gleichungen  X3  =  0  und  Y^  =  0 ,  d.  h.  die  Kraft 
am  Puncte    (ar,,  y,,  z^)   muss   auf  der  Ebene   der  x,  y,  also  auf  der 
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durch  die  drei  übrigen  Puncte  zu  legenden  Ebene,  perpendiculär 
sein.  Heissen  daher  A,  B,  C,  D  die  vier  Puncte  und  P,  Q,  M,  S 
die  auf  sie  wirkenden  Kräfte,  so  muss  JR  auf  der  Ebene  ABC,  und 
aus  gleichem  Grunde  P  auf  BCD,  Q  auf  CDA,  R  auf  D AB  per- 
pendiculär sein.  Jede  dieser  vier  Bedingungen  gibt  zwei  Gleichun- 
gen, mit  denen  die  drei  davon  unabhängigen  Gleichungen  2X  =  0, 
2Y  =  Oj  2Z  =  0  zusammen  elf  machen,  wie  erforderlich. 

Zum  Gleichgewichte  zwischen  vier  Kräften,  deren  Angriffepuncte 
eine  sich  ihrem  Inhalte  nach  immer  gleich  bleibende  Pyramide  bilden^  ist 
es  daher  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Richtung  Jeder  Kraft  auf 
der  dem  Angriffspuncte  der  letzteren  gegenüberliegenden  Seitenfläche 
der  Pyramide  senkrecht  ist,  und  dass  alle  vier  Kräfte,  wenn  sie  pa- 
rallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  Punct  getragen  werden,  sich  das 
Gleichgetoicht  halten. 

Die  Nothwendigkeit  der  ersten  dieser  drei  Bedingungen  erhellt 
ebenso,  wie  im  Obigen  beim  Dreieck,  auch  dadurch,  dass  man  drei 
oder  vier  Puncte  unbeweglich  werden  lässt.  Denn  alsdann  ist  der 
vierte  Punct  nur  in  einer  Ebene  beweglich,  welche  mit  der  durch 
die  drei  ersteren  Puncte  zu  führenden  Ebene  parallel  liegt;  folg- 
lich u.  s.  w. 

Zusatz.  Unter  den  elf  Bedingungsgleichungen  sind  offenbar 
auch  die  bekannten  sechs:  ^X  =  0,  ...,  2{Yz — Zy)  =0,  ...  mit 
enthalten,  welche  allein  erfällt  sein  müssen,  wenn  die  gegenseitige 
Lage  der  Angriffspuncte  unveränderlich  ist.  Da  nun  in  diesem 
Falle  zum  Gleichgewichte  zwischen  vier  Kräften  erfordert  wird,  dass 
jede  Gerade,  welche  die  Richtungen  dreier  Kräfte  schneidet,  auch 
der  Richtung  der  vierten  begegnet,  so  erlangen  wir  damit  folgenden 
geometrischen  Satz: 

Werden  von  den  Ecken  einer  dreiseitigen  Pyramide  Perpendikel 
auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällt,  so  schneidet  jede  Gerade, 
welche  drei  dieser  Perpendikel  trifft,  auch  das  vierte.  Wie  bekannt 
nämlich,  schneidet  von  diesen  vier  Perpendikeln  im  Allgemeinen  keines 
das  andere. 

§.  17.  Bei  einem  Systeme  von  £ünf  Puncten  reduciren  sich 
die  Gleichungen  (3)  auf: 

X^z,  4-  X,z,  =  0  ,         Y^z,^Y,z,  =  ^  , 

folglich 

-^8  •  -A^  =  Zj  :  Y ^  =        z^'.z^  . 

Sind  demnach  A,  B,  C,  D,  E  die  fünf  Puncte,  P,  Q,  R,  S,  T 
die  auf  sie  resp.  wirkenden  Kräfte,  und  S'  T  die  parallel  mit  der 
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'Et^irtif:  ABC  geicliätxteii  Kräfte  S.  T.  fo  muffen  S'.  T  mit  emander 
panU^l.  imd  e*  mass  .S'z,  —  Tz^  =0  sein,  wo  r,.  z^  die  Ab- 
cUndiEr  der  Pancte  I>.  £  toh  der  Ebene  ABC  sind. 

Wir    wollen    den  Grund   hierron  durch  ähnliche    geomeiiische 
Betrachtungen,    wie  bei  Puncten    in    einer  Ebene,    uns    deutlich  sn 
machen  tuchen.   Seien  A,  B.  C  D.  E  fünf  Puncte  im  Baume.  A^  B.  C 
unbeweglich.  D.  E  aber  dergestalt  bewei^ch,    dass    das  System  der 
fünf  Puncte  «ich  immer  gleich  bleibt,  und  daher  jede  der  aus  ihnen 
zu  bildenden  PTramiden  ihren  Inhalt  unrerindert  behält.     Sind  nun 
I/,  E'  zwei  andere  Oerter,   welche  die  Puncte   Z>.  E  zufolge  ihrer 
Beweglichkeit  einnehmen  können,  so  ersieht  man  zuerst,  dass  wegen 
der  Unreränderlichkeit  des  Inhalts  der   Pyramiden  AB  CD,  ABCE 
die  Geraden  DU,  EE  der  Ebene  ABC paraDel  sein  müssen.    Man 
denke  sich  femer  die  Geraden  DE,  VE  gezogen,  welche  die  Ebene 
ABCinK.  K'  schneiden,  so  sind  K  und  E*  in  den  zwei  einander  gleichen 
Systemen  A,  B,  C,  D.  E  und  A^  B,  C,  2/.  E'  einander  entsprechende 
Puncte,    und   es    ist    folglich  die  Pyramide  ABKD  =  ABKD  = 
ABK'Ü,  folglich  das  Dreieck  ABK=ABK\  und  aus  ähnlichem 
Grunde  BCK=  BCK' :  welches  nicht  anders  möglich  ist.  als  wenn 
K'  mit  K  zusammenfällt.     Die  Geraden  DE  und  UH  treffen  mit- 
hin die  Ebene  ABC  in  einem   und  demselben  Puncte;   woraus  wir 
weiter  schliessen,  dass  die  Puncte  K,  D,  E,  U,  E  in  einer  Ebene 
liegen,    dass    folglich    die  Wege  DU   und  EE,  welche   D  und  E 
gleichzeitig   beschreiben    können,   nicht  nur  mit  der  Ebene  ABC 
sondern  auch  mit  einander  parallel  sind  und  sich  wie  KD  und  KE. 
ako  auch  wie   ihre  Abstände  z^  und   z^   von  der  Ebene  ABC  ver- 
halten. 

llirfmach  kann,  wenn  von  den  zwei  Wegen  DD'  und  EE'  der 
eine  gegeben  ist,  der  andere  sogleich  gefunden  werden.  Setzt  man 
nämlich  die  Projectionen  von  DD'  auf  die  Axen  der  x  und  y  resp. 
gleich  mz^  und  nz^^  wo  m  und  n  zwei  beliebige  2^hlen  sind,  so  sind 
die  Projectionen  von  EE  auf  dieselben  Axen  gleich  mz^  und  nz^. 
Die  Projectionen  auf  die  Axe  der  z  aber  sind  beiderseits  gleich  Null. 

Wirken  nun  auf  D  und  E  die  Kräfte  (X,,  l",,  Z,)  und 
fA\,  Y^y  ZJ,  so  hat  man  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Ge- 
sell windigkeiten  für  das  Gleichgewicht: 

folglich,  wegen  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Zahlen  m  und  w. 

x,^,  +  x,z,  =  0  ,       i>,  +  y^;?^  =  0  , 

win  vorhin. 
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§.  18.  Kommt  zu  D  und  E  noch  ein  dritter,  nach  dem  Ge- 
setze der  Gleichheit  beweglicher  Punct  F  hinzu,  so  dass  jetzt  das 
System  der  sechs  Puncte  -4,  J5,  C,  X>,  E,  F,  in  welchem  A,  B,  C  unbe- 
weglich sind,  sich  immer  gleich  bleibt,  so  müssen,  weil  dann  auch 
jedes  der  beiden  Systeme  ABC  DE  und  AB  CEF  besonders  sich 
gleich  bleiben  muss,  die  Wege  von  D  und  JB,  wie  vorhin,  mit  der 
Ebene  ABC  und  mit  einander  parallel  sein  und  sich  wie  ihre  Ab- 
stände von  dieser  Ebene  verhalten,  und  dasselbe  muss  von  den 
Wegen  von  E  und  F  gelten.  Die  gleichzeitig  von  sämmtlichen  drei 
Puncten  2>,  JB,  F  beschriebenen  Wege  müssen  daher  mit  einander 
und  mit  der  Ebene  ABC  parallel  und  ihren  Abständen  von  dieser 
Ebene  proportional  sein.  Diese  Bedingungen  sind  aber  nicht  allein 
nothwendig,  sondern  auch  hinreichend,  weil  durch  sie  mit  dem  will- 
kürlich angenommenen  Wege  eines  der  drei  Puncte,  -D,  (nur  muss 
er  parallel  mit  ABC  sein)  die  Wege  der  beiden  übrigen  Puncte 
vollkommen  bestimmt  werden,  und  weil,  wenn  zwei  Systeme  von 
vier  Puncten  A^  J5,  C,  D  und  -4,  J5,  C,  D'  einander  gleich  sind, 
zu  jedem  fünften  Puncte  in  dem  einen  Systeme  ein  entsprechender 
im  anderen  unzweideutig  gefunden  werden  kann. 

§.  19.  Man  sieht  von  selbst,  wie  diese  Betrachtungen  auf 
Systeme  von  noch  mehreren  Puncten  ausgedehnt  werden  können. 
Ueberhaupt  nämlich: 

Hat  man  ein  System,  bestehend  aus  einer  unbeweglichen  Ebene 
und  mehreren  Puncten,  die  dergestalt  beweglich  sind,  dass  das 
System  sich  immer  gleich  bleibt,  so  sind  die  Wege  der  Puncte  mit 
einander  und  mit  der  Ebene  parallel  und  verhalten  sich  wie  ihre 
Abstände  von  der  Ebene ;  und  umgekehrt :  werden  diese  Bedingungen 
bei  der  Bewegung  der  Puncte  erfüllt,  so  bleibt  sich  das  System  gleich. 

Sollen  nun  Kräfte,  an  den  also  beweglichen  Puncten  angebracht, 
sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  muss,  wenn  jede  Kraft,  geschätzt 
nach  einer  und  derselben,  mit  der  unbeweglichen  Ebene  parallelen, 
sonst  willkürlichen  Richtung,  in  den  Abstand  ihres  Angriffspunctes 
von  der  Ebene  multiplicirt  wird,  die  Summe  dieser  Producte  Null 
sein.  Und  wenn  diese  Summe  für  irgend  zwei  solcher  Richtungen 
Null  ist,  so  ist  sie  es  auch  für  jede  dritte  mit  der  Ebene  parallele 
Richtung,  und  es  herrscht  Gleichgewicht. 

Hat  das  System  keine  unbewegliche  Ebene,  so  muss  beim  Gleich- 
gewichte die  jetzt  für  die  unbewegliche  Ebene  angegebene  Bedin- 
gung in  Bezug  auf  jede  von  vier  willkürlichen  Ebenen  erfüllt  werden, 
und  ausserdem  müssen  die  Kiäfte,  an  einen  und  denselben  Punct 
verlegt,  sich  das  Gleichgewicht  halten. 


560  AnwendaBgen  der  Stmdk  §.20. 

Denn  wegen  des  ersteren  hat  man  yiermal  xwei  und  wegen  des 
letzteren  drei  Gleichungen,  also  zusammen  elf;  wie  zum  Gleichge- 
wicht erforderlich  ist.  Nur  dürfen  von  den  Tier  Ebenen  keine  zwei 
einander  parallel  und  keine  drei  mit  einer  und  derselben  Geraden 
parallel  liegen;  oder  kürzer:  die  Tier  Ebenen  müssen  mit  den  Flächen 
einer  dreiseitigen  Prramide  parallel  sein. 


m.  Vom  Gleichgewichte  bei  sich  affin  bleibenden  Figoren. 

§.  20.  Zwei  Systeme  Ton  Puncten  in  Ebenen  stehen  in  der 
Verwandtschaft  der  Affinität,  wenn  die  Flache  jedes  aus  den  Puncten 
des  einen  Systems  zu  bildenden  Dreiecks  zu  der  entsprechenden 
Dreiecksfläche  des  anderen  Systems  ein  constantes  Yerhältniss  hat. 
Ist  daher  Ton  drei  ebenen  Figuren  die  erste  der  zweiten  gleich,  als 
wobei  dieses  constante  Yerhältniss  das  der  Gleichheit  ist.  und  die 
zweite  der  dritten  ähnlich,  so  ist  die  erste  der  dritten  affin  Terwandt ; 
und  man  kann  umgekehrt  zu  zwei  affinen  Figuren  immer  eine  dritte 
construiren,  welche  der  einen  Ton  beiden  gleich  und  der  anderen 
ähnlich  ist.  Sind  demnach  Puncte  in  einer  Ebene  dergestalt  be- 
weglich, dass  die  Ton  ihnen  gebildete  Figur  sowohl  zu  jeder  anderen 
ihr  ähnlichen,  als  zu  jeder  anderen  ihr  gleichen  Figur  übergehen 
kann,  so  kann  sich  die  anfängliche  Figur  auch  in  jede  andere  ihr 
affine  verwandeln,  und  alle  Figuren,  welche  ein  mit  solch  einer 
doppelten  Beweglichkeit  begabtes  System  von  Puncten  annehmen 
kann,  sind  einander,  wo  nicht  ähnlich  oder  gleich,  doch  affin.  Auf 
eben  diese  Weise  werden  daher  auch  die  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  eines  solchen  Systems  aus  den  Bedingungen,  welche 
wir  bei  der  Aehnlichkeit  und  bei  der  Gleichheit  fanden,  zusammen- 
gesetzt sein. 

Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  zwischen  Kräften  an 
Puncten  in  einer  Ebene,  die  eine  sich  immer  affin  bleibende  Figur 
bilden,  sind  hiemach  folgende  sechs: 

2X=0,        2Y=0  ,         ^Xy=0,         2  Yx  =  i)  . 

2{Xx  —  Fy)  =  0  ,        2{Xx  +  Fy)  =  0  . 
wo  wir  statt  der  zwei  letzten  noch  einfacher  setzen  können: 

:SXx  =  2Yi/  =  0  . 
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§.21.  Da  alle  Dreiecke  einander  affin  sind,  so  kann  hier 
zwischen  drei  Kräften  noch  kein  Gleichgewicht  bestehen,  wohl  aber 
zwischen  vier  Kräften.  In  diesem  Falle,  und  wenn  wir  grösserer 
Einfachheit  willen  die  Axe  der  x  durch  die  Puncte  [x,  y)  und  [x^,  yj 
legen,   gehen  die   dritte  und  sechste  der  sechs  Gleichungen  über  in 

X«y«  +  -^3^3  =  0         und         F,y,  +  F,y,  =  0  , 
folglich 

V    •   V    V  •  V 

d.  h.  die  zwei  Kräfte  (X, ,  Y,)  und  (X, ,  Y,)  sind  einander  parallel, 
und  ebenso  müssen  auch  je  zwei  andere  der  vier  Kräfte,  also  alle 
vier  Kräfte  überhaupt,  einander  parallel  sein.  Nehmen  wir  daher 
jetzt  die  Axe  der  x  mit  den  Kräften  parallel  an,  so  werden  alle  Y 
Null,  die  zweite,  vierte  und  sechste  der  sechs  Gleichungen  werden 
damit  identisch,  und  es  bleiben  nur  noch  die  erste,  dritte  und  fünfte: 

^X  =  0  ,         ^Xy  =  0  ,         ^Xx  =  0 

zu  berücksichtigen.  Von  diesen  sind  die  zwei  ersten  die  bekannten 
Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  paralleler  Kräfte, 
wenn  sie  auf  fest  mit  einander  verbundene  Puncte  wirken.  Die 
dritte  gibt  in  Verbindung  mit  den  zwei  ersten  zu  erkennen,  dass  der 
Mittelpunct  je  dreier  der  vier  Kräfte  zugleich  der  Angrifispunct  der 
jedesmal  vierten  Kraft  ist  (vergl.  §.  5,  h]: 

Sollen  daher  in  einer  Ebene  an  vier  Punctefi,  die  dergestalt  he- 
xceglich  sindy  dass  die  von  ihnen  gebildete  Figur  sich  immer  affin 
bleibt,  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  müssen  die  vier  Kräfte 
sämmtlich  einander  parallel  sein,  und  ausser  den  zwei  Bedingungefi, 
welche  zum  Gleichgewichte  ztcischefi  parallelen  Kräften  an  fest  mit 
einander  verbundenen  Puncteii  erforderlich  sind^  muss  noch  die  erfällt 
werden,  dass  der  Mittelpunct  irgend  dreier  der  vier  Kräfte  der  An- 
griff spunct  der  vierten  Kraft  ist;  wo  dann  auch  der  Mittelpunct  von 
je  drei  anderen  der  vier  Kräfte  der  Angriffspunct  der  jedesmal  übrigen 
Kraft  sein  vnrd. 

§.22.  Wenn  dem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Ebene,  welche 
nach  dem  Gesetze  der  Affinität  beweglich  sind,  eine  unbewegliche 
Gerade,  oder,  was  dasselbe  ist,  zwei  unbewegliche  Puncte  hinzuge- 
fügt werden,  so  reducirt  sich  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
für  das  Gleichgewicht  auf  zwei.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Axe  der 
X  solle  unbeweglich  werden,  und  fügen  zu  dem  Ende  zwei  in  ihr 
liegende  unbewegliche  Puncte  {x',  0)  und  {x",  0)  hinzu.  Findet  nun 
Gleichgewicht  statt,  so  wird  dasselbe  noch  bestehen,  wenn  wir  letz- 
tere zw^ei  Puncte  in  Verbindung  mit  den  Puncten  des  Systems  nach 
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dem  Gesetz  der  Affinität  beweglich  sein  lassen  und  an  ihnen  zwei 
Kräfte  (X',  Y')  und  X',  Y"]  anbringen,  welche  in  Verbindung  mit 
den  Kräften  (X,  Y)  u.  s.  w.  den  obigen  sechs  Gleichungen  Genüge 
thun,  so  dass  man  also  hat. 

X  +  X"  +  -2X     =0,  Y'  ^Y"  +  2Y=0  , 

^Xy  =  0  ,  Tx'  +  Y^x*  +  ^Yz  =  0  , 

^Fy  =0  ,  X'ar'  +  X'x"  +  ^Xx  =  0  . 

Sind  aber  die  Puncte  [x\  0)  und  [x\  0)  unbeweglich,  so  kom- 
men die  an  ihnen  angebrachten  Kräfte  nicht  mehr  in  Betracht  und 
die  ßedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  sind  diejenigen 
zwei,  welche  nach  Elimination  Ton  X\  Y',  IC,  Y"  aus  letzteren 
sechs  Gleichungen  übrig  bleiben,  also: 

JXy  =  0  ,         ^yy  =  0  . 

Sie  zeigen  an,  dass  wenn  man  jede  Kraft,  geschätzt  nach  einer 
und  derselben,  aber  beliebigen  Richtung,  in  den  Abstand  ihres  An- 
griffspunctes  von  der  unbeweglichen  Linie  multiplicirt ,  die  Summ^ 
dieser  Producte  Null  sein  muss.  Man  kann  nämlich  statt  letzterer 
zwei  Gleichungen  auch  die  einzige 

'  cos  a  ,  2  Xy  -f-  sin  a  .  ^  Yy  ^  0 

schreiben,  wo  a  einen  constanten,  aber  beliebig  zu  nehmenden  Win- 
kel bedeutet.  Setzt  man  nun  noch  X  =  P  cos  qp ,  Y  =  P  sin  qr,  wo 
daher  P  die  Intensität  der  Kraft  (X,  Y)  und  q>  den  Winkel  ihrer 
Richtung  mit  der  Axe  der  x  bedeutet,  so  wird  jene  Gleichung: 

2P  cos  [fp  —  a)  .y  =  i)  , 

und  drückt  unter  dieser  Form  die  ausgesprochene  Bedingung  aus. 

ilat  das  System  keine  unbewegliche  Linie,  so  muss  diese  Be- 
dingung in  Bezug  auf  drei  gerade  Linien  der  Ebene  erfüllt  werden, 
wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll.  Nur  dürfen  diese  drei  sich 
nicht  in  einem  Puncte  schneiden  und  auch  nicht  alle  drei  mit  ein- 
ander parallel  sein.  Man  wird  nämlich  somit  zu  dreimal  zwei  Glei- 
diungen  geführt,  welche  in  ihrer  einfachsten  Form  keine  anderen 
als  die  sechs  vorhin  aufgestellten  sind. 

§.  23.  Don  umgekehrten  Weg  von  demjenigen  einschlagend, 
welchen  wir  bei  einem  nach  dem  Gesetze  der  Gleichheit  beweg- 
liclien  Systeme  von  Punctcn  befolgten,  wollen  wir  noch  aus  der  jetzt 
erluiltenen  Bedingung  des  Gleichgewichtes  an  einem  sich  affin  blei- 
benden Systeme  von  beweglichen  Puncten  und  einer  unbeweglichen 
ff(»ra(hm,  wolelie  siinimtlich  in  derselben  Ebene  begriflFen  sind,  die 
Art  (IfT  Bewegliclikcit  selbst  zu  bestimmen  suchen. 
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Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  die  jetzt  gefundene  Gleichung 

2Xt/  .  cos  cf  +  -  ^y  •  sin  a  =  0 

mit  der  aus  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  folgenden 

2Xdx  +  2Ydy  =  0 

zu  vergleichen.  Hiemach  muss ,  wenn  man  dx  =  iy .  cos  a  setzt, 
unter    t    einen    Proportionalitätsfactor    verstanden ,     dy  =  iy .  sin  a, 

dx^  =  iy^  .  cos  a,  dy^  =  ^y^  sin  a,  u.s.w.,  folglich  Vdx*  -(-  ^y*  =  if/t 

u.  s.  w.  und  -^  =  tang  a,  u.  s.  w.  sein. 

Sind  demnach  ztoei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene  dergestalt 
leweglichj  dass  sie  in  Verbindung  mit  einer  unbeweglichen  Geraden 
der  Ebene  [der  Axe  der  x)   eine  sich  affin  bleibende  Figur  bilden^   so 

sind  die  von  ihnen  gleichzeitig  beschriebenen  Wege  iy  dx^  +  dy^)  ihren 
Abstandeti  (y)  von  der  Geradere  proportional  und  einander  parallel 
{indem  jeder  mit  der  Axe  der  x  den  von  einem  Puncte  zum  anderen 
constantefi  Winkel  a  bildet). 

Um  dieses  geometrisch  darzuthun,  darf  nur  bewiesen  werden, 
dass  wenn  zwei  Vierecke  AB  CD  und  AB  CD'  in  einer  Ebene, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Seite  AB  haben,  einander  affin  sind, 
die  Linien  CC  und  DD'  einander  parallel  sind  und  sich  wie  die 
Abstände  ihrer  entsprechenden  Endpuncte,  C  und  D  oder  C  und 
D'  von  der  gemeinschaftlichen  Seite  AB  verhalten.  Ich  übergehe 
aber  den  Beweis  hiervon,  da  er  dem  im  Obigen  geführten  Beweise 
für  den  analogen  Satz  bei  einander  gleichen  Figuren  ganz  ähn- 
lich ist. 

Daraus  endlich,  dass,  wenn  das  System  keine  unbewegliche  Linie 
hat,  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht,  welche  beim  Vorhanden- 
sein einer  unbeweglichen  Linie  stattfindet,  in  Bezug  auf  drei  Linien 
der  Ebene  erfüllt  sein  muss,  können  wir  folgendes  Porisma  schliessen : 

Hat  man  in  einer  Ebene  zwei  eiiiander  affine  Systeme  vo7i  Puncten 
und  drei  gerade  Linien^  welche  sich  nicht  in  einem  Puncte  schneiden 
und  auch  nicht  alle  drei  mit  einander  parallel  sindy  so  ist  es  immer 
möglich,  die  Puncte  des  eifien  Systems  mit  den  entsprechenden  des 
anderen  dadurch  zur  Cotncidenz  zu  bringen,  dass  man  sie  parallel  mit 
einander  um  Linien  fortbewegt,  welche  ihren  {der  Puncte)  Entfernungen 
von  der  einen  der  drei  Geraden  proportional  sind,  und  dass  man  die- 
selbe Operation  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  anderen  Geraden  wie-- 
derholt. 

§.  24.  Aus  demselben  Grunde,  wie  bei  einem  Systeme  von 
Puncten  in  einer  Ebene,  sind  auch  bei  einem  Systeme  von  Puncten 
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im  Räume,  wenn  sich  dasselbe  affin  bleiben  soll,  d.  h.  wenn  bei 
der  Bewegung  der  Puncte  die  Verhältnisse  zwischen  den  aus  ihnen 
zu  bildenden  Pyramiden  sich  nicht  ändern  sollen,  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  aus  denen  zusammengesetzt,  welche  stattfinden 
müssen,  wenn  das  System  sich  ähnlich  und  wenn  es  sich  gleich 
bleiben  soll.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bei  einem  sich 
affin  bleibenden  Systeme  von  Puncten  im  Räume  sind  demnach 
Vergl.  §.  4  und  §.  15)  folgende  zwölf: 

2X  =  0  ,  ^Xy  =  0,  2Xz  =  0  ,  2Xx  =  0, 
2Y=0  ,  2Yz  =  0,  2Yx  =  0y  2yy  =  0, 
2Z=0  ,         2Zx=0y         ^Zy  =  0  ,  2Zz  =  0. 

Hieraus  folgt  zunächst  ebenso,  wie  bei  einem  Systeme  von  vier 
Puncten  in  einer  Ebene,  dass,  wenn  das  System  im  Räume  nur  aus 
fünf  Puncten  besteht,  die  Richtungen  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte 
einander  parallel  sein  müssen;  dass  zweitens  die  Bedingungen  erfüllt 
sein  müssen,  welche  zum  Gleichgewichte  erforderlich  sind,  sobald 
die  gegenseitigen  Entfernungen  der  Puncte  imveränderlich  angenom- 
men werden;  und  dass  drittens  der  Mittelpunct  von  ii^end  vier  der 
fünf  parallelen  Kräfle  mit  dem  Angriffspuncte  der  fünften  Kraft  zu- 
sammenfallen muss. 

Man  kann  hierbei  noch  bemerken,  dass,  wenn  bei  einem  Systeme 
paralleler  Kräfte,  sei  es  in  einer  Ebene  oder  im  Räume,  von  zwei 
Angriffspuncten  jeder  der  Mittelpunct  der  jedesmal  übrigen  Kräfte 
ist,  dasselbe  auch  von  jedem  dritten  Angriffspuncte  gilt,  und  dass 
die  Kräfte,  nicht  nur  wenn  ihre  Angriffspuncte  fest  mit  einander 
verbunden  sind,  sondern  auch  dann,  wenn  sie  nach  dem  Gesetze  der 
Affinität  beweglich  sind,  sich  das  Gleichge\vicht  halten. 

Denn  ist  —  um  den  Satz  nur  von  einem  ebenen  Systeme  zu 
beweisen  —  der  Angriffspunct  (2-,  y)  der  Kraft  (X,  Y)  der  Mittelpunct 
der  übrigen  Kräfte,  und  werden  die  Kräfte  parallel  mit  der  Axc  der 
;r,  also   y,   Y^J  ...  gleich  Null  angenommen,  so  hat  man 

__  X^r,  -^  X^x^  +  ...  _    —  Xx  +  ^Xx 

X|     -j—     Xj     — p     ...  -A.    — j—     4mt  JL 

folglich 

x:sx  =  ixx  ,  I 

und  ebenso  l  (l^ 

3/:^X  =  2^Xy  .  j 

Ist  ferner  auch  der  Angriffspunct  (x^ ,  yj  der  Kraft  X'^  der 
Mittelpunct  der  übrigen  Kräfte,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise: 

X, :SX  =  ^ Xx         und         y^  2^ X  =  ^Xy  .  (2) 
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Aus  (1)  und  (2)  aber  folgt: 

Da  nun  x^  —  x  und  y^  —  y  nicht  zugleich  Null  sein  können, 
so  muss  2X  =  0  sein,  mithin  auch  2  Yy  =  0  und  2Xx  =  0;  wor- 
aus das  Uebrige  von  selbst  folgt. 

Statt  der  zwei  letzten  der  obigen  drei  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  an  einem  Systeme  von  fünf  in  affiner  Lage  bleibenden 
Puncten  im  Räume  (oder  von  vier  Puncten  in  einer  Ebene)  kann 
man  daher  auch  die  eine  setzen,  dass  von  zweien  der  Puncto  jeder 
der  Mittelpunct  der  auf  die  jedesmal  übrigen  Puncto  wirkenden  pa- 
rallelen Kräfte  sein  muss. 

§.  25.  Demjenigen  endlich  analog,  was  wir  bei  einem  affin 
bleibenden  Systeme  von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Puncten  in 
einer  Ebene  fanden,  können  wir,  wenn  das  System  im  Räume  ent- 
halten ist,  folgende  Sätze  aufstellen: 

Herrscht  in  einem  solchen  Systeme  Gleichgetcicht,  so  ist  die  Summe 
der  Producte  Null^  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  Kraft,  geschätzt 
nach  einer  und  derselben,  aber  beliebigefi  Richtung,  in  den  Abstand 
ihres  Angriffspunctes  von  einer  und  derselben,  aber  beliebigen  Ebene 
muliiplicirt,  —  Ist  diese  Summe  gleich  Null,  in  Bezug  auf  dieselbe 
Ebene,  für  irgend  drei  nicht  einer  und  derselben  Ebene  parallele  Rich- 
tungen ,  nach  welchen  man  die  Kräfte  schätzt ,  so  ist  sie  es  auch  für 
jede  vierte  Richtutig.  —  Und  wenn  dasselbe  auch  noch  in  Bezug  auf  drei 
andere  Ebenen  gilt,  welche  mit  der  ersteren  eine  Pyramide  bilden ,  so 
gilt  es  auch  für  jede  fünfte  Ebene,  und  es  herrscht  Gleichgeicicht.  — 
Enthält  das  System  eine  unbewegliche  Ebene,  so  braucht  diese  Be- 
difigung  bloss  in  Bezug  auf  diese  Ebefie  erfüllt  zu  sein ,  wenn  Gleich- 
gewicht stattfinden  soll. 

Hinzufügen  können  wir  noch  die  weiteren  Sätze: 

"Wenn  das- System  eine  unbewegliche  Linie  oder  einen  unbeweg- 
lichen Punct  enthält,  so  muss  die  erwähnte  Bedingung  in  l^ezug 
auf  jede  von  zwei  Ebenen,  welche  sich  in  der  Linie  schneiden,  oder 
in  Bezug  auf  jede  von  drei  Ebenen,  welche  in  dem  Puncto  zusammen- 
stossen,  beim  Gleichgewichte  erfüllt  sein. 

Bei  einem  sich  affin  bleibenden  Systeme  von  Puncten,  welches 
zugleich  eine  unbewegliche  Ebene  hat,  sind  die  Puncto  dei^estalt 
beweglich,  dass  die  von  ihnen  gleichzeitig  beschriebenen  Wege  ein- 
ander parallel  und  ihren  Abständen  von  der  Ebene  proportional  sind. 

Dadurch,  dass  man  alle  Puncto  eines  Systems  parallel  fortbewegt 
um  Linien,  welche  sich  wie  die  Abstände  der  Puncto  von  einer  un- 
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bcrwetrt  bleibenden  Ebene  Terhaicen.  kann  man  das  Sjnem  mit  je^iem 
anderen  Sv^teme  zur  Consrmenz  bringen,  welches  dem  ersten  affin 
L«t  und  mit  ihm  die  gedachte  Ebene  ^mein  hat. 

I>adurch.  dai»  man  dieselbe  Operation  in  Bezug  auf  zwei  Ebenen. 
oder  auf  drei  Ebenen,  welche  sich  nicht  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden.  auch  nicht  in  einer  unendlich  entfernten  schneiden,  oder  in 
Bezug  auf  vier  Ebenen  wiederholt,  welche  nicht  einen  und  denselben 
Puncto  auch  nicht  einen  unendlich  entfernten,  mit  einander  gemein 
haben,  —  dadurch  kann  man  das  gegebene  System  mit  jedem  an- 
deren ihm  affinen  Systeme  zur  Congruenz  bringen,  welches  im  ersten 
Falle  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen,  im  zweiten  Falle 
den  Durchschnittspunct  der  drei  Ebenen  mit  dem  gegebenen  Systeme 
gemein  hat,  im  dritten  Falle  aber  jede  beliebige  Lage  zu  dem  ge- 
gebenen Systeme  haben  kann. 

Eine  Untersuchung  über  das  Gleichgewicht  bei  der  noch  ent- 
fernteren Verwandtschaft  der  Collineation  anzustellen,  behalte  ich 
mir  für  ein  anderes  Mal  vor  und  bemerke  hier  nur,  dass  unter  den 
Bedingungsgleichungen  bei  dieser  Verwandtschaft  alle  diejenigen  mit 
vorkommen,  welche  wir  bei  der  Affinität  fanden,  —  denn  je  zwei 
einander  affine  Figuren  stehen  auch  in  der  Verwandtschaft  der  Col- 
lineation, —  dass  aber  die  übrigen  Bedingungsgleichungen  von  den 
Coordinaten  der  Angriffspuncte  die  Quadrate  und  Producte  der 
zweiten  Dimension  enthalten. 


Einfacher  Beweis  des  vom  Herrn  Geh.  Hofrath 

Schweins  im  32.  Bande  dieses  Journals  Nr.  25 

mitgetheilten  statischen  Satzes. 

[Crelle's  Journal,  1848,  Band  36,  p.  89—90.] 


§.  1.  Zwei  nicht  in  einer  Ebene  wirkende  Kräfte/?,  q  lassen 
sich  in  ein  Kräftepaar  und  in  eine  einzelne  nicht  in  der  Ebene  des 
Paares  enthaltene  Kraft  verwandeln.  Heisse  t  die  einzelne  Kraft, 
und  w,  V  seien  die  Kräfte  des  Paares.  Weil  hiemach  /;,  q  mit  /,  w,  v 
gleiche  Wirkung  haben  sollen,  so  muss  die  Summe  der  auf  irgend 
eine  Axe  bezogenen  Momente  von  /?,  q  der  Summe  der  auf  dieselbe 
Axe  bezogenen  Momente  von  /,  u,  v  gleich  sein.  Schneide  nun  eine 
mit  der  Ebene  des  Paares  «,  t?  parallel  gelegte  Ebene  die  Richtungen 
Pj  y,  t  resp.  in  den  Puncten  P,  Q,  T  und  werde  die  Gerade  PQ 
zur  Axe  genommen,  so  sind  die  Momente  von  p  und  q  einzeln  Null, 
weil  p  sowohl  als  q  von  PQ  geschnitten  wird.  Da  femer  ein 
Kräftepaar  in  der  Ebene,  in  welcher  es  wirkt,  ohne  Aenderung 
seiner  Wirkung  beliebig  verlegt  werden  kann,  und  weil  PQj  als 
eine  Gerade,  die  in  einer  mit  der  Ebene  des  Paares  parallelen  Ebene 
liegt,  mit  ersterer  Ebene  gleichfalls  parallel  ist,  so  können  wir  die 
Kräfte  u,  v  des  Paares  parallel  mit  PQ  annehmen.  Alsdann  aber 
sind  die  auf  PQ  bezogenen  Momente  von  u  und  t?,  jedes  für  sich, 
ebenfalls  Null.  Mithin  muss  auch  das  auf  PQ  bezogene  Moment 
von  t  Null  sein;  folglich  muss  t  mit  PQ  in  einer  Ebene  liegen, 
und  folglich  T  ein  Punct  der  Geraden  PQ  sein. 

IVerden  demnach  zwei  nicht  in  einer  Ebene  wirkende  Kräfte  p,  q 
in  ein  Kräftepaar  u,  r  und  eine  einzehie  Kraft  t  verwandelt,  so  liegeii 
die  Pun<;te  P,  Q,  T,  in  welchen  p,  y,  t  von  irgend  einer  mit  der  Ebene 
des  Paares  u,  v  parallelen  Eben^  geschnitten  werden  j  in  einer  Ge- 
raden, 

§.  2.  Unter  den  unendlich  vielen  Arten,  auf  welche  diese  Ver- 
wandlung möglich,  gibt  es  bekanntlich  eine,  bei  welcher  die  Ebene 
des  Paares  w,  r  auf  i  normal  ist.  Die  Lage,  welche  alsdann  t  hat, 
werde  mit  t  bezeichnet  und  heisse,  wie  in  dem  Aufsatze  des  Herrn 
Schweins,    die    Hauptdrehlinie    des  Systems   der  Kräfte/?,    q 
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(soDt'ie  jedes  anderen  Systems  von  Kräften ,  welches  auf  p,  q  redu- 
cirbar  ist).  Für  diesen  besonderen  Fall  lautet  der  Torige  Satz  also: 
Die  Puncte  Tj  P,  Q,  in  denen  die  Hauptdrehlinie  t  eines  Systems 
von  Kräften  und  die  zwei  Kräfte  p^  9,  auf  welche  da»  System  redu- 
cirbar  ist,  von  einer  auf  z  normalen  Ebene  geschnitten  tcerden,  liegen 
in  einer  Geraden;  oder  mit  anderen  Worten:  eine  die  Richtungen  p 
und  q  schneidende  und  auf  %  normale  Gerade  schneidet  auch  die  Rich- 
tung T. 

§.  3.  Von  hier  bis  zu  dem  Satze  des  Herrn  Schweins  ist  jetzt 
nur  ein  Schritt  noch  übrig.  Diejenige  Gerade  nämlich,  welche  p 
und  q  zugleich  rechtwinklig  schneidet  und  folglich  auf  jeder  mit  p 
und  q  zugleich  paraUelen  Ebene  normal  ist,  ist  auch  auf  t  normal, 
weil  p,  q,  'f  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind.  Wir  schliessen 
daher : 

Hat  ein  System  von  Kräften  zwei  nicht  in  einer  Ebene  wirkende 
Kräfte  zu  Resultanten,  so  wird  von  der  Geraden,  welche  'diese  zwei 
Kräfte  rechtwinklig  schneidet,  auch  die  Hauptdreldinie  des  Systems 
rechtwinklig  geschnitten. 

Dass  übrigens  p,  q  und  %  oder  die  Sichtung  von  t  einer  und 
derselben  Ebene  parallel  sind,  erhellt  sogleich  daraus,  dass  die 
Gleichheit  der  Wirkung  von  p,  q  einerseits  und  t,  u,  v  andererseits 
auch  noch  bestehen  muss,  wenn  die  fünf  Kräfte,  parallel  mit  ihren 
Richtungen,  an  einen  und  denselben  Punct  getragen  werden.  Denn 
alsdann  heben  sich  u  und  v,  als  zwei  einander  gleiche  und  direct 
entgegengesetzte  Kräfte,  gegen  einander  auf,  und  es  müssen  folglich 
p  und  q  mit  t  gleiche  Wirkung  haben,  folglich  p.  q,  t  in  einer 
Ebene  begriffen  sein,  folglich  u.  s.  w. 


üeber  einen  Beweis  des  Satzes  vom 
Parallelogramme  der  Ki'äfte. 

[Berichte  über  die  Verhandlungen    der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen" 
Schäften,  math.-phys.  Klasse,  1850,  Bd.  II,  p.  10  —  15*].] 


*)  Abgedruckt  in  Orunert^s  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  1S51, 
Th.  XVn,  p.  475 — 480.  Abgedruckt  und  mit  einer  Nachschrift  (vergL  weiter 
unten)  versehen  in  Crelle's  Journal  für  die  Mathematik,  1851,  Bd.  42,  p,  179 — 184. 


Abgesehen  von  den  als  ungenügend  anerkannten  Beweisen  dieses 
Satzes,  welche  man  auf  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen  zu 
gründen  bemüht  gewesen  ist,  lassen  sieh  die  übrigen  Beweise  in  zwei 
Klassen  theilen.  Bringt  man  nämlich  den  Satz  unter  die  Form  der 
Aufgabe :  zu  zwei  auf  einen  frei  beweglichen  Punct  wirkenden  Kräften 
eine  dritte  zu  finden,  welche,  an  demselben  Puncte  —  wir  wollen 
ihn  D  nennen  —  angebracht,  dieselbe  Wirkung,  wie  erstere  zwei  in 
Vereinigung,  erzeugt,  so  umfasst  die  eine  Klasse  von  Beweisen  für 
die  bekannte  Lösung  dieser  Aufgabe  alle  diejenigen,  bei  denen  alle 
noch  in  Betracht  gezogenen  Hülfskräfte  denselben  Punct  D  zum 
Angriffspuncte  haben.  Bei  der  anderen  Klasse  von  Beweisen  lässt 
man  Hülfskräfte  auch  noch  auf  andere  mit  dem  Puncte  D  und  unter 
sich  in  unabänderlichen  Entfernungen  sich  befindende  Puncte  wirken. 

Wenn  nun  auch  die  Zuhülfenahme  noch  anderer  Angriffspuncte 
von  Kräften  der  Schärfe  des  Beweises  keinen  Eintrag  thun  kann, 
da  das  hierbei  in  Betracht  kommende  Princip  von  der  Verlegung 
der  Kräfte  ebenso  evident  wie  jeder  der  übrigen  Grundsätze  der 
Statik  ist  und  auch  im  weiteren  Fortgange  dieser  Wissenschaft  nicht 
entbehrt  werden  kann:  so  pflegt  man  doch  Beweise  der  ersteren 
Klasse  denen  der  letzteren  vorzuziehen,  indem  jene  von  D  verschie- 
denen Angriffspuncte  von  der  Natur  der  Sache  nicht  geboten  er- 
scheinen. Von  der  anderen  Seite  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  die 
Beweise  der  z^veiten  Klasse  durchschnittlich  eine  ungleich  elemen- 
tarere Haltung  haben,  als  die  Beweise  der  ersteren,  bei  denen  man 
nicht  selten  ziemlich  tief  gehende  Betrachtungen  aus  der  höheren 
Analysis  in  Anwendung  bringt.  Man  denke  nur  an  die  von  fran- 
zösischen Mathematikern,  namentlich  von  d^Alembert,  Laplace,  Poisson 
und  Pont6coulant*)  gegebenen  an  sich  trefflichen  Beweise  des  Satzes. 
Ich  muss  aber  offen  bekennen,  dass  für  einen  so  elementaren  Gegen- 
stand, als  um  welchen  es  sich  hier  handelt,  aus  der  höheren  Analysis 


*]  In  dessen  Th6oric  analytique  du  Systeme  du  monde,  Tome  L  p.  4  u.  folg.. 
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§.  1. 


entlehnte  Kunstgriffe  mir  noch  weit  fremdartiger  und  damit  unstatt- 
hafter, als  jene  zu  Hülfe  genommenen  Angriffspuncte,  zu  sein  scheinen. 

Unter  so  bewandten  Umständen  hielt  ich  es  für  nicht  ganz 
überflüssig,  einen  von  mir  gefundenen  Beweis  für  das  Parallelogramm 
der  Kjräfte  zu  veröffentlichen,  der  weder  fremdartige  Hülfspuncte, 
noch  der  Elementarmathematik  fremdartige  Methoden  in  Anspruch 
nimmt,  sondern  unmittelbar  auf  die  Natur  des  Parallelogramms  ge- 
gründet ist  und  sich  von  den  meisten  übrigen  Beweisen  des  Satzes 
auch  noch  dadurch  unterscheidet,  dass  sich  bei  ihm  die  Grösse  und 
die  Richtung  der  Diagonalkrafl  nicht  hinter  einander,  sondern  gleich- 
zeitig ergeben.  Ich  habe  diesen  Beweis  bereits  in  meinem  vor 
13  Jahren  herausgegebenen  Lehrbuche  der  Statik  (1.  Theil,  §.  SO*;) 
mitgetheilt.  Indessen  lässt  er  sich,  wie  ich  später  bemerkt  habe, 
um  ein  Beträchtliches  einfacher  und  übersichtlicher  gestalten,  als  es 
dort  geschehen.  Möge  ihm  daher  hiesigen  Orts  eine  nochmalige 
Veröffentlichung,  und  zwar  in  der  einfachsten  Form,  deren  er  fähig 
sein  dürfte,  gestattet  sein. 

Vorläufig  erinnere  ich  nur  noch,  dass  man  sich  alle  im  Folgen- 
den in  Betracht  kommenden  Linien  und  Puncte  in  einer  und  der- 
selben Ebene  enthalten  zu  denken  hat. 


§.  1.      Seien  DB  und  AC  (vergl.  Fig.  1)  zwei  gleichgerichtetete 

und  gleich  lange  gerade  Linien,  und 
A\  B\  C*  die  rechtwinkligen  Projec- 
tionen  der  Puncte  A,  Bj  C  auf  eine 
durch  D  beliebig  gezogene  Gerade,  die 
wir  in  der  Kürze  x  nennen  wollen.  Als- 
dann haben  auch  die  Abschnitte  DB' 
und  A'C  dieser  Geraden  x,  als  die 
rechtwinkligen  Projectionen  von  DB  und 
AC  auf  X,  einerlei  (nicht  entgegenge- 
setzte) Richtung  und  gleiche  Länge,  und  es  ist  folglich 

DC  =  DA'  +  A'C  =  DA'  +  DB'  , 

d.  h. :  Werden  zwei  von  derselben  Ecke  D  ausgehende  Seiten  DA. 
DB  und  die  von  derselben  Ecke  ausgehende  Diagonale  DC  eines 
Parallelogramms  auf  eine   beliebig  durch   D  gelegte    Gerade    recht- 


Fig.  1. 


•j  Vergl.  p.  lüO  des  vorliegenden  Bandes. 


§.2.  ^om  Parallelogramm  der  Kräfte.  575 

winklig  projicirt,  so  ist  immer  die  Summe  der  Projectionen  der  beiden 
Seiten  der  Projection  der  Diagonale  gleich. 

Diese  Relation  gilt  übrigens  stets,  was  auch  die  durch  D  ge- 
zogene Gerade  x  gegen  das  Parallelogramm  fiir  eine  Lage  haben 
mag,  dafem  nur  je  zwei  Abschnitte  von  x  mit  einerlei  oder  ver- 
schiedenen Zeichen  genommen  werden,  jenachdem  ihre  durch  die 
Aufeinanderfolge  der  Buchstaben  ausgedrückten  Richtungen  einerlei 
oder  einander  entgegengesetzt  sind.  Denn  alsdann  ist  immer  auch 
den  Zeichen  nach: 

DB'  =  A'  C      und       DC  =  DA'  +  A' C  , 

mag  A'  zwischen  D  und  C  liegen,  wie  in  Fig.  1,  oder  nicht. 

§.  2.  Nehmen  wir  noch  an,  dass  jeder  der  beiden  Winkel,  welche 
tue  Diagonale  mit  den  beiden  Seiten  macht,  zu  einem  rechten  Win- 
kel in  einem  rationalen  Verhältnisse  stehe,  und  setzen  wir  hiemach 
die  zwei  Verhältnisse 

ADC:  180°  =  a:m  , 
CDB  :  180°  =b:m  , 

wo  a,  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  ziehe  durch 
D  m  gerade  Linien,  welche  gleiche  Winkel  mit  einander  machen, 
so  dass  um  D  herum  2  m  Winkel,  jeder  gleich  180°  :i»,  entstehen. 
Dabei  falle  DC  in  eine  der  m  Linien.  Alsdann  werden  auch  DA 
und  DB  in  dergleichen  fallen,  nämlich  DA  in  die  a^  auf  der 
einen  und  DB  in  die  S*®  auf  der  anderen  Seite  von  DC  liegende 
Linie.  Man  projicire  endlich  jeden  der  drei  Abschnitte  DA,  DB, 
DC  rechtwinklig  auf  jede  der  m  Linien  und  betrachte  alle  diese 
Projectionen  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  als  auf  den  Punct  D 
wirkende  Kräfte,  so  dass  in  jeder  der  m  Linien  drei  Kräfte  wirken, 
z.  B.  in  der  obigen  Linie  x,  wenn  anders  x  eine  dieser  Linien  ist, 
die  drei  durch  DA',  DB',  DC  vorgestellten  Kräfte.  Da  nun  nach 
vorigem  Satze  (in  §.  1) 

DA'  +  DB'  =  DC' 

ist,  so  werden  immer  von  den  drei  in  einer  und  derselben  der  m 
Linien  enthaltenen  Kräften  diejenigen  zwei,  welche  durch  die  Pro- 
jectionen von  DA  und  DB  ausgedrückt  werden,  gleiche  Wirkung 
mit  der  durch  die  Projection  von  DC  ausgedrückten  Ejraft  haben. 
Es  werden  daher  auch,  —  wenn  wir  das  System  aller  der  Kräfte, 
welche  durch  die  Projectionen  von  DA  auf  die  m  Linien  vorgestellt 
werden,  und  wozu  DA  selbst  mit  gehört,  mit  S  [DA')  bezeichnen  und 
Aehnliches  unter  S  (DB')  und  S  (DC)  verstehen,  —  es  werden  dann 
auch  die   Systeme  S(DA')  und  S  (DB')  in  Vereinigung  gleichwir- 
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kend  mit  dem  Systeme  S  (DC)  sein;  oder  kürzer,  wenn  wir  die 
gleichfalls  in  D  anzubringenden  Resultanten  dieser  drei  Systeme 
beziehungsweise  er,  {iy  y  nennen:  es  wird  y  die  Resultante  von  a  und 
l»  sein. 

§.  3.  Wie  bekannt,  lässt  sich  aus  den  ersten  Principien  der  Statik 
leicht  darthun,  dass,  wenn  von  zwei  oder  auch  mehreren  auf  einen 
Punct  wirkenden  Kräften  eine  jede  mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung 
ihre  Grösse  in  gleichem  Verhältnisse  ändert,  in  demselben  Verhält- 
nisse auch  die  Resultante  der  Kräfte  ihre  Grösse  ändert,  während 
ihre  Richtung  unverändert  bleibt. 

Nun  sind  die  drei  Systeme  S  {DA'],  S  {DB'),  S  (DC),  als 
geometrische  Figuren  betrachtet,  einander  ähnlich,  indem  jedes  der- 
selben dadurch  entsteht,  dass  man  auf  eine  der  m  Linien,  welche 
sich  in  D  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  von  D  aus  einen  Ab- 
schnitt von  gewisser  Länge  trägt  und  hierauf  denselben  auf  die  m  —  1 
übrigen  Linien  rechtwinklig  projicirt.  Aus  dem  Systeme  der  Kräfte 
S  {DA')  wird  folglich  das  System  S  (DB')  hervoi^ehen,  wenn  man,  die 
Richtungen  der  Kräfte  des  ersteren  Anfangs  unverändert  lassend,  die 
Grösse  einer  jeden  in  dem  Verhältnisse  DA:  DB  ändert  und  sodann 
das  ganze  System  um  D  um  einen  Winkel  gleich  ADB  nach  links 
(in  Fig.  1)  dreht.  Setzen  wir  daher  noch,  dass  die  Resultante  a 
des  Systems  S  {DA')  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  gegeben  ist, 
so  werden  wir  damit  nach  dem  angezogenen  Satze  die  Grösse  und 
die  Richtung  der  Resultante  ß  des  Systems  S  {DB')  erhalten,  wenn 
wir  die  Grösse  von  a  in  dem  Verhältnisse  DA  :  DB  sich  ändern  und 
die  Richtung  von  a  um  D  um  einen  Winkel  gleich  ADB  nach 
links  sich  drehen  lassen.  Auf  gleiche  Art  wird  die  Grösse  von  / 
gleich  a  •  DC:  DA  sein,  und  die  Richtung  von  y  wird  dadurch  ge- 
funden werden,  dass  man  den  Winkel  von  y  mit  a  gleich  dem 
Winkel  von  D  C  mit  D  A  nach  der  Linken  von  a  hin  macht. 

Ueberhaupt  also  werden  sich  die  Grössen  der  Kräfte  a,  ß,  y 
wie  die  Längen  DAj  DB,  DC  verhalten,  und  die  gegenseitige  Lage 
der  Richtungen  der  drei  ersteren  wird  dieselbe  wie  die  der  drei  letzteren 
sein,  so  dass,  wenn  die  Kräfte  a,  /!?,  y  ihren  Grössen  und  Richtungen 
nach  durch  die  Linien  DA^,  DB^,  DC^  vorgestellt  werden,  die 
Figur  DA^C^B^  der  Figur  DACB  ähnlich  und  somit  ebenfalls  ein 
Parallelogramm  ist,  in  welchem  die  Winkel  der  Diagonale  DC^  mit 
den  Seiten  zu  einem  Rechten  in  rationalen  Verhältnissen  stehen. 

Nun  war  y  die  Resultante  von  «  und  ß,  und  wir  scliliessen 
daher:  Soll  zu  zwei  auf  einen  Punct  D  wirkenden  und  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  durch   die  Linien    DA^    und  DB^   vorgestellten 
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Kräften  die  Resultante  gefunden  werden,  so  vollende  man  den  Win- 
kel A^DB^  zu  einem  Parallelogramm,  und  es  wird  die  Diagonale 
DC^  desselben  die  gesuchte  Resultante  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  ausdrücken,  — dafern  die  Verhältnisse  der  Winkel  A^DC^  und 
C^DB^  zu  einem  rechten  Winkel  rational  sind.  —  Dieselbe  Con- 
struction  muss  aber  auch  bei  irrationalen  Winkelverhältnissen  gelten, 
da  durch  genugsam  grosse  Annahme  der  Zahl  m  rationale  Verhält- 
nisse gefunden  werden  können,  die  den  irrationalen  so  nahe,  als  man 
will,  kommen.  Der  in  diesem  Falle  durch  die  deductio  ad  absurdum 
zu  führende  schärfere  Beweis  dürfte  hier  nicht  am  Orte  sein. 


§.4.  Zusätze,  a)  Die  Richtungen  von  a,  /?,  y  bilden  nicht  bloss 
dieselben  Winkel  mit  einander,  wie  die  Richtungen  von  DAy  DB, 
D  C,  sondern  sind  mit  den  letzteren  vollkommen  identisch.  Denn  da 
die  Projectionen  von  DA  auf  zwei  der  m  Linien,  welche,  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  D^  liegend,  mit  DA  gleiche  Winkel  machen, 
offenbar  einander  gleich  sind,  so  hat  die  Resultante  dieser  zwei  Pro- 
jectionen, Z>^  selbst  zur  Richtung;  und  da  das  System  S(DA')  au» 
DA  und  aus  solchen  Paaren  von  Projectionen  zusammengesetzt  ist, 
so  ist  die  Richtung  der  Resultante  a  dieses  Systems  gleichfalls  DA. 
Ebenso  zeigt  sich,  dass  DB  und  DC  die  Richtungen  von  ß  und  y 
sind. 

b)  Weil  der  Winkel  D  A'A  ein  rechter  ist,  so  ist  A'  ein  Punct 
des  um  DA,  als  Durchmesser,  beschriebenen  Kreises.  Auf  gleiche 
Art  ist  die  Projection  von  B  (oder  C)  auf  eine  willkürlich  durch  D  ge- 
legte Gerade  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  einem  Kreise, 
welcher  D  B  (oder  D  C)  zum  Durchmesser  hat.  Beschreibt  man  daher 
um  die  Seiten  DA,  DB  und  die  Diagonale  DC  eines  Parallelogramms 
DACB,  als  um  drei  Durchmesser,  Kreise,  so  ist  immer,  wenn  eine 
durch  D  glegte  Gerade  diese  drei  Kreise  resp.  noch  in  A\  B\  C 
schneidet,  DC  der  Summe  von  DA'  und  Dff  gleich.  Und  umge- 
kehrt: Zieht  man  durch  den  einen  Durchschnittspunct  D  zweier  sich 
schneidender  Kreise  beliebig  eine  Gerade,  welche  die  zwei  Kreise 
noch  in  A'  und  B'  treffe,  und  bestimmt  man  in  dieser  Geraden  einen 
vierten  Punct  C  so,  dass 

DC'  =  DA'  +  DB'  , 

so   ist  der   geometrische   Ort   von  C  ein   dritter   durch  D  gehender 
Kreis  von  solcher  Grösse  und    Lage,  dass  sein  Durchmesser  DC  die 
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Uiagoiiale  eines  Parallelogramms  ist,  welches  die  Durchmesser  DjL 
und  DB  der  beiden  ersteren  Kreise  zu  anliegenden  Seiten  hat. 

Da  hiernach  von  je  drei  von  D  ausgehenden  und  in  derselben 
Geraden  liegenden  Sehnen  der  drei  Kreise  die  Sehne  des  dritten 
stets  au»  den  Sehnen  der  zwei  ersteren  zusammengesetzt  ist,  so  kann 
man  den  dritten  Kreis  zusammengesetzt  aus  den  zwei  ersteren  nen- 
nen. Und  ebenso,  wie  zwei,  lassen  sich  auch  drei  und  mehrere 
durch  einen  und  denselben  Punct  D  gehende  Kreise  zu  einem  neuen 
zusammensetzen.  Dabei  ist  der  von  D  ausgehende  Durchmesser  des 
neuen  Kreises,  statisch  ausgedrückt,  die  Resultante  der  von  D  aus- 
gehenden Durchmesser  der  gegebenen  Kreise. 

Werde  nur  noch  bemerkt,  dass  das  von  der  Zusammensetzung 
von  Kreisen  Gesagte  vollkommen  auch  auf  die  Zusammensetzung 
zweier  oder  mehrerer  durch  einen  und  denselben  Punct  gehender 
Kugclflächen  Anwendung  leidet  (vergl.  mein  Lehrbuch  der  Statik, 
1.  Theil,  §.  79). 


Nachschrift  zu  der  vorstehenden  Abhandlung. 

[Crelle's  Journal  für  die  Mathematik,  1851,  Bd.  42,  p.  184—186.] 

§.  5.  Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  im  Vorigen, 
und  so  auch  in  meinem  Lehrbuch  der  Statik,  nur  für  den  Fall  streng 
bewiesen  worden,  wenn  die  Winkel,  welche  die  Resultante  zw^eier 
Kräfte  mit  den  letzteren  macht,  rational,  d.  i.  mit  einem  Rechten 
commensurabel  sind.  Sind  sie  irrational,  so  kann  der  obige  Beweis 
etwa  folgendergestJilt  ergänzt  werden. 

liS  sei  wiederum  ADBC  (vergl.  Fig.  2)  das  Parallelogramm  der 

Kräfte,  und  es  werde  fdr's  erste  an- 

^'. —    r  /  ^ genommen,  dass  zwar   jeder  Winkel 

/  /   'V'/  -4Z)(7und  CDB  einzebi  irrational, 

aber  ihre  Summe  ADB  rational 
sei.  Wäre  dann  nicht  DC  die  Rich- 
tung der    Resultante    von    DA    und 

jj' ^--/  DBj   sondern   fiele    diese    Richtung, 

wie    DE,    in     den    Winkel    ADi\ 

schnitte  sie  also  die  B  C  in  einem  in 

der  Verlängerung  dieser  Linio  über  C  hinaus  liegenden  Puncte  E,  so 

bestimme  man,  was  immer  geschehen  kann,  in  dieser  Linie  zwischen  C 


§.  5. 


Vom  Parallelogramm  der  Kräfte. 
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und  E  einen  Punct  -Fso,  dass  der  Winkel  ADF,  und  mithin  auch  FDB^ 
rational  ist.  Eine  durch  J'mit  BD  gezogene  Parallele  schneide  DAin 
Cr,  so  ist  nach  dem  Erwiesenen  DF  die  Resultante  von  DB  imd 
DG,  d.  i.  von  DB,  DA  und  AG,  d.  h.  von  einer  nach  DE  ge- 
richteten Kraft  und  einer  nach  DA  gerichteten  Kraft  gleich  AG, 
Dieses  ist  aber  nicht  möglich,  weil  die  Richtung  der  Resultante 
z^veier  Kräfte  stets  innerhalb  des  von  diesen  gebildeten  Winkels 
liegt.  Auf  ähnliche  Weise  zeigt  sich,  dass  die  Richtung  der  Resul- 
tante von  DA  und  DB  auch  nicht  innerhalb  des  Winkels  CDB 
fallen  kann.     Mithin  ist  DC  selbst  ihre  Richtung. 

Setzen  wir  nun  zweitens,  dass  die  Summe  ADB  der  Winkel 
ADC  und  CDB  irrational  sei.  Dass  dann,  wenn  die  Kräfte  DA 
und  DB  einander  gleich  sind  und  folglich  das  Parallelogramm  ein 
Rhombus  ist,  die  Diagonale  DC  desselben  die  Richtung  der  Resul- 
tante hat,  bedarf  hier  keines  Beweises.  Sind  aber  die  Kräfte  un- 
gleich, etwa  DB  (vergl.  Fig.  3)  die  grössere,  und  sollte  die  in  den 
Winkel  ^  Z)  (7 fallende  Richtung  DE  die  Richtung  der  Resultante  sein, 
so  beschreibe  man  um  A  als  Mittelpunct,  mit  ^C  als  Halbmesser 
einen  Kreis  und  bestimme,  was  immer  möglich  ist,  in  dem  innerhalb 


C    H 


D     K 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


des  Winkels  CDE  fallenden  Bogen  dieses  Kreises  emen  Punct  G 
so,  dass  der  Winkel  DAG,  mithin  auch,  wenn  man  ihn  zu  einem 
Parallelogramm  DAGF  ergänzt,  der  Winkel  ADF  rational  ist.  Von 
den  Kräften  DA  und  DF  ist  alsdann,  nach  dem  Vorigen,  DG  die 
Richtung  der  Resultante.  Mittels  des  schon  gedachten  Satzes,  dass 
die  Resultante  zweier  Kräfte  innerhalb  des  Winkels  der  Kräfte  liegt, 
lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass,  weil  von  den  zwei,  der  Construc- 
tion  zufolge  einander  gleichen  Kräften  DB  und  DF  die  erstere  mit 
der  kleineren  Kraft  DA  einen  grösseren  Winkel  als  die  letztere 
macht,  mit  derselben  Kraft  DA  die  Resultante  von  DB  und  DA  einen 
grösseren  Winkel,  und  die  Resultante  DG  von  DF  und  DA  einen 
kleineren  Winkel  bilden  muss.  Mithinkann  Z)j^ nicht  die  Richtung 
der  Resultante    von  DA  und  DB  sein.      Und  da,  wie  sich  durch 
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ihÄli'-r-ft  .v.r.l-«^  CknLi^r.  Li*«,  an«  BkLr^icS  »ach  aich:  inneTnAib 


N4/,i.#i*25  v>ai:  '.ättmä^^  w-riß^.  diä»  die  Becolsante  «tets  die 
hit:uviz^  d^  Dü^ozuklik  ut  erzfriß  «iih  n^zik  ohne  Weiteres  and  auf 
Asuk  lAiif.'hVi^^J:  da.^  dieselbe  lyiks^.zjkL^  &uch  die  Gri>««e  der  Resul* 
ranur  ir»  jedem  F%Ile  daroVeUv  In  der  Thaz  werde  die  Besxiltante 
ihrer  RKrhr-ai^r  and  Crrö«*e  aath  darch  />C"  auseedruckt .  wo  C 
<^neri  von  //  nach  C  hin  UffZftz^deu  Punct  beseichnet.  Man  nehme 
in  der  Linie  BC  willkürlich  einen  Ponct  I£  TergL  Fig.  4  aof  pag.  579  , 
l'-fre  durr-h  Ihn  mit  BD  eine  Parallele,  welche  DAiaJ  schneide,  und 
ritaithe  in  J/A  den  Ab^:hnitt  DK  gleich  und  gleichgerichtet  mit  AJ 
v/  lAt  nach  dem  Erwiesenen  DH  die  Richtung  der  Resultante  von 
JjJ  und  BD.  d.  L  von  />*:  DA  und  />B.  d.  h.  von  DK  und  DC". 
I>ieiie4  iüt  aber  nicht  anders  möglich,  ak  wenn  C  mit  C  zusammen- 
fallt. Denn  wäre  C"  von  C  verschieden,  und  schnitte  eine  durch  C 
mit  DA  gelegte  Parallele  die  Linie  KH  in  H\  so  würde,  weil  in 
Folge  der  Coniftruction  jrif  mit  Z>C' parallel  und  daher  DKH'C  ein 
Parallelogramm  ist.  nicht  DH.  sondern  DH'  die  Richtung  der  Re- 
sultante von  DK  und  DC  sein.  Mithin  wird  durch  DC  auch  die 
ÜTÖfse  der  Resultante  von  DA  und  DB  ausgedrückt. 


H««- — 


l»ruck  viiu  Ureitkopf  k  Il&rtel  in  Leipzig. 


1 

i 


Oh 
v3 


<^ 


S> 


v\ 


/ 


